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SOLVED RMM-PROBLEMS BY SAMUEL AJIBADE 
 

By Samuel Adekunle Ajibade- Nigeria 
 
01 Prove that: 

∫ 𝐋𝐢𝟑(−𝐞
−𝒙) 𝐬𝐞𝐜𝐡(𝒙)

∞

𝟎

𝐝𝒙 =
𝝅𝟐𝑮

𝟔
−
𝟑𝝅𝜻(𝟑)

𝟔𝟒
− 𝟐𝜷(𝟒) 

Where 
𝐋𝐢𝟑(𝒛)𝒊𝒔 𝒕𝒉𝒆 𝒕𝒓𝒊𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏, 
𝑮 = 𝜷(𝟐) 𝒊𝒔 𝑪𝒂𝒕𝒂𝒍𝒂𝒏′𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕 

𝜻(𝟑)𝒊𝒔 𝑨𝒑𝒆𝒓𝒚′𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕,𝜷(𝒔) 𝒊𝒔 𝒕𝒉𝒆 𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝒃𝒆𝒕𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏  
 

Proposed by: Samuel Adekunle Ajibade- Nigeria 
 

Solution 1 by: Emedi Abner Ngoy- DR Congo 

∫ 𝐋𝐢𝟑

∞

𝟎

(−𝒆−𝒙) 𝐬𝐞𝐜𝐡(𝒙) 𝒅𝒙 ,  𝐥𝐞𝐭 𝒆−𝒙 = 𝒖, 𝐬𝐞𝐜𝐡 𝒙 =
𝟐𝒆−𝒙

𝟏 + 𝒆−𝟐𝒙
 

𝑰 = 𝟐∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 = 𝟐(∫ −
∞

𝟎

∫
∞

𝟏

)
𝐋𝐢𝟑(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐
 𝒅𝒖 

∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

∞

𝟏

 𝒅𝒖 ,  𝐥𝐞𝐭 𝒖 →
𝟏

𝒖
, ∫

𝐋𝐢𝟑 (−
𝟏
𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 

𝑰 + 𝑰 = 𝟐(∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒖 + ∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒖) − 𝐋𝐢𝟑 (−

𝟏
𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖) 

𝐋𝐢𝟑(−𝒖) − 𝐋𝐢𝟑 (−
𝟏

𝒖
) = −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑𝒖 −

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧𝒖 

𝑰 = ∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒖 −
𝟏

𝟔
∫

𝐥𝐧𝟑𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 −
𝝅𝟐

𝟔
∫

𝐥𝐧𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 

𝑰𝟏 = ∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒖 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

∞

𝟎

(−
𝟏

𝟐
∫

𝒖𝐥𝐧𝟐𝒚

(𝟏 + 𝒖𝟐)(𝟏 + 𝒖𝒚)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒚)𝒅𝒖 

𝑰𝟏 = −
𝟏

𝟐
∫ 𝐥𝐧𝟐
𝟏

𝟎

𝒚(∫
𝒖

(𝟏 + 𝒖𝟐)(𝟏 + 𝒖𝒚)

∞

𝟎

 𝒅𝒖)𝒅𝒚 

𝑰𝟏 = −
𝟏

𝟐
∫ 𝐥𝐧𝟐
𝟏

𝟎

𝒚 (
𝝅𝒚

𝟐(𝟏 + 𝒚𝟐)
−

𝐥𝐧𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐
)𝒅𝒚 
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𝑰𝟏 = −
𝝅

𝟒
∫

𝒚𝐥𝐧𝟐𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒚 +
𝟏

𝟐
∫

𝐥𝐧𝟑𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒚 ,  𝒚𝟐 → 𝒚 

𝑰𝟏 = −
𝝅

𝟑𝟐
∫

𝐥𝐧𝟐𝒚

𝟏 + 𝒚

𝟏

𝟎

 𝒅𝒚 +
𝟏

𝟐
∫

𝐥𝐧𝟑𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒚 

𝑰 =
𝟏

𝟑
∫

𝐥𝐧𝟑𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 −
𝝅

𝟑𝟐
∫

𝐥𝐧𝟐𝒖

𝟏 + 𝒖

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 −
𝝅𝟐

𝟔
∫

𝐥𝐧𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 

∫
𝐥𝐧𝒏−𝟏𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 =
𝜷(𝒏) 𝜞(𝒏)

(−𝟏)𝒏−𝟏
 

∫
𝐥𝐧𝒏𝒖

𝟏 + 𝒖

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 = (−𝟏)𝒏 𝒏! (𝟏 − 𝟐−𝒏)𝜻(𝒏 + 𝟏) 

𝑰 =
𝟏

𝟑
(
𝜷(𝟒) 𝜞(𝟒)

(−𝟏)𝟒−𝟏
) −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
(𝟐 (−𝟏)𝟐 (𝟏 −

𝟏

𝟒
) 𝜻(𝟑)) −

𝝅𝟐

𝟔
(
𝜷(𝟐) 𝜞(𝟐)

(−𝟏)𝟐−𝟏
) 

𝑰 = −𝟐𝜷(𝟒) −
𝟑𝝅

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟔
𝜷(𝟐) 

𝑰 =
𝝅𝟐

𝟔
𝑮 −

𝟑𝝅

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) − 𝟐𝜷(𝟒) 

Solution 2 by: Pham Duc Nam- Vietnam 

𝑰 = ∫ 𝐋𝐢𝟑

∞

𝟎

(−𝒆−𝒙)𝐬𝐞𝐜𝐡(𝒙)𝐝𝒙 =
𝝅𝟐

𝟔
𝑮 −

𝟑𝝅

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) − 𝟐𝜷(𝟒) 

1.) 

 𝒂 > 𝟎:  𝑻(𝒂) = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

(𝒙 + 𝒂)(𝒙𝟐 + 𝟏)

∞

𝟎

𝐝𝒙

=
𝟏

𝟏 + 𝒂𝟐
(−

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝒂) −

𝝅𝟐

𝟑
𝐥𝐧(𝒂) +

𝝅𝟑

𝟖
𝒂) 

Proof : 

Some basic integrals : 

𝑪 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝐝𝒙 =
𝝅𝟑

𝟖
,∫

𝐥𝐧𝟐(𝒙)

(𝟏 + 𝒙)𝟐

∞

𝟎

𝐝𝒙 =
𝝅𝟐

𝟑
 

And : 

∫
𝐥𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙)𝟐

∞

𝟎

𝐝𝒙 = 𝟎 

Observation : 
𝟏 + 𝒂𝟐

(𝒙 + 𝒂)(𝒙𝟐 + 𝟏)
=

𝟏

𝒙 + 𝒂
+
𝒂 − 𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
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⇒ (𝟏 + 𝒂𝟐)𝑻(𝒂) − 𝒂𝑪 = ∫ 𝐥𝐧𝟐
∞

𝟎

(𝒙) (
𝟏

𝒙 + 𝒂
−

𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
) 𝐝𝒙 

But : 

∫ 𝐥𝐧𝟐
∞

𝟎

(𝒙) (
𝟏

𝒙 + 𝟏
−

𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
) 𝐝𝒙 = 𝟎 𝐛𝐲 𝒙 →

𝟏

𝒙
  

⇒ (𝟏 + 𝒂𝟐)𝑻(𝒂) − 𝒂𝑪 = ∫ 𝐥𝐧𝟐
∞

𝟎

(𝒙) (
𝟏

𝒙 + 𝒂
−

𝟏

𝒙 + 𝟏
)𝐝𝒙 

= ∫ 𝐥𝐧𝟐
∞

𝟎

(𝒙) (∫
𝟏

(𝒙 + 𝒕)𝟐

𝟏

𝒂

𝐝𝒕)𝐝𝒙 = ∫

(

 
 
∫

𝐥𝐧𝟐(𝒙)

(𝒙 + 𝒕)𝟐

∞

𝟎

𝐝𝒙

⏟

𝒙=𝒕𝒖 )

 
 𝟏

𝒂

𝐝𝒕 

= ∫
𝟏

𝒕

𝟏

𝒂

(∫
(𝐥𝐧(𝒕) + 𝐥𝐧(𝒖))

𝟐

(𝟏 + 𝒖)𝟐

∞

𝟎

𝐝𝒖)𝐝𝒕 

= ∫
𝟏

𝒕

𝟏

𝒂

(𝐥𝐧𝟐(𝒕) +
𝝅𝟐

𝟑
)𝐝𝒕 = −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝒂) −

𝝅𝟐

𝟑
𝐥𝐧(𝒂) 

⇒ 𝑻(𝒂) =
𝟏

𝟏 + 𝒂𝟐
(−

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝒂) −

𝝅𝟐

𝟑
𝐥𝐧(𝒂) + 𝒂𝑪) 

=
𝟏

𝟏 + 𝒂𝟐
(−

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝒂) −

𝝅𝟐

𝟑
𝐥𝐧(𝒂) +

𝝅𝟑

𝟖
𝒂) ,  𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞𝐝. 

From here, integrate both sides w.r.t 𝒂 from 𝟎 to 𝟏 we have : 

∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒙

𝒙
)𝐝𝒙 =

𝝅𝟐

𝟑
𝑮 +

𝝅𝟑

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝜷(𝟒) 

𝐁𝐮𝐭 ∶ ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝐝𝒙 = 𝟎 ⇒ ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒙

𝒙
)𝐝𝒙 = ∫

𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐝𝒙 

= ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐝𝒙 + ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟏

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐝𝒙

⏟

𝒙→
𝟏
𝒙

 

= 𝟐∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐝𝒙 − ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒙 

= 𝟐∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐝𝒙 + 𝟔𝜷(𝟒) 
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⇒ ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐝𝒙 =
𝝅𝟐

𝟔
𝑮 +

𝝅𝟑

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐𝜷(𝟒) 

2.)    𝑰 = ∫ 𝐋𝐢𝟑
∞

𝟎
(−𝒆−𝒙)𝐬𝐞𝐜𝐡(𝒙)𝐝𝒙 =

𝒕=𝒆−𝒙

 𝟐 ∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒕)

𝟏+𝒕𝟐

𝟏

𝟎
𝐝𝒕 

= 𝟐∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

(−
𝒕

𝟐
∫

𝐥𝐧𝟐(𝒖)

𝟏 + 𝒖𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒖)𝐝𝒕

= −∫ 𝐥𝐧𝟐
𝟏

𝟎

(𝒖)(∫
𝒕

(𝟏 + 𝒕𝟐)(𝟏 + 𝒖𝒕)

𝟏

𝟎

𝐝𝒕)𝐝𝒖 

= −∫
𝐥𝐧𝟐(𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝒖 − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖))𝐝𝒖 

∗ ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒖 = 𝟐𝜷(𝟑) =
𝝅𝟑

𝟏𝟔
 

∗ ∫
𝒖𝐥𝐧𝟐(𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒖 =
𝟏

𝟖
∫

𝐥𝐧𝟐(𝒖)

𝟏 + 𝒖

𝟏

𝟎

𝐝𝒖 =
𝟑

𝟏𝟔
𝜻(𝟑) 

∗ ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖)𝐝𝒖 =
𝐅𝐫𝐨𝐦 𝟏.)

 
𝝅𝟐

𝟔
𝑮 +

𝝅𝟑

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐𝜷(𝟒) 

⇒ 𝑰 = −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)(

𝝅𝟑

𝟏𝟔
) −

𝝅

𝟒
(
𝟑

𝟏𝟔
𝜻(𝟑)) +

𝝅𝟐

𝟔
𝑮 +

𝝅𝟑

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐𝜷(𝟒) 

𝑰 =
𝝅𝟐

𝟔
𝑮 −

𝟑𝝅

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) − 𝟐𝜷(𝟒) 

Solution 3 by: Yang Silva Cartolin-Peru 

𝜴 = ∫ 𝐋𝐢𝟑

∞

𝟎

(−𝒆−𝒙)𝐬𝐞𝐜𝐡(𝒙)𝐝𝒙 =
𝝅𝟐

𝟔
𝑮 −

𝟑𝝅

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) − 𝟐𝜷(𝟒) 

𝜴 = 𝟐∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒆

−𝒙)

𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙

∞

𝟎

 𝐝𝒙 = 𝟐∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒆

−𝒙)

𝟏 + 𝒆−𝟐𝒙

∞

𝟎

 𝐝𝒙 

⇒
𝒕=𝒆−𝒙

𝜴 = 𝟐∫
𝐋𝐢𝟑(−𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝐝𝒕, 𝐈. 𝐁. 𝐏: {
𝒖 = 𝐋𝐢𝟑(−𝒕) →  𝐝𝒖 =

𝐋𝐢𝟐(−𝒕)

𝒕
 𝐝𝒕

 𝐝𝒗 =
 𝐝𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
→ 𝒗 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)

 

𝜴 = −
𝟑𝝅

𝟖
𝜻(𝟑) − 𝟐∫

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)𝐋𝐢𝟐(−𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

 𝐝𝒕, 𝐈. 𝐁. 𝐏: {
𝒖 = 𝐋𝐢𝟐(−𝒕) →  𝐝𝒖 =

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
 𝐝𝒕

 𝐝𝒗 =
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)

𝒕
 𝐝𝒕 → 𝒗 = 𝐓𝐢𝟐(𝒕)

 

𝜴 = −
𝟑𝝅

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟔
𝑮 − 𝟐∫

𝐓𝐢𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

 𝐝𝒕 
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𝜴 = −
𝟑𝝅

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟔
𝑮 − 𝟐∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) 𝐝𝒕 

∎𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭:∫ 𝒙𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) 𝐝𝒙 =
𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝟐𝒏 + 𝟏
−

𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝑯𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
−

𝑯𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

𝜴 = −
𝟑𝝅

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟔
𝑮 − 𝟒𝐥𝐧(𝟐)∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

+ 𝟐∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟒

∞

𝒏=𝟎

 −𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

+ 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

 

∎ We know that: 

↪ 𝐃𝐢𝐫𝐢𝐜𝐡𝐥𝐞𝐭 𝐁𝐞𝐭𝐚 𝐅𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧:𝜷(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔

∞

𝒏=𝟎

, 𝜷(𝟑) =
𝝅𝟑

𝟑𝟐
 

↪ ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

= 𝟑𝜷(𝟒) −
𝟕𝝅

𝟏𝟔
𝜻(𝟑) −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) 

↪ ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

= 𝜷(𝟒) −
𝟑𝟓𝝅

𝟏𝟐𝟖
𝜻(𝟑) 

𝐓𝐡𝐞𝐫𝐞𝐟𝐨𝐫𝐞:𝜴 = −
𝟑𝝅

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟔
𝑮 −

𝝅𝟑

𝟖
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝜷(𝟒)

 −𝟐(𝟑𝜷(𝟒) −
𝟕𝝅

𝟏𝟔
𝜻(𝟑) −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐)) + 𝟐(𝜷(𝟒) −

𝟑𝟓𝝅

𝟏𝟐𝟖
𝜻(𝟑))

 

𝜴 =
𝝅𝟐

𝟔
𝑮 −

𝟑𝝅

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) − 𝟐𝜷(𝟒)  ∴ 

 

02 Evaluate in closed form: 

∫
𝒙𝒂 𝐥𝐧𝟐(𝒙) 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒃𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

𝐝𝒙 

Where 
𝒂 > −1, 𝑐 > 𝑏 > 0, {𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ} 

Proposed by: Samuel Adekunle Ajibade- Nigeria 
 

Solution 1 by: Archit Jain- India 

𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒃𝒙) =
𝒆𝒃𝒙 − 𝒆−𝒃𝒙

𝟐
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𝑰 = ∫
𝒙𝒂(𝐥𝐧𝒙)𝟐𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒃𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

𝐝𝒙 

Let 

𝑰(𝒔) = ∫
𝒙𝒔−𝟏𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒃𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

𝐝𝒙 

Differentiating with respect to 𝒔, 

𝑰′(𝒔) = ∫
𝒙𝒔−𝟏𝐥𝐧(𝒙)𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒃𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

𝐝𝒙, 𝑰″(𝒔) = ∫
𝒙𝒔−𝟏𝐥𝐧𝟐(𝒙)𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒃𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

𝐝𝒙 

Our target is to find 

𝑰″(𝒂 + 𝟏) = 𝑰 

Now, 

𝟏

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏
=

𝒆−𝒄𝒙

𝟏 − 𝒆−𝒄𝒙
 

For 𝒄 > 𝟎 and 𝒙 ∈ (𝟎,∞), we have 

𝟎 < 𝒆−𝒄𝒙 < 𝟏 

Then 𝒆−𝒄𝒙 satisfies the infinite geometric progression: 

∑(𝒆−𝒄𝒙)𝒏
∞

𝒏=𝟏

= ∑𝒆−𝒏𝒄𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

Therefore, 

𝑰(𝒔) = ∫ 𝒙𝒔−𝟏
∞

𝟎

(
𝒆𝒃𝒙 − 𝒆−𝒃𝒙

𝟐
)(∑𝒆−𝒏𝒄𝒙

∞

𝒏=𝟏

)𝐝𝒙 

𝑰(𝒔) =
𝟏

𝟐
∫ ∑𝒙𝒔−𝟏

∞

𝒏=𝟏

∞

𝟎

(𝒆𝒃𝒙𝒆−𝒏𝒄𝒙 − 𝒆−𝒃𝒙𝒆−𝒏𝒄𝒙)𝐝𝒙 

=
𝟏

𝟐
∫ ∑𝒙𝒔−𝟏

∞

𝒏=𝟏

∞

𝟎

(𝒆−(𝒏𝒄−𝒃)𝒙 − 𝒆−(𝒏𝒄+𝒃)𝒙)𝐝𝒙 

Now 𝒙𝒔−𝟏, 𝒆−(𝒏𝒄−𝒃)𝒙 and 𝒆−(𝒏𝒄+𝒃)𝒙 are all positive for 𝒙 > 𝟎, assuming 𝒔 > 𝟎. 

As given 𝒄 > 𝒃 > 𝟎, we have  𝒏𝒄 − 𝒃 > 𝟎 for all 𝒏 ≥ 𝟏. 

We apply Tonelli’s theorem to interchange the order of sum and integral. 
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𝑰(𝒔) =
𝟏

𝟐
∑∫ [𝒙𝒔−𝟏𝒆−(𝒏𝒄−𝒃)𝒙 − 𝒙𝒔−𝟏𝒆−(𝒏𝒄+𝒃)𝒙]

∞

𝟎

∞

𝒏=𝟏

𝐝𝒙 

=
𝟏

𝟐
∑ [∫ 𝒙𝒔−𝟏

∞

𝟎

𝒆−(𝒏𝒄−𝒃)𝒙𝐝𝒙 − ∫ 𝒙𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−(𝒏𝒄+𝒃)𝒙𝐝𝒙]

∞

𝒏=𝟏

 

Now, 

∫ 𝒖𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒖𝐝𝒖 = 𝜞(𝒔) 

Let 

𝑱(𝜶) = ∫ 𝒙𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝜶𝒙𝐝𝒙, 𝜶 > 𝟎 

Put 

𝒖 = 𝜶𝒙, 𝐝𝒙 =
𝐝𝒖

𝜶
 

𝑱(𝜶) = ∫ (
𝒖

𝜶
)
𝒔−𝟏∞

𝟎

𝒆−𝒖
𝐝𝒖

𝜶
=
𝟏

𝜶𝒔
∫ 𝒖𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒖𝐝𝒖 =
𝜞(𝒔)

𝜶𝒔
 

𝑰(𝒔) becomes 

𝑰(𝒔) =
𝟏

𝟐
∑ [

𝜞(𝒔)

(𝒏𝒄 − 𝒃)𝒔
−

𝜞(𝒔)

(𝒏𝒄 + 𝒃)𝒔
]

∞

𝒏=𝟏

 

𝑰(𝒔) =
𝜞(𝒔)

𝟐
∑ [

𝟏

(𝒏𝒄 − 𝒃)𝒔
−

𝟏

(𝒏𝒄 + 𝒃)𝒔
]

∞

𝒏=𝟏

 

Now we know the Hurwitz zeta function: 

𝜻(𝒔, 𝒒) = ∑
𝟏

(𝒌 + 𝒒)𝒔

∞

𝒌=𝟎

 

𝑰(𝒔) =
𝜞(𝒔)

𝟐𝒄𝒔
∑[

𝟏

(𝒏 − 𝒃/𝒄)𝒔
−

𝟏

(𝒏 + 𝒃/𝒄)𝒔
]

∞

𝒏=𝟏

 

Let 

𝒌 = 𝒏 − 𝟏 ⇒ 𝒏 = 𝒌 + 𝟏 

When 𝒏 = 𝟏, 𝒌 = 𝟎. Substitute 𝒏 = 𝒌 + 𝟏 in summation: 

𝒏 −
𝒃

𝒄
= 𝒌 + 𝟏 −

𝒃

𝒄
 𝐚𝐧𝐝 𝒏 +

𝒃

𝒄
= 𝒌 + 𝟏 +

𝒃

𝒄
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𝑰(𝒔) =
𝜞(𝒔)

𝟐𝒄𝒔
∑[

𝟏

(𝒌 + 𝟏 − 𝒃/𝒄)𝒔
−

𝟏

(𝒌 + 𝟏 + 𝒃/𝒄)𝒔
]

∞

𝒌=𝟎

 

𝑰(𝒔) =
𝜞(𝒔)

𝟐𝒄𝒔
[𝜻 (𝒔, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻 (𝒔, 𝟏 +

𝒃

𝒄
)] 

Now, 

𝑰(𝒔) = 𝑭(𝒔)𝑮(𝒔) 

where 

𝑭(𝒔) =
𝜞(𝒔)

𝟐𝒄𝒔
 

Taking logarithms, 

𝐥𝐧𝑭(𝒔) = 𝐥𝐧𝜞(𝒔) − 𝐥𝐧𝟐 − 𝒔𝐥𝐧𝒄 

Using 

𝜞′(𝒔)

𝜞(𝒔)
= 𝝍(𝒔) 

we get 

𝑭′(𝒔) = 𝑭(𝒔)[𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧𝒄] 

Also, 

𝑮(𝒔) = 𝜻 (𝒔, 𝟏 −
𝒃

𝒄
) − 𝜻 (𝒔, 𝟏 +

𝒃

𝒄
) 

Therefore, 

𝑮′(𝒔) = 𝜻(𝟏,𝟎) (𝒔, 𝟏 −
𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟏,𝟎) (𝒔, 𝟏 +

𝒃

𝒄
) 

Now, 

𝑭″(𝒔) = 𝑭′(𝒔)[𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧𝒄] + 𝑭(𝒔)𝝍(𝟏)(𝒔) = 𝑭(𝒔){[𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧𝒄]𝟐 +𝝍(𝟏)(𝒔)} 

Also, 

𝑮″(𝒔) = 𝜻(𝟐,𝟎) (𝒔, 𝟏 −
𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟐,𝟎) (𝒔, 𝟏 +

𝒃

𝒄
) 

Using the product rule, 

𝑰″(𝒔) = 𝑭″(𝒔)𝑮(𝒔) + 𝟐𝑭′(𝒔)𝑮′(𝒔) + 𝑭(𝒔)𝑮″(𝒔) 

= 𝑭(𝒔){[𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧𝒄]𝟐 +𝝍(𝟏)(𝒔)}𝑮(𝒔) 

+𝟐𝑭(𝒔)[𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧𝒄]𝑮′(𝒔) + 𝑭(𝒔)𝑮″(𝒔) 
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= 𝑭(𝒔) {([𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧𝒄]𝟐 +𝝍(𝟏)(𝒔))𝑮(𝒔) + 𝟐[𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧𝒄]𝑮′(𝒔) + 𝑮″(𝒔)} 

Now put 𝒔 = 𝒂 + 𝟏. We know that 

𝑭(𝒂 + 𝟏) =
𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝟐𝒄𝒂+𝟏
 

And  𝑰 = 𝑰″(𝒂 + 𝟏) 

Hence, 

𝑰 =
𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝟐𝒄𝒂+𝟏
(([𝝍(𝒂 + 𝟏) − 𝐥𝐧𝒄]𝟐 +𝝍(𝟏)(𝒂 + 𝟏)) [𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
)

− 𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +
𝒃

𝒄
)]  

+ 𝟐[𝝍(𝒂 + 𝟏) − 𝐥𝐧𝒄] [𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −
𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
)]  

+ [𝜻(𝟐,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −
𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟐,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
)]) 

Solution 2 by:  Yang Silva Cartolin-Peru 

𝑰 =
𝟏

𝟐
∫

𝒙𝒂𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

(𝒆𝒃𝒙 − 𝒆−𝒃𝒙) 𝐝𝒙

=
𝟏

𝟐
(∫

𝒙𝒂𝒆𝒃𝒙𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

 𝐝𝒙 −∫
𝒙𝒂𝒆−𝒃𝒙𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝒆𝒄𝒙 − 𝟏

∞

𝟎

 𝐝𝒙) 

𝑰 =
𝟏

𝟐
(∫

𝒙𝒂𝒆(𝒃−𝒄)𝒙𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 − 𝒆−𝒄𝒙

∞

𝟎

 𝐝𝒙 − ∫
𝒙𝒂𝒆−(𝒃+𝒄)𝒙𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝟏 − 𝒆−𝒄𝒙

∞

𝟎

 𝐝𝒙) 

𝑰 =
𝟏

𝟐
∑(∫ 𝒙𝒂

∞

𝟎

𝒆−(−𝒃+𝒄+𝒄𝒏)𝒙𝐥𝐧𝟐(𝒙) 𝐝𝒙 − ∫ 𝒙𝒂
∞

𝟎

𝒆−(𝒃+𝒄+𝒄𝒏)𝒙𝐥𝐧𝟐(𝒙) 𝐝𝒙)

∞

𝒏=𝟎

 

↪ 𝐋𝐞𝐭: 𝝃𝒌 = ∫ 𝒙𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒌𝒙𝐥𝐧𝟐(𝒙) 𝐝𝒙 

⇒
𝒕=𝒌𝒙→

 𝐝𝒕
𝒌
= 𝐝𝒙

𝝃𝒌 =
𝟏

𝒌𝒔
∫ 𝒕𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒕𝐥𝐧𝟐 (
𝒕

𝒌
)  𝐝𝒕 =

𝟏

𝒌𝒔
∫ 𝒕𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒕(𝐥𝐧(𝒕) − 𝐥𝐧(𝒌))
𝟐
 𝐝𝒕 

𝝃𝒌 =
𝟏

𝒌𝒔
(∫ 𝒕𝒔−𝟏

∞

𝟎

𝒆−𝒕𝐥𝐧𝟐(𝒕) 𝐝𝒕 − 𝟐𝐥𝐧(𝒌)∫ 𝒕𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒕𝐥𝐧(𝒕) 𝐝𝒕

+ 𝐥𝐧𝟐(𝒌)∫ 𝒕𝒔−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒕 𝐝𝒕) 

𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭: 𝜞(𝒛) = ∫ 𝒙𝒛−𝟏
∞

𝟎

𝒆−𝒙 𝐝𝒙 
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→ 𝜞′(𝒛) = ∫ 𝒙𝒛−𝟏
∞

𝟎

𝐥𝐧(𝒙)𝒆−𝒙 𝐝𝒙, 𝜞″(𝒛) = ∫ 𝒙𝒛−𝟏
∞

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝒙)𝒆−𝒙 𝐝𝒙 

⇒ 𝝃𝒌 =
𝟏

𝒌𝒔
(𝜞″(𝒔) − 𝟐𝐥𝐧(𝒌)𝜞′(𝒔) + 𝐥𝐧𝟐(𝒌)𝜞(𝒔))  ∴ 

Therefore: 

𝑰 =
𝜞″(𝒂 + 𝟏)

𝟐
∑(

𝟏

(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)𝒂+𝟏
−

𝟏

(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)𝒂+𝟏
)

∞

𝒏=𝟎

 −𝜞′(𝒂 + 𝟏)∑(
𝐥𝐧(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)𝒂+𝟏
−
𝐥𝐧(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)𝒂+𝟏
)

∞

𝒏=𝟎

 +
𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝟐
∑(

𝐥𝐧𝟐(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)𝒂+𝟏
−
𝐥𝐧𝟐(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)𝒂+𝟏
)

∞

𝒏=𝟎

 

𝑰 =
𝜞″(𝒂 + 𝟏)

𝟐
𝑺𝟏 − 𝜞′(𝒂 + 𝟏)𝑺𝟐 −

𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝟐
𝑺𝟑 

↪ 𝑺𝟏 =∑(
𝟏

(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)𝒂+𝟏
−

𝟏

(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)𝒂+𝟏
)

∞

𝒏=𝟎

 

𝑺𝟏 =
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
∑(

𝟏

(𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏 −
𝟏

(𝒏 + 𝟏 +
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏)

∞

𝒏=𝟎

 

𝐇𝐮𝐫𝐰𝐢𝐭𝐳 𝐙𝐞𝐭𝐚 𝐅𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧: 𝜻(𝒔, 𝒒) = ∑
𝟏

(𝒌 + 𝒒)𝒔

∞

𝒌=𝟎

 

⇒ 𝑺𝟏 =
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))  ∴ 

↪ 𝑺𝟐 =∑(
𝐥𝐧(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)𝒂+𝟏
−
𝐥𝐧(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)𝒂+𝟏
)

∞

𝒏=𝟎

 

𝑺𝟐 =
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
∑(

𝐥𝐧(𝒄) + 𝐥𝐧 (𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

(𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏 −
𝐥𝐧(𝒄) + 𝐥𝐧 (𝒏 + 𝟏 +

𝒃
𝒄)

(𝒏 + 𝟏 +
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏 )

∞

𝒏=𝟎
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𝑺𝟐 =
𝐥𝐧(𝒄)

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))

 +
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
∑(

𝐥𝐧 (𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

(𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏 −
𝐥𝐧 (𝒏 + 𝟏 +

𝒃
𝒄)

(𝒏 + 𝟏 +
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏)

∞

𝒏=𝟎

 

𝑺𝟐 =
𝐥𝐧(𝒄)

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))

 −
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))  ∴

 

↪ 𝑺𝟑 =∑(
𝐥𝐧𝟐(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 − 𝒃)𝒂+𝟏
−
𝐥𝐧𝟐(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)

(𝒄𝒏 + 𝒄 + 𝒃)𝒂+𝟏
)

∞

𝒏=𝟎

 

𝑺𝟑 =
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
∑

(

 
 
(𝐥𝐧(𝒄) + 𝐥𝐧 (𝒏 + 𝟏 −

𝒃
𝒄))

𝟐

(𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏 −

(𝐥𝐧(𝒄) + 𝐥𝐧 (𝒏 + 𝟏 +
𝒃
𝒄))

𝟐

(𝒏 + 𝟏 +
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏

)

 
 

∞

𝒏=𝟎

 

𝑺𝟑 =
𝐥𝐧𝟐(𝒄)

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))

 −
𝟐𝐥𝐧(𝒄)

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))

 +
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
∑(

𝐥𝐧𝟐 (𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

(𝒏 + 𝟏 −
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏 −
𝐥𝐧𝟐 (𝒏 + 𝟏 +

𝒃
𝒄)

(𝒏 + 𝟏 +
𝒃
𝒄)

𝒂+𝟏)

∞

𝒏=𝟎

 

𝑺𝟑 =
𝐥𝐧𝟐(𝒄)

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))

 −
𝟐𝐥𝐧(𝒄)

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))

 +
𝟏

𝒄𝒂+𝟏
(𝜻(𝟐,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟐,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
))  ∴

 

Thus: 
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𝑰 =
𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝟐𝒄𝒂+𝟏
(([𝝍(𝒂 + 𝟏) − 𝐥𝐧𝒄]𝟐 +𝝍(𝟏)(𝒂 + 𝟏)) [𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −

𝒃

𝒄
)

− 𝜻 (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +
𝒃

𝒄
)]  

+ 𝟐[𝝍(𝒂 + 𝟏) − 𝐥𝐧𝒄] [𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −
𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟏,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
)]  

+ [𝜻(𝟐,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 −
𝒃

𝒄
) − 𝜻(𝟐,𝟎) (𝒂 + 𝟏, 𝟏 +

𝒃

𝒄
)]) 

03 Find: 

𝑰(𝜶) = ∫ 𝐥𝐧(𝐭𝐚𝐧(𝒙)) 𝐭𝐚𝐧(𝒙) (
𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝛂(𝒙) − 𝒙𝟐)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 

∀ 𝜶 >  −2  
 

Proposed by: Samuel Adekunle Ajibade- Nigeria 
 

Solution 1 by: Pham Duc Nam- Vietnam 

𝜶 > −𝟐:  𝑰(𝜶) = ∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐭𝐚𝐧(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)(
𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝜶(𝒙) − 𝒙𝟐)𝐝𝒙 

1.) Reducing the given integral 

Note that : 

𝑰(𝜶) = 𝑰(𝟎) +
𝝅𝟐

𝟒
𝑫(𝜶) 

Where : 

𝑫(𝜶) = ∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐭𝐚𝐧(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)(𝐬𝐢𝐧𝜶(𝒙) − 𝟏)𝐝𝒙 

And letting : 𝒕 = 𝐬𝐢𝐧(𝒙) we have : 

𝑫(𝜶) =
𝟏

𝟒
∫

𝒕
𝜶
𝟐 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧 (
𝒕

𝟏 − 𝒕
)𝐝𝒕 

Set : 𝒔 =
𝜶

𝟐
> −𝟏 ⇒ 

𝟒𝑫(𝜶) = ∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝒕)𝐝𝒕 − ∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 

∗ ∵  ∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 = −𝑯𝒔 = −𝝍(𝟏 + 𝒔) − 𝜸,∫
𝐥𝐧(𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 = −
𝝅𝟐

𝟔
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⇒ ∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝒕)𝐝𝒕 = −
𝛛

𝛛𝒔
(𝝍(𝟏 + 𝒔) + 𝜸) −∫

𝐥𝐧(𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 =
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏)(𝟏 + 𝒔) 

∗ ∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 = 𝐥𝐢𝐦
𝒖→−𝟏+

𝛛

𝛛𝒖
∫ (𝒕𝒔 − 𝟏)
𝟏

𝟎

(𝟏 − 𝒕)𝒖𝐝𝒕

= 𝐥𝐢𝐦
𝒖→−𝟏+

𝛛

𝛛𝒖
(𝐁(𝒔 + 𝟏, 𝒖 + 𝟏) −

𝟏

𝟏 + 𝒖
) 

=
𝟏

𝟐
((𝜸 + 𝝍(𝟏 + 𝒔))

𝟐
+
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏)(𝟏 + 𝒔)) ⇒ 𝑰(𝜶) = 𝑰(𝟎) +

𝝅𝟐

𝟒
𝑫(𝜶) 

= 𝑰(𝟎) +
𝝅𝟐

𝟑𝟐
(
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏) (𝟏 +

𝜶

𝟐
) − (𝜸 + 𝝍(𝟏 +

𝜶

𝟐
))

𝟐

) 

The rest of this solution is evaluating of 𝑰(𝟎) 

2.) Evaluating of 𝑰(𝟎) 

∗Let : 𝜶 = 𝟐 we have : 

𝑰(𝟐) = ∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐭𝐚𝐧(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)(
𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒙) − 𝒙𝟐)𝐝𝒙 

Then the difference of : 

𝑰(𝟐) − 𝑰(𝟎) = −∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐭𝐚𝐧(𝒙))𝐬𝐢𝐧(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝐝𝒙 

And by substitution : 𝒙 →
𝝅

𝟐
− 𝒙 we immediately have : 𝑰(𝟐) − 𝑰(𝟎) = 𝟎 

So, instead of calculating 𝑰(𝟎), we can calculate 𝑰(𝟐) 

Set : 

𝒑 =
𝝅

𝟐
, 𝒒(𝒙) = 𝒑𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒙) − 𝒙𝟐 ⇒ 𝑰(𝟎) = 𝑰(𝟐) = ∫ 𝒒

𝒑

𝟎

(𝒙)𝐥𝐧(𝐭𝐚𝐧(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝐝𝒙 

Since : 𝒒(𝟎) = 𝒒(𝒑) = 𝟎, consider the sine Fourier series : 

𝒒(𝒙) = ∑𝒃𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒏𝒙) 

Where : 

𝒃𝒏 =
𝟒

𝝅
∫ 𝒒
𝒑

𝟎

(𝒙)𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒏𝒙)𝐝𝒙 

Integration by parts gives us : 

∫ 𝒙𝟐
𝒑

𝟎

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒏𝒙)𝐝𝒙 = −
𝒑𝟐

𝟐

(−𝟏)𝒏

𝒏
+
𝟏

𝟒

(−𝟏)𝒏 − 𝟏

𝒏𝟑
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And : 

𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒙) =
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)) ⇒ ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝒑

𝟎

(𝒙)𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒏𝒙)𝐝𝒙

= {

𝟏

𝟐𝒏
,  𝐢𝐟 𝒏 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

−
𝟏

𝟐

𝒏

𝒏𝟐 − 𝟏
, 𝐢𝐟 𝒏 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧

 

Combine two formulas, we have : 

𝒃𝒏 = {

𝟐

𝝅

𝟏

𝒏𝟑
, 𝐢𝐟 𝒏 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

−
𝝅

𝟐

𝟏

𝒏(𝒏𝟐 − 𝟏)
, 𝐢𝐟 𝒏 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧

 

Now we define : 

𝑺𝒏 = ∫ 𝐬𝐢𝐧
𝒑

𝟎

(𝟐𝒏𝒙)𝐥𝐧(𝐭𝐚𝐧(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝐝𝒙, 

using : 

𝐥𝐧(𝐭𝐚𝐧(𝒙)) = −𝟐 ∑
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)

𝒌
𝒌≥𝟏, 𝒌𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

 

But : 

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒏𝒙)𝐭𝐚𝐧(𝒙) = (−𝟏)𝒏+𝟏 + 𝟐∑(−𝟏)𝒏+𝒌+𝟏
𝒏−𝟏

𝒌=𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙) 

Then by orthogonality of cosine : 

∫ 𝐥𝐧
𝒑

𝟎

(𝐭𝐚𝐧(𝒙))𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)𝐝𝒙 = {
−
𝝅

𝟐𝒌
,  𝐢𝐟 𝒌 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

𝟎, 𝐢𝐟 𝒌 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧
 

Now set : 

𝒉𝒏 = ∑
𝟏

𝒌
𝟏≤𝒌<𝒏, 𝒌 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

⇒ 𝑺𝒏 = {
𝝅𝒉𝒏 +

𝝅

𝟐𝒏
, 𝐢𝐟 𝒏 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

−𝝅𝒉𝒏, 𝐢𝐟 𝒏 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧
 

Replace to 𝑰(𝟎), we have : 

𝑰(𝟎) = ∑𝒃𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝑺𝒏 = 𝟐 ∑
𝒉𝒏
𝒏𝟑

𝒏≥𝟏, 𝒏 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

+ ∑
𝟏

𝒏𝟒
𝒏≥𝟏, 𝒏 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

+
𝝅𝟐

𝟐
∑

𝒉𝒏
𝒏(𝒏𝟐 − 𝟏)

𝒏≥𝟐, 𝒏 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧

 

∗ 𝐋𝐞𝐭:𝑸 = ∑
𝒉𝒏
𝒏𝟑

𝒏≥𝟏, 𝒏 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

, 𝑬 = ∑
𝒉𝒏

𝒏(𝒏𝟐 − 𝟏)
𝒏≥𝟐, 𝒏 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧

, ∑
𝟏

𝒏𝟒
𝒏≥𝟏, 𝒏𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

= (𝟏 −
𝟏

𝟏𝟔
)∑

𝟏

𝒏𝟒
𝒏≥𝟏

=
𝟏𝟓

𝟏𝟔
𝜻(𝟒) =

𝝅𝟒

𝟗𝟔
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Using generating function : 

∑ 𝒉𝒏
𝒏≥𝟐, 𝒏 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧

𝒕𝒏 =
𝒕𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)

𝟏 − 𝒕𝟐
 

and 
𝟏

𝒏(𝒏𝟐 − 𝟏)
=
𝟏

𝟐
∫ 𝒕𝒏−𝟐
𝟏

𝟎

(𝟏 − 𝒕)𝟐𝐝𝒕 

⇒ 𝑬 =
𝟏

𝟐
∫

𝟏 − 𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)𝐝𝒕 =
𝟏

𝟐
∫

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 − ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 

By substitution 𝒖 =
𝟏−𝒕

𝟏+𝒕
 we easily find : ∫

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎
𝐝𝒕 =

𝝅𝟐

𝟖
, ∫

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)

𝟏+𝒕

𝟏

𝟎
𝐝𝒕 =

𝝅𝟐

𝟐𝟒
 

⇒ 𝑬 =
𝟏

𝟐

𝝅𝟐

𝟖
−
𝝅𝟐

𝟐𝟒
=
𝝅𝟐

𝟒𝟖
⇒ 𝑰(𝟎) = 𝟐𝑸 +

𝝅𝟒

𝟗𝟔
+
𝝅𝟐

𝟐
𝑬 =

𝝅𝟒

𝟒𝟖
+ 𝟐𝑸 

Using generating function : 

∑ 𝒉𝒏
𝒏≥𝟏, 𝒏 𝐢𝐬 𝐨𝐝𝐝

𝒕𝒏 =
𝒕𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)

𝟏 − 𝒕𝟐
 

and 
𝟏

𝒏𝟑
=
𝟏

𝟐
∫ 𝒕𝒏−𝟏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐝𝒕 

⇒ 𝑸 =
𝟏

𝟐
∫

𝒕𝐥𝐧𝟐(𝒕)

𝟏 − 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)𝐝𝒕 = −
𝟏

𝟒
∫ 𝐥𝐧𝟐
𝟏

𝟎

(𝒕)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)𝐝 (𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕𝟐)) 

=
𝐈𝐁𝐏𝐬 𝟏

𝟒
∫

𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝟏 − 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 +
𝟏

𝟒
∫

𝐥𝐧(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕)𝐝𝒕 

Since : 

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒕) =
𝟏

𝟐
(𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)) 

⇒ 𝑸 =
𝟏

𝟒
(𝑨 + 𝑩+ − 𝑩−)𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 ∶ 𝑨 = ∫

𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝟏 − 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒕, 

𝑩± = ∫
𝐥𝐧(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝟏 ± 𝒕)𝐝𝒕 

∗ 𝑨 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝟏 − 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 =
𝒖=𝒕𝟐

 
𝟏

𝟖
∫ 𝒖−

𝟏
𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝒖)
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒖)

𝟏 − 𝒖
𝐝𝒖 

From section 1.) : 

𝒔 > −𝟏:∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 =
𝟏

𝟐
((𝜸 + 𝝍(𝟏 + 𝒔))

𝟐
+
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏)(𝟏 + 𝒔)) 
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⇒ 𝑨 =
𝟏

𝟖

𝛛𝟐

𝛛𝒔𝟐
|
𝒔=−

𝟏
𝟐

∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 =
𝟏

𝟖
(𝟐𝟖𝐥𝐧(𝟐)𝜻(𝟑) −

𝝅𝟒

𝟒
)

= −
𝝅𝟒

𝟑𝟐
+
𝟕

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)𝜻(𝟑) 

∗ 𝑩− = ∫
𝐥𝐧(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 

From section 1.) : 

𝒔 > −𝟏:∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 =
𝟏

𝟐
((𝜸 + 𝝍(𝟏 + 𝒔))

𝟐
+
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏)(𝟏 + 𝒔)) 

𝐁𝐮𝐭 ∶ ∫
𝒕𝒔 − 𝟏

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 =
𝐈𝐁𝐏𝐬

 [−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)(𝒕𝒔 − 𝟏)]

𝟎

𝟏

⏟

=𝟎

+
𝒔

𝟐
∫ 𝒕𝒔−𝟏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 

⇒ ∫ 𝒕𝒔−𝟏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 =
𝟏

𝒔
((𝜸 + 𝝍(𝟏 + 𝒔))

𝟐
+
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏)(𝟏 + 𝒔)) 

⇒ 𝑩− = 𝐥𝐢𝐦
𝒔→𝟎+

𝛛

𝛛𝒔
(
𝟏

𝒔
((𝜸 + 𝝍(𝟏 + 𝒔))

𝟐
+
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏)(𝟏 + 𝒔))) = −

𝟏

𝟐
𝜻(𝟒) = −

𝝅𝟒

𝟏𝟖𝟎
 

∗ 𝑩+ = ∫
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙

𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒙)𝐝𝒙, 𝐥𝐞𝐭 ∶ 𝒕 =
𝟏

𝟏 + 𝒙
⇒ 𝑩+

= ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)

𝒕(𝟏 − 𝒕)

𝟏

𝟏
𝟐

(𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) − 𝐥𝐧(𝒕))𝐝𝒕 

= ∫ (𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) − 𝐥𝐧𝟑(𝒕))
𝟏

𝟏
𝟐

(
𝟏

𝟏 − 𝒕
+
𝟏

𝒕
)𝐝𝒕 

= ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕

⏟

𝒕→𝟏−𝒕

+∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 − ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 −∫
𝐥𝐧𝟑(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 

⊙ ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 = −
𝟏

𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) 
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⊙∫
𝐥𝐧𝟑(𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 =
𝐈𝐁𝐏𝐬

 [−𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐥𝐧𝟑(𝒕)]𝟏
𝟐

𝟏 + 𝟑∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕

= 𝐥𝐧𝟒(𝟐) + 𝟑∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 

⇒ 𝑩+ = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)𝐥𝐧(𝒕)

𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝐝𝒕 − 𝟐∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 −
𝟑

𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) 

⊙ ∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 = −∑
𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒕𝒏−𝟏
𝟏

𝟏
𝟐

𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐝𝒕

= −∑
𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

(−
𝟐

𝟐𝒏𝒏𝟑
+
𝟐

𝒏𝟑
−
𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝟐𝒏𝒏𝟐
−
𝐥𝐧𝟐(𝟐)

𝟐𝒏𝒏
) 

= 𝟐𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
) − 𝟐𝜻(𝟒) + 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝐋𝐢𝟑 (

𝟏

𝟐
) + 𝐥𝐧𝟐(𝟐)𝐋𝐢𝟐 (

𝟏

𝟐
)

= 𝟐𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
) +

𝟕

𝟒
𝐥𝐧(𝟐)𝜻(𝟑) −

𝝅𝟒

𝟒𝟓
−
𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟒(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

⊙ ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)𝐥𝐧(𝒕)

𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝐝𝒕 =
𝐈𝐁𝐏𝐬

 [
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)]

𝟎

𝟏
𝟐
+∫

𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝐝𝒕

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) + ∫

𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝐝𝒕 

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) + ∫

𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒕 −∫
𝐥𝐧𝟐(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟏
𝟐

𝐝𝒕 =
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) + 𝑩−) 

=
𝟏

𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) −

𝝅𝟒

𝟑𝟔𝟎
⇒ 

𝑩+ =
𝟏

𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) −

𝝅𝟒

𝟑𝟔𝟎
− 𝟐(𝟐𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
) +

𝟕

𝟒
𝐥𝐧(𝟐)𝜻(𝟑) −

𝝅𝟒

𝟒𝟓
−
𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟒(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐))

−
𝟑

𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) 

= −𝟒𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
) −

𝟕

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)𝜻(𝟑) +

𝝅𝟒

𝟐𝟒
−
𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟒(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

⇒ 𝑸 =
𝟏

𝟒
(𝑨 + 𝑩+ − 𝑩−) = −𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
) +

𝟐𝟑𝝅𝟒

𝟓𝟕𝟔𝟎
−
𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

⇒ 𝑰(𝟎) =
𝝅𝟒

𝟒𝟖
+ 𝟐𝑸 = −𝟐𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
) +

𝟖𝟑𝝅𝟒

𝟐𝟖𝟖𝟎
−
𝟏

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

3.) Conclusion 
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From section 1.) : 

𝑰(𝜶) = 𝑰(𝟎) +
𝝅𝟐

𝟑𝟐
(
𝝅𝟐

𝟔
− 𝝍(𝟏) (𝟏 +

𝜶

𝟐
) − (𝜸 + 𝝍(𝟏 +

𝜶

𝟐
))

𝟐

) 

From section 2.) : 

𝑰(𝟎) = −𝟐𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
) +

𝟖𝟑𝝅𝟒

𝟐𝟖𝟖𝟎
−
𝟏

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

⇒ 𝑰(𝜶) = −𝟐𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
) +

𝟒𝟗𝝅𝟒

𝟏𝟒𝟒𝟎
−
𝟏

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐)

−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
(𝝍(𝟏) (𝟏 +

𝜶

𝟐
) + (𝜸 + 𝝍(𝟎) (𝟏 +

𝜶

𝟐
))

𝟐

) 

Solution 2 by: Yang Silva Cartolin-Peru 

𝑰(𝒂) = ∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)(
𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂(𝒙) − 𝒙𝟐)  𝐝𝒙

− ∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙) (
𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂(𝒙) − 𝒙𝟐)  𝐝𝒙 

𝑰(𝒂) = 𝒊𝟏 − 𝒊𝟐  (𝟏) 

∎𝒊𝟏 = ∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)(
𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂(𝒙) − 𝒙𝟐)  𝐝𝒙 

𝐈. 𝐁. 𝐏:

{
 
 

 
 𝒖 =

𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂(𝒙) − 𝒙𝟐 →  𝐝𝒖 = (

𝝅𝟐𝒂

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟐𝒙)  𝐝𝒙

 𝐝𝒗 = 𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒙)) → 𝒗 =
𝟏

𝟒
𝐋𝐢𝟐 (𝐜𝐨𝐬

𝟐(𝒙))

 

𝒊𝟏 = −
𝟏

𝟒
∫ 𝐋𝐢𝟐

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒙))(
𝝅𝟐𝒂

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟐𝒙)  𝐝𝒙 

𝒊𝟏 = −
𝝅𝟐𝒂

𝟏𝟔
∫ 𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏
𝝅
𝟐

𝟎

(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝐋𝐢𝟐 (𝐜𝐨𝐬
𝟐(𝒙))  𝐝𝒙 +

𝟏

𝟐
∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

𝐋𝐢𝟐 (𝐜𝐨𝐬
𝟐(𝒙))  𝐝𝒙 

𝒊𝟏 = −
𝝅𝟐𝒂

𝟏𝟔
𝜟𝟏 +

𝟏

𝟐
𝜟𝟐  (𝟐) 

↳ 𝜟𝟏 = ∫ 𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏
𝝅
𝟐

𝟎

(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝐋𝐢𝟐 (𝐜𝐨𝐬
𝟐(𝒙))  𝐝𝒙 

⇒
𝒚=𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒙)

𝜟𝟏 =
𝟏

𝟐
∫ 𝒚

𝒂
𝟐
−𝟏

𝟏

𝟎

𝐋𝐢𝟐(𝟏 − 𝒚) 𝐝𝒚, 
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𝐈. 𝐁. 𝐏:

{
 

 𝒖 = 𝐋𝐢𝟐(𝟏 − 𝒚) →  𝐝𝒖 =
𝐥𝐧(𝒚)

𝟏 − 𝒚
 𝐝𝒚

 𝐝𝒗 = 𝒚
𝒂
𝟐
−𝟏 𝐝𝒚 → 𝒗 =

𝟐

𝒂
𝒚
𝒂
𝟐

 

𝜟𝟏 = −
𝟏

𝒂
∫

𝒚
𝒂
𝟐𝐥𝐧(𝒚)

𝟏 − 𝒚

𝟏

𝟎

 𝐝𝒚 

∗  𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭:∫
𝒚𝒃𝐥𝐧(𝒚)

𝟏 − 𝒚

𝟏

𝟎

 𝐝𝒚 = −𝝍(𝟏)(𝒃 + 𝟏) ⇒ 𝜟𝟏 =
𝟏

𝒂
𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏)  ∴ 

↳ 𝜟𝟐 = ∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

𝐋𝐢𝟐 (𝐜𝐨𝐬
𝟐(𝒙))  𝐝𝒙 

*Fourier Series: 

𝐋𝐢𝟐 (𝐜𝐨𝐬
𝟐(𝒙)) =

𝝅𝟐

𝟔
− 𝟐𝐥𝐧𝟐(𝟐)

− 𝟐∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(
𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝒏
−
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
− 𝟐

𝑯𝒏

𝒏
) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙), 𝒙 ∈ ℝ 

⇒ 𝜟𝟐 = (
𝝅𝟐

𝟔
− 𝟐𝐥𝐧𝟐(𝟐))∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

 𝐝𝒙

− 𝟐∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(
𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝒏
−
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
− 𝟐

𝑯𝒏

𝒏
)∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙) 𝐝𝒙 

𝜟𝟐 =
𝝅𝟒

𝟒𝟖
−
𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(
𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝒏
−
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
− 𝟐

𝑯𝒏

𝒏
)(
(−𝟏)𝒏 − 𝟏

𝒏𝟐
) 

⇒
𝒏=𝟐𝒌+𝟏

𝜟𝟐 =
𝝅𝟒

𝟒𝟖
−
𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) −∑(

𝟐𝐥𝐧(𝟐)

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑
+

𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟒
− 𝟐

𝑯𝟐𝒌+𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑
)

∞

𝒌=𝟎

 

𝜟𝟐 =
𝝅𝟒

𝟒𝟖
−
𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐𝐥𝐧(𝟐)∑

𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑

∞

𝒌=𝟎

−∑
𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟒

∞

𝒌=𝟎

+ 𝟐∑
𝑯𝟐𝒌+𝟏 −𝑯𝒌

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑

∞

𝒌=𝟎

 

𝜟𝟐 =
𝝅𝟒

𝟗𝟔
−
𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐𝐥𝐧(𝟐)(

𝟕𝜻(𝟑)

𝟖
)

+ 𝟐(−𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
) +

𝟕

𝟖
𝜻(𝟑)𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏𝟗𝝅𝟒

𝟐𝟖𝟖𝟎
−
𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟐)) 

𝜟𝟐 =
𝟏𝟕𝝅𝟒

𝟕𝟐𝟎
−
𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) − 𝟐𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
)  ∴ 
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𝐓𝐡𝐞𝐫𝐞𝐟𝐨𝐫𝐞, 𝐢𝐧(𝟐): 𝒊𝟏

= −
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏)

+
𝟏

𝟐
(
𝟏𝟕𝝅𝟒

𝟕𝟐𝟎
−
𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐) − 𝟐𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
)) 

𝒊𝟏 = −
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏) +

𝟏𝟕𝝅𝟒

𝟏𝟒𝟒𝟎
−
𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) − 𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
)  ∴ 

∎𝒊𝟐 = ∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝐭𝐚𝐧(𝒙)(
𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂(𝒙) − 𝒙𝟐)  𝐝𝒙 

𝐈. 𝐁. 𝐏:

{
 
 

 
 𝒖 =

𝝅𝟐

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂(𝒙) − 𝒙𝟐 →  𝐝𝒖 = (

𝝅𝟐𝒂

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟐𝒙)  𝐝𝒙

 𝐝𝒗 = 𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) → 𝒗 = −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒙))

 

𝒊𝟐 =
𝟏

𝟐
∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅
𝟐

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙))(
𝝅𝟐𝒂

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟐𝒙)  𝐝𝒙 

𝒊𝟐 =
𝝅𝟐𝒂

𝟖
∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅
𝟐

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙) 𝐝𝒙 − ∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 𝐝𝒙 

𝒊𝟐 =
𝝅𝟐𝒂

𝟖
𝝃𝟏 − 𝝃𝟐  (𝟑) 

↳ 𝝃𝟏 = ∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅
𝟐

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝐬𝐢𝐧𝒂−𝟏(𝒙)𝐜𝐨𝐬(𝒙) 𝐝𝒙 

∗  𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫’𝐬 𝐁𝐞𝐭𝐚 𝐅𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧:𝐁(𝒎,𝒏) = 𝟐∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒎−𝟏
𝝅
𝟐

𝟎

(𝒙)𝐜𝐨𝐬𝟐𝒏−𝟏(𝒙) 𝐝𝒙

=
𝜞(𝒎)𝜞(𝒏)

𝜞(𝒎+ 𝒏)
 

𝛛𝐁(𝒎,𝒏)

𝛛𝒏
= 𝟒∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒎−𝟏

𝝅
𝟐

𝟎

(𝒙)𝐜𝐨𝐬𝟐𝒏−𝟏(𝒙)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 𝐝𝒙 

𝛛𝟐𝐁(𝒎,𝒏)

𝛛𝒏𝟐
= 𝟖∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒎−𝟏

𝝅
𝟐

𝟎

(𝒙)𝐜𝐨𝐬𝟐𝒏−𝟏(𝒙)𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 𝐝𝒙 

⇒ 𝝃𝟏 =
𝟏

𝟖
[
𝛛𝟐𝐁(𝒎,𝒏)

𝛛𝒏𝟐
]
𝒎=

𝒂
𝟐
,𝒏=𝟏

=
𝟏

𝟖
[
𝛛𝟐

𝛛𝒏𝟐
(
𝜞(𝒎)𝜞(𝒏)

𝜞(𝒎+ 𝒏)
)]
𝒎=

𝒂
𝟐
,𝒏=𝟏
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𝝃𝟏 =
𝟏

𝟖
[
𝜞(𝒎)𝜞(𝒏)

𝜞(𝒎+ 𝒏)
(−𝟐𝝍(𝟎)(𝒏)𝝍(𝟎)(𝒏 +𝒎) + (𝝍(𝟎)(𝒏 +𝒎))

𝟐

−𝝍(𝟏)(𝒏 +𝒎)

+ (𝝍(𝟎)(𝒏))
𝟐

+𝝍(𝟏)(𝒏))]
𝒎=

𝒂
𝟐
,𝒏=𝟏

 

𝝃𝟏 =
𝜞(
𝒂
𝟐)

𝟖𝜞 (
𝒂
𝟐 + 𝟏)

((𝝍(𝟎) (
𝒂

𝟐
+ 𝟏))

𝟐

+ 𝟐𝜸𝝍(𝟎) (
𝒂

𝟐
+ 𝟏) − 𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏) +

𝝅𝟐

𝟔
+ 𝜸𝟐) 

⇒
𝜞(
𝒂
𝟐
+𝟏)=

𝒂
𝟐
𝜞(
𝒂
𝟐
)

𝝃𝟏 =
𝟏

𝟒𝒂
((𝝍(𝟎) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏))

𝟐

+ 𝟐𝜸𝝍(𝟎) (
𝒂

𝟐
+ 𝟏) − 𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏) +

𝝅𝟐

𝟔
+ 𝜸𝟐)  ∴ 

↳ 𝝃𝟐 = ∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 𝐝𝒙 

*Fourier Series: 

𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) = 𝐥𝐧𝟐(𝟐) +
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+ 𝟐∑(−𝟏)𝒏

∞

𝒏=𝟏

(
𝐥𝐧(𝟐)

𝒏
−

𝟏

𝟐𝒏𝟐
+
𝑯𝒏

𝒏
) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙), −

𝝅

𝟐

< 𝒙 <
𝝅

𝟐
 

⇒ 𝝃𝟐 = (𝐥𝐧
𝟐(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
)∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

 𝐝𝒙

+ 𝟐∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(
𝐥𝐧(𝟐)

𝒏
−

𝟏

𝟐𝒏𝟐
+
𝑯𝒏

𝒏
)∫ 𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙) 𝐝𝒙 

𝝃𝟐 =
𝝅𝟐

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝝅𝟒

𝟗𝟔
+
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(
𝐥𝐧(𝟐)

𝒏
−

𝟏

𝟐𝒏𝟐
+
𝑯𝒏

𝒏
)(
(−𝟏)𝒏 − 𝟏

𝒏𝟐
) 

⇒
𝒏=𝟐𝒌+𝟏

𝝃𝟐 =
𝝅𝟐

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝝅𝟒

𝟗𝟔
+∑(

𝐥𝐧(𝟐)

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑
−

𝟏

𝟐(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟒
− 𝟐

𝑯𝟐𝒌+𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑
)

∞

𝒌=𝟎

 

𝝃𝟐 =
𝝅𝟐

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝝅𝟒

𝟗𝟔
+ 𝐥𝐧(𝟐)∑

𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑

∞

𝒌=𝟎

−
𝟏

𝟐
∑

𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟒

∞

𝒌=𝟎

− 𝟐∑
𝑯𝟐𝒌+𝟏

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑

∞

𝒌=𝟎

 

𝝃𝟐 =
𝝅𝟐

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝝅𝟒

𝟗𝟔
+ 𝐥𝐧(𝟐)(

𝟕𝜻(𝟑)

𝟖
) −

𝟏

𝟐
(
𝝅𝟒

𝟗𝟔
)

+ (−𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
) −

𝟕

𝟖
𝜻(𝟑)𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝟒

𝟒𝟓
−
𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟐)) 

𝝃𝟐 =
𝟕𝟗𝝅𝟒

𝟐𝟖𝟖𝟎
+
𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) − 𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
)  ∴ 
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Therefore, in (3): 

𝒊𝟐 =
𝝅𝟐

𝟑𝟐
((𝝍(𝟎) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏))

𝟐

+ 𝟐𝜸𝝍(𝟎) (
𝒂

𝟐
+ 𝟏) −𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏) +

𝝅𝟐

𝟔
+ 𝜸𝟐) −

𝟕𝟗𝝅𝟒

𝟐𝟖𝟖𝟎

−
𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) + 𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
)  ∴ 

𝐓𝐡𝐮𝐬: 𝑰(𝒂) = (−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏) +

𝟏𝟕𝝅𝟒

𝟏𝟒𝟒𝟎
−
𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) − 𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
))

 −

(

 
 

𝝅𝟐

𝟑𝟐
((𝝍(𝟎) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏))

𝟐

+ 𝟐𝜸𝝍(𝟎) (
𝒂

𝟐
+ 𝟏) − 𝝍(𝟏) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏) +

𝝅𝟐

𝟔
+ 𝜸𝟐)

−
𝟕𝟗𝝅𝟒

𝟐𝟖𝟖𝟎
−
𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟏

𝟐𝟒
𝐥𝐧𝟒(𝟐) + 𝐋𝐢𝟒 (

𝟏

𝟐
)

)

 
 

 

𝑰(𝒂) = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
[(𝝍(𝟎) (

𝒂

𝟐
+ 𝟏) + 𝜸)

𝟐

+𝝍(𝟏) (
𝒂

𝟐
+ 𝟏)] +

𝟒𝟗𝝅𝟒

𝟏𝟒𝟒𝟎
−
𝟏

𝟏𝟐
𝐥𝐧𝟒(𝟐)

− 𝟐𝐋𝐢𝟒 (
𝟏

𝟐
)  
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04 Prove that: 

𝑰 = ∫ ∫

𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

√(𝟏 + 𝒙𝒚)𝟑
)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙𝒚)

(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝐥𝐧((𝒙𝒚)𝒙𝒚)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 =
𝟓

𝟖
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟕𝟔𝟖
 

𝑮 = 𝜷(𝟐) 𝒊𝒔 𝑪𝒂𝒕𝒂𝒍𝒂𝒏′𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕 
 

Proposed by: Samuel Adekunle Ajibade- Nigeria 
 

Solution 1 by: Pham Duc Nam- Vietnam 

𝑰 = ∫ ∫

𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

√(𝟏 + 𝒙𝒚)𝟑
)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙𝒚)

(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝐥𝐧((𝒙𝒚)𝒙𝒚)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 =
𝟓

𝟖
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟕𝟔𝟖
 

 

1.) Reduce the given integral 

Using symmetry integral : ∫ ∫ 𝒇
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
(𝒙𝒚)𝐝𝒙𝐝𝒚 = −∫ 𝐥𝐧

𝟏

𝟎
(𝒙)𝒇(𝒙)𝐝𝒙 

⇒ 𝑰 = −∫ 𝐥𝐧
𝟏

𝟎

(𝒕)

𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒕𝟐

√(𝟏 + 𝒕)𝟑
)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐥𝐧(𝒕)
𝐝𝒕

= ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

(
𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐))𝐝𝒕 

Set : 𝒂 =
𝝅

𝟒
, 𝒍 = 𝐥𝐧(𝟐). With 𝒕 = 𝐭𝐚𝐧(𝜽), we have : 

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)

𝒕(𝟏+𝒕𝟐)
𝐝𝒕 = 𝜽𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐝𝜽 

𝐥𝐧 (𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐(𝜽)) = −𝟐𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝜽)). Moreover, 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧(𝜽) =
√𝟐𝐜𝐨𝐬(𝒂−𝜽)

𝐜𝐨𝐬(𝜽)
, and hence 

𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧(𝜽)) − 𝐥𝐧 (𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐(𝜽)) =

𝟑𝒍

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝜽)) +

𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒂 − 𝜽)) 

Introduce 𝟓 auxiliary integrals : 𝑾 = ∫ 𝜽
𝒂

𝟎
𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐝𝜽, 𝑪 = ∫ 𝐥𝐧

𝒂

𝟎
(𝐜𝐨𝐬(𝜽))𝐝𝜽 =

𝑮

𝟐
−

𝝅

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) 

𝑷 = ∫ 𝜽
𝒂

𝟎

𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝜽))𝐝𝜽,𝑸 = ∫ 𝜽
𝒂

𝟎

𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒂 − 𝜽))𝐝𝜽, 𝑱

= ∫ 𝐥𝐧𝟐
𝒂

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝜽))𝐝𝜽 ⇒ 𝑰 =
𝟑

𝟒
𝒍𝑾+

𝟏

𝟐
𝑷 +

𝟑

𝟐
𝑸 

2.) First relation 𝑷 + 𝑸. We will prove : 𝑷 + 𝑸 =
𝒂𝟑

𝟔
+ 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒂))(𝑾+ 𝑪) − 𝑱 
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Starting from : 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒂 − 𝜽)) = −∫ 𝐭𝐚𝐧
𝒂

𝜽
(𝒔 − 𝜽)𝐝𝒔 ⇒ 𝑸 =

−∫ ∫ 𝜽
𝒂

𝜽

𝒂

𝟎
𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐭𝐚𝐧(𝒔 − 𝜽)𝐝𝒔𝐝𝜽 

=
𝐂𝐡𝐚𝐧𝐠𝐞 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐨𝐟 𝐢𝐧𝐭𝐞𝐠𝐫𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧

 − ∫ (∫ 𝜽
𝒔

𝟎

𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐭𝐚𝐧(𝒔 − 𝜽)𝐝𝜽)
𝒂

𝟎

𝐝𝒔 

Using : 𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐭𝐚𝐧(𝒔 − 𝜽) = 𝐭𝐚𝐧(𝒔)𝐜𝐨𝐭(𝜽) − 𝟏 − 𝐭𝐚𝐧(𝒔)𝐭𝐚𝐧(𝒔 − 𝜽) (Blue relation) 

Define : 𝑾(𝒔) = ∫ 𝒖
𝒔

𝟎
𝐜𝐨𝐭(𝒖)𝐝𝒖, 𝑪(𝒔) = ∫ 𝐥𝐧

𝒔

𝟎
(𝐜𝐨𝐬(𝒖))𝐝𝒖, also : 

∫ 𝜽
𝒔

𝟎

𝐭𝐚𝐧(𝒔 − 𝜽)𝐝𝜽 =
𝒖=𝒔−𝜽

 ∫ (𝒔 − 𝒖)
𝒔

𝟎

𝐭𝐚𝐧(𝒖)𝐝𝒖 =
𝐈𝐁𝐏𝐬

 − ∫ 𝐥𝐧
𝒔

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒖))𝐝𝒖

= −𝑪(𝒔) (𝐑𝐞𝐝 𝐫𝐞𝐥𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧) 

Multiply both sides of Blue relation by 𝜽, integrating from 𝟎 to 𝒔 and using Red 

⇒ ∫ 𝜽
𝒔

𝟎

𝐜𝐨𝐭(𝜽)𝐭𝐚𝐧(𝒔 − 𝜽)𝐝𝜽 = 𝐭𝐚𝐧(𝒔)(𝑾(𝒔) + 𝑪(𝒔)) −
𝒔𝟐

𝟐
 

Therefore : 𝑸 =
𝒂𝟑

𝟔
− ∫ 𝐭𝐚𝐧

𝒂

𝟎
(𝒔)(𝑾(𝒔) + 𝑪(𝒔))𝐝𝒔 

=
𝐈𝐁𝐏𝐬

 
𝒂𝟑

𝟔
+ 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒂))(𝑾(𝒂) + 𝑪(𝒂)) − ∫ 𝐥𝐧

𝒂

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒔))(𝑾′(𝒔) + 𝑪′(𝒔))𝐝𝒔 

Since : 𝑾′(𝒔) = 𝒔𝐜𝐨𝐭(𝒔), 𝑪′(𝒔) = 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒔)), followed by definitions of above 

auxiliary integrals 

We have : 𝑷 + 𝑸 =
𝒂𝟑

𝟔
+ 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒂))(𝑾+ 𝑪) − 𝑱, proved. 

3.) Second relation : 𝑷 +
𝟑

𝟐
𝑱 

We will prove : 𝑷 +
𝟑

𝟐
𝑱 = −𝟐𝒍𝑪 −

𝟕𝒂𝒍𝟐

𝟖
+
𝒂𝟑

𝟑
 

Define another integral : 𝑽 = ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)𝐥𝐧(𝟏+𝒕𝟐)

𝒕

𝟏

𝟎
𝐝𝒕 

Since ≤ 𝒕 ≤ 𝟏 : 𝐋𝐨𝐠(𝟏 + 𝒊𝒕) =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐) + 𝒊𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕) 

Where : 𝐋𝐨𝐠(. ) denotes principal logarithm. Then : 𝕴{𝐋𝐨𝐠𝟐(𝟏 + 𝒊𝒕)} =
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐) 

Let : 𝜱(𝒛) =
𝐋𝐨𝐠𝟐(𝟏+𝒛)

𝒛
 and integrate this function over the contour 𝑫 as shown, 

which defined by 𝑫 = {𝒛: |𝒛| ≤ 𝟏,𝕽{𝒛} ≥ 𝟎, 𝕴{𝒛} ≥ 𝟎} 
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For 𝒛 in a neighborhood of 𝑫, 𝟏 + 𝒛 avoids the nonpositive real axis, so the 
principal logarithm is analytic. Also 𝐋𝐨𝐠(𝟏 + 𝒛) = 𝒛 + 𝑶(𝒛𝟐), hence 𝜱(𝒛) = 𝒛 +
𝑶(𝒛𝟐) at 𝒛 = 𝟎 : the apparent singulairy is removable. Cauchy’s theorem therefore 
applies to the entire closed contour 

Cauchy’s theorem gives : ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏+𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎
𝐝𝒕 + ∫ 𝜱

𝜞
(𝒛)𝐝𝒛 − ∫

𝐋𝐨𝐠𝟐(𝟏+𝒊𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎
𝐝𝒕 = 𝟎 

The first integral is purely real then taking imaginary part gives us : 𝑽 =

𝕴{∫ 𝜱
𝜞

(𝒛)𝐝𝒛} 

On  : Let : 𝒛 = 𝒆𝟐𝒊𝜽(𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝒂), in this interval 𝐜𝐨𝐬(𝜽) > 𝟎 and : 

𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝜽 = 𝟐𝐜𝐨𝐬(𝜽)𝒆𝒊𝜽, 𝐋𝐨𝐠(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝜽) = 𝐥𝐧(𝟐𝐜𝐨𝐬(𝜽)) + 𝒊𝜽,
𝐝𝒛

𝒛
= 𝟐𝒊𝐝𝜽 

⇒ 𝑽 = 𝕴{𝟐𝒊∫ (𝐥𝐧(𝟐𝐜𝐨𝐬(𝜽)) + 𝒊𝜽)
𝟐

𝒂

𝟎

𝐝𝜽} = 𝟐∫ (𝐥𝐧𝟐(𝟐𝐜𝐨𝐬(𝜽)) − 𝜽𝟐)
𝒂

𝟎

𝐝𝜽

= 𝟐𝑱 + 𝟒𝒍𝑪 + 𝟐𝒂𝒍𝟐 −
𝟐𝒂𝟑

𝟑
 

On the other hand, let : 𝒕 = 𝐭𝐚𝐧(𝜽) in 𝑽 ⇒ 𝑽 = −𝟐∫ 𝜽
𝒂

𝟎
(𝐜𝐨𝐭(𝜽) +

𝐭𝐚𝐧(𝜽))𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝜽))𝐝𝜽 

= −𝟐𝑷 − 𝟐∫ 𝜽
𝒂

𝟎

𝐭𝐚𝐧(𝜽)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝜽))𝐝𝜽 

Integration by parts gives us : 

∫ 𝜽
𝒂

𝟎

𝐭𝐚𝐧(𝜽)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝜽))𝐝𝜽 = −
𝒂𝟐

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒂)) +

𝟏

𝟐
∫ 𝐥𝐧𝟐
𝒂

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝜽))𝐝𝜽 
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= −
𝒂𝒍𝟐

𝟖
+
𝟏

𝟐
𝑱 ⇒ 𝑽 = −𝟐𝑷− 𝑱 +

𝒂𝒍𝟐

𝟒
 

Now compare two forms of  : 𝟐𝑱 + 𝟒𝒍𝑪 + 𝟐𝒂𝒍𝟐 −
𝟐𝒂𝟑

𝟑
= −𝟐𝑷 − 𝑱 +

𝒂𝒍𝟐

𝟒
 

⇔ 𝟐𝑷 + 𝟑𝑱 = −𝟒𝒍𝑪 −
𝟕𝒂𝒍𝟐

𝟒
+
𝟐𝒂𝟑

𝟑
⇔ 𝑷+

𝟑

𝟐
𝑱 = −𝟐𝒍𝑪 −

𝟕𝒂𝒍𝟐

𝟖
+
𝒂𝟑

𝟑
, 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞𝐝. 

4.) Magical cancellation 

From section 1.) : 𝑰 =
𝟑

𝟒
𝒍𝑾 +

𝟏

𝟐
𝑷 +

𝟑

𝟐
𝑸 =

𝟑

𝟒
𝒍𝑾 +

𝟑

𝟐
(𝑷 + 𝑸) − 𝑷 

From section 2.) : 

𝑷 + 𝑸 =
𝒂𝟑

𝟔
− 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒂))(𝑾+ 𝑪) − 𝑱 =

𝒂=
𝝅
𝟒
,𝒍=𝐥𝐧(𝟐)

 
𝒂𝟑

𝟔
−
𝟏

𝟐
𝒍(𝑾+ 𝑪) − 𝑱 

From section 3.) : 𝑷 +
𝟑

𝟐
𝑱 = −𝟐𝒍𝑪 −

𝟕𝒂𝒍𝟐

𝟖
+
𝒂𝟑

𝟑
 

⇒ 𝑰 =
𝟑

𝟒
𝒍𝑾 +

𝟑

𝟐
(
𝒂𝟑

𝟔
−
𝟏

𝟐
𝒍(𝑾+ 𝑪) − 𝑱) − 𝑷, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝒍𝑾𝐜𝐚𝐧𝐜𝐞𝐥𝐬 𝐨𝐮𝐭 𝐧𝐢𝐜𝐞𝐥𝐲 

⇒ 𝑰 =
𝒂𝟑

𝟒
−
𝟑

𝟒
𝒍𝑪 − (𝑷 +

𝟑

𝟐
𝑱) =

𝒂𝟑

𝟒
−
𝟑

𝟒
𝒍𝑪 − (−𝟐𝒍𝑪 −

𝟕𝒂𝒍𝟐

𝟖
+
𝒂𝟑

𝟑
) 

=
𝟓

𝟒
𝒍𝑪 +

𝟕𝒂𝒍𝟐

𝟖
−
𝒂𝟑

𝟏𝟐
=
𝟓

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) (

𝑮

𝟐
−
𝝅

𝟒
𝐥𝐧(𝟐)) +

𝟕

𝟖

𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟏𝟐
(
𝝅

𝟒
)
𝟑

 

=
𝟓

𝟖
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟕𝟔𝟖
, 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞𝐝. 

Solution 2: Yang Silva Cartolin-Peru 

𝜱 = ∫ ∫

𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

√(𝟏 + 𝒙𝒚)𝟑
)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙𝒚)

(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝐥𝐧((𝒙𝒚)𝒙𝒚)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 =
𝟓

𝟖
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟕𝟔𝟖
 

 

𝜱 = ∫ ∫ 𝒇
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

(𝒙𝒚) 𝐝𝒙 𝐝𝒚 ⇒
𝒖=𝒙𝒚,𝒗=𝒚

𝜱 = −∫ 𝒇
𝟏

𝟎

(𝒖)𝐥𝐧(𝒖) 𝐝𝒖 

𝜱 = −∫

𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒖𝟐

(𝟏 + 𝒖)
𝟑
𝟐

)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 
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𝜱 = ∫

(
𝟑
𝟐 𝐥𝐧

(𝟏 + 𝒖) − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝟐)) 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 

𝜱 =
𝟑

𝟐
∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 − ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 =
𝟑

𝟐
𝒊𝟏 − 𝒊𝟐 

∎𝒊𝟏 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖

= ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 − ∫
𝒖𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖𝟐 + 𝟏

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 

𝒊𝟏 = 𝝃𝟏 − 𝝃𝟐 

↪ 𝝃𝟏 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖, 𝐈. 𝐁. 𝐏: {
𝒇 = 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖) →  𝐝𝒇 =

 𝐝𝒖

𝟏 + 𝒖

 𝐝𝒈 =
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖
 𝐝𝒖 → 𝒈 = 𝐓𝐢𝟐(𝒖)

 

𝝃𝟏 = 𝑮𝐥𝐧(𝟐) − ∫
𝐓𝐢𝟐(𝒖)

𝟏 + 𝒖

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 = 𝑮𝐥𝐧(𝟐) −∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

∫
𝒖𝟐𝒏+𝟏

𝟏 + 𝒖

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 

𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭:∫
𝒙𝟐𝒏+𝟏

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

 𝐝𝒙 = 𝑯𝟐𝒏+𝟏 −𝑯𝒏 − 𝐥𝐧(𝟐) 

𝝃𝟏 = 𝟐𝑮𝐥𝐧(𝟐) −∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

+∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

 

Where: 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

=
𝟏

𝟏𝟐𝟖
(−𝟔𝟒𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏𝟐𝟖𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} + 𝟕𝝅𝟑 + 𝟒𝝅𝐥𝐧𝟐(𝟐)) 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= −𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (
𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

𝐓𝐡𝐮𝐬: 𝝃𝟏 =
𝟑

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟗𝝅𝟑

𝟏𝟐𝟖
−
𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐)  ∴ 

↪ 𝝃𝟐 = ∫
𝒖𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖𝟐 + 𝟏

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 

𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭:
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
=
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒏−𝟏
∞

𝒏=𝟏

𝒙𝟐𝒏−𝟏(𝟐𝑯𝟐𝒏 −𝑯𝒏), |𝒙| < 𝟏 
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⇒ 𝝃𝟐 =
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒏−𝟏
∞

𝒏=𝟏

(𝟐𝑯𝟐𝒏 −𝑯𝒏)∫ 𝒖𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖) 𝐝𝒖 

𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭:∫ 𝒙𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) 𝐝𝒙 =
𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝟐𝒏 + 𝟏
−

𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝑯𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
−

𝑯𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

⇒ 𝝃𝟐 = −𝟐𝐥𝐧(𝟐)∑
(−𝟏)𝒏 (𝑯𝟐𝒏 −

𝟏
𝟐𝑯𝒏)

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

+∑
(−𝟏)𝒏 (𝑯𝟐𝒏 −

𝟏
𝟐𝑯𝒏)

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

 −∑
(−𝟏)𝒏 (𝑯𝟐𝒏𝑯𝒏 −

𝟏
𝟐
𝑯𝒏
𝟐)

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

+∑
(−𝟏)𝒏 (𝑯𝟐𝒏

𝟐 −
𝟏
𝟐
𝑯𝒏𝑯𝟐𝒏)

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

𝝃𝟐 = −𝟐𝐥𝐧(𝟐)∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

+ 𝐥𝐧(𝟐)∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

+∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

 −
𝟑

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏𝑯𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

+
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏𝑯𝒏
𝟐

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

+∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

𝟐

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

Where: 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

= −
𝝅

𝟖
𝐥𝐧(𝟐)  ∧  ∑

(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

= 𝑮 −
𝝅

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

=
𝟏

𝟏𝟐𝟖
(−𝟔𝟒𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏𝟐𝟖𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} + 𝟑𝝅𝟑 + 𝟒𝝅𝐥𝐧𝟐(𝟐)) 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏𝑯𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

=
𝑮

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
+
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

𝟐

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

= 𝟖𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (
𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟑𝝅𝟑

𝟏𝟔
+
𝟑𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

𝟐

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

=
𝑮

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟏𝟏𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
 

𝐓𝐡𝐮𝐬: 𝝃𝟐 =
𝟑

𝟒
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟓𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐)  ∴ 

𝐓𝐡𝐞𝐫𝐞𝐟𝐨𝐫𝐞: 𝒊𝟏 =
𝟑

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟗𝝅𝟑

𝟏𝟐𝟖
−
𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐)

 −(
𝟑

𝟒
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟓𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐))
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𝒊𝟏 =
𝟑

𝟒
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟏𝟕𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
 ∴ 

∎𝒊𝟐 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 

𝒊𝟐 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝒖

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 − ∫
𝒖𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 = 𝝀𝟏 − 𝝀𝟐 

↪ 𝝀𝟏 = −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒖𝟐𝒏−𝟏
𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖) 𝐝𝒖 

𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭:∫ 𝒙𝟐𝒏−𝟏
𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙) 𝐝𝒙 =
𝟏

𝟐𝒏
(
𝝅

𝟒
−
𝝅

𝟒
(−𝟏)𝒏 + (−𝟏)𝒏𝑶𝒏) 

𝝀𝟏 =
𝝅

𝟖
∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

+
𝝅

𝟖
∑

𝟏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑

𝑶𝒏
𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

Where: 

∗ 𝐃𝐢𝐫𝐢𝐜𝐡𝐥𝐞𝐭 𝐄𝐭𝐚 𝐅𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧: 𝜼(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

= (𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔)𝜻(𝒔) 

∗∑
𝑶𝒏
𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

=
𝟓𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐) − 𝟐𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝟒𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} 

𝐓𝐡𝐮𝐬: 𝝀𝟏 = −
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
−
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) + 𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)}  ∴ 

↪ 𝝀𝟐

= ∫
𝒖𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖, 𝐈. 𝐁. 𝐏:

{
 

 𝒇 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒖) →  𝐝𝒇 =
 𝐝𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

 𝐝𝒈 =
𝒖𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏 + 𝒖𝟐
 𝐝𝒖 → 𝒈 =

𝟏

𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒖𝟐)

 

𝝀𝟐 =
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟒
∫

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝐝𝒖 

⇒
𝒖=𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝝀𝟐 =
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) − ∫ 𝐥𝐧𝟐

𝝅
𝟒

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 𝐝𝒙 

𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭: 𝐜𝐨𝐬(𝒙) =
𝒆𝒊𝒙 + 𝒆−𝒊𝒙

𝟐
→ 𝟐𝒆𝒊𝒙𝐜𝐨𝐬(𝒙) = 𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙 

𝐥𝐧(𝟐) + 𝒊𝒙 + 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) = 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙) 
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𝐥𝐧𝟐(𝟐) − 𝒙𝟐 + 𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) + 𝟐𝒊𝐥𝐧(𝟐)𝒙 + 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) + 𝟐𝒊𝒙𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒙))

= 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙) 

𝕽{𝐥𝐧𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝒙))} = 𝕽{𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙)} − 𝐥𝐧𝟐(𝟐) + 𝒙𝟐 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 

⇒ 𝝀𝟐 =
𝟓𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) − 𝕽 {∫ 𝐥𝐧𝟐

𝝅
𝟒

𝟎

(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙) 𝐝𝒙} −
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
+ 𝟐𝐥𝐧(𝟐)∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟒

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 𝐝𝒙 

We know that: 

∗ 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒙) = 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏−𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝒙𝒏 ⇒
𝒙=𝒆𝟐𝒊𝒙

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙) = 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏−𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝒆𝟐𝒊𝒏𝒙 

𝕽{𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙)} = 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏−𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙) 

∗ 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) = −𝐥𝐧(𝟐) −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙) 

⇒ 𝝀𝟐 =
𝟓𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −∑

(−𝟏)𝒏𝑯𝒏−𝟏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅𝒏

𝟐
) −

𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐

 +𝟐𝐥𝐧(𝟐)(−
𝝅

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅𝒏

𝟐
))

 

⇒
𝒏=𝟐𝒌+𝟏

𝝀𝟐 =
𝟓𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +∑

(−𝟏)𝒌𝑯𝟐𝒌

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟐

∞

𝒌=𝟎

−
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) + 𝐥𝐧(𝟐)𝑮 

Where: 

∑
(−𝟏)𝒌𝑯𝟐𝒌

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟐

∞

𝒌=𝟎

=
𝟏

𝟏𝟐𝟖
(−𝟔𝟒𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏𝟐𝟖𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} + 𝟑𝝅𝟑 + 𝟒𝝅𝐥𝐧𝟐(𝟐)) 

𝐓𝐡𝐮𝐬: 𝝀𝟐 =
𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} +

𝟕𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
−
𝟓𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐)  ∴ 

𝐓𝐡𝐞𝐫𝐞𝐟𝐨𝐫𝐞: 𝒊𝟐 = −
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
−
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) + 𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)}

 −(
𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} +

𝟕𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
−
𝟓𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐))

 

𝒊𝟐 =
𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟐𝟓𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
+
𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐)  ∴ 

Finally: 
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𝑰 =
𝟑

𝟐
(
𝟑

𝟒
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟏𝟕𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
)

− (
𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑𝕴 {𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)} −

𝟐𝟓𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
+
𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐)) 

𝑰 =
𝟓

𝟖
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟕𝟔𝟖
 ∴ 

Solution 3 by: Emedi Abner Ngoy- DR Congo 

𝑰 = ∫ ∫

𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

√(𝟏 + 𝒙𝒚)𝟑
) 𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝒙𝒚)

(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝐥𝐧((𝒙𝒚)𝒙𝒚)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 =
𝟓

𝟖
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝝅

𝟑𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟕𝟔𝟖
 

𝐋𝐞𝐭 𝐱𝐲 = 𝐭  

𝑰 = −∫ 𝒇
𝟏

𝟎

(𝒕)𝐥𝐧𝒕 𝒅𝒕 

𝑰 = −∫

𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒕𝟐

√(𝟏 + 𝒕)𝟑
) 𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝒕)𝐥𝐧𝒕

(𝟏 + 𝒕𝟐) 𝒕𝐥𝐧𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑰 =
𝟑

𝟐
∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 − ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑰𝟏 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 , 𝑰𝟐 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑰𝟏 = ∫ (
𝟏

𝒕
−

𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
)

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 𝒅𝒕 

𝑵 = ∫
𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) 𝒅𝒕 

𝑵 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

[
𝟐𝐥𝐧𝟐

𝟐𝒏 + 𝟏
−

𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝑯𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
−

𝑯𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
] 

𝑺𝟏 =∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= 𝑮 , 𝑺𝟐 =∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

= 𝜷(𝟑) 

𝑺𝟑 =∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏
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∫
𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝑯𝒏 + 𝐥𝐧𝟐 − 𝑯𝟐𝒏+𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

∫
𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

= ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

(𝑯𝒏 + 𝐥𝐧𝟐 − 𝑯𝟐𝒏+𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
) 

 

∫
𝟏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

(
𝟏

𝒕
∑

(−𝟏)𝒏𝒕𝟐𝒏+𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

)𝒅𝒕 , ∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟎

𝒂𝟐𝒏+𝟏 

= 𝕴(∑ 𝒊𝒏
∞

𝒏=𝟏

𝒂𝒏) 

∫
𝟏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

(
𝟏

𝒕
𝕴(∑

𝒊𝒏𝒕𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

))𝒅𝒕 = 𝕴(∫
𝐋𝐢𝟐(𝒊𝒕)

(𝟏 + 𝒕)𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕) 

𝕴(∫
𝟏

(𝒕 + 𝟏)

𝟏

𝟎

(∫ −
𝟏

𝟎

𝒊𝐥𝐧𝒙

𝟏 − 𝒊𝒕𝒙
 𝒅𝒙)𝒅𝒕) = ∫

𝟏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

(∫ −
𝟏

𝟎

𝕴(
𝒊

𝟏 − 𝒊𝒕𝒙
) 𝐥𝐧𝒕)𝒅𝒕 = 𝑲 

𝕴 (
𝒊

𝟏 − 𝒊𝒕𝒙
) =

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐𝒕𝟐
 

𝑲 = −∫
𝟏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

(∫
𝐥𝐧𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙)𝒅𝒕 , 𝒍𝒆𝒕 𝒙𝒕 = 𝒖 

𝑲 = ∫ ∫
𝐥𝐧 (

𝒕
𝒖)

𝒕(𝟏 + 𝒕)(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝒕

𝟎

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 𝒅𝒕 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(∫ (
𝟏

𝒕
−

𝟏

𝒕 + 𝟏
)

𝟏

𝒖

𝐥𝐧 (
𝒕

𝒖
)𝒅𝒕)𝒅𝒖 

𝑲 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(∫ (
𝟏

𝒕
−

𝟏

𝟏 + 𝒕
)

𝟏

𝒖

(𝐥𝐧𝒕 − 𝐥𝐧𝒖) 𝒅𝒕)𝒅𝒖 

𝑲 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐𝒕 − 𝐥𝐧𝒖𝐥𝐧𝒕 − 𝐋𝐢𝟐(−𝒕)−𝐥𝐧𝒕𝐥𝐧(𝒕 + 𝟏) + 𝐥𝐧𝒖𝐥𝐧(𝒕 + 𝟏))|𝒖

𝟏 

𝑲 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(𝐋𝐢𝟐(−𝒖) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐𝒖 + 𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧𝒖 +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
)𝒅𝒖 

 

𝑲 = ∫
𝐋𝐢𝟐(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 +
𝟏

𝟐
∫

𝐥𝐧𝟐𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 
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+𝐥𝐧(𝟐)∫
𝐥𝐧𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 +
𝝅𝟐

𝟏𝟐
∫

𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 

𝑳 = ∫
𝐋𝐢𝟐(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(∫
𝒖𝐥𝐧𝒕

𝟏 + 𝒖𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕)𝒅𝒖 

𝑳 = ∫ 𝐥𝐧
𝟏

𝟎

𝒕 (∫
𝒖

(𝟏 + 𝒖𝟐)(𝟏 + 𝒖𝒕)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖)𝒅𝒕 

𝑳 =
𝝅

𝟒
∫

𝒕𝐥𝐧𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 +
𝐥𝐧(𝟐)

𝟐
∫

𝐥𝐧𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 − ∫
𝐥𝐧𝒕𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑳 = −
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮

𝟐
− 𝑷 

𝑷  𝐜𝐟𝐫𝐝 (∫ ∫
𝐥𝐧 ((𝟏 + 𝒙𝒚)√(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝟑)

𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 𝒅𝒚) 

𝑷 = −𝟑𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) −
𝟓𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 

𝑳 =
𝟕𝝅𝟑

𝟗𝟔
+
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 + 𝟑𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) 

𝑲 = 𝑳 +
𝟏

𝟐
∫

𝐥𝐧𝟐𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 + 𝐥𝐧(𝟐)∫
𝐥𝐧𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 +
𝝅𝟐

𝟏𝟐
∫

𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 

𝑲 = 𝑳 + 𝜷(𝟑) − 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +
𝝅𝟑

𝟒𝟖
 

𝑲 = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

(𝑯𝒏 + 𝐥𝐧(𝟐) − 𝑯𝟐𝒏+𝟏 +
𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)
) 

 

𝑳 + 𝜷(𝟑) − 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +
𝝅𝟑

𝟒𝟖
= 𝑺𝟑 + 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 −∑

(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

+ 𝜷(𝟑) 

𝑺𝟑 = 𝑳 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +
𝝅𝟑

𝟒𝟖
+ 𝕴(∑

𝒊𝒏𝑯𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

) 

𝑺𝟑 = 𝑳 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +
𝝅𝟑

𝟒𝟖
+ 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝒊) − 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊) 

+𝐥𝐧(𝟏 − 𝒊)𝐋𝐢𝟐(𝟏 − 𝒊) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒊)𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒊) + 𝜻(𝟑)) 
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𝑺𝟑 = 𝑳 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +
𝝅𝟑

𝟒𝟖
−
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 − 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) 

𝑺𝟑 = 𝕴(𝟑𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊) − 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) + (
𝟕𝝅𝟑

𝟗𝟔
+
𝝅𝟑

𝟒𝟖
) 

+ (
𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮) 

+ (
𝟑

𝟏𝟔
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 −

𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐) 

𝑺𝟑 = 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅𝐥𝐧𝟐(𝟐)

𝟖
− 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 

 

𝑺𝟒 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

  , 𝑯𝟐𝒏 = 𝑯𝟐𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

𝑺𝟒 = 𝕴(∑
𝒊𝒏𝑯𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

) −∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

 

𝑺𝟒 = 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝒊) − 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊) + 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒊)𝐋𝐢𝟐(𝟏 

−𝒊) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒊)𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒊) + 𝜻(𝟑)) − 𝜷(𝟑) 

𝑺𝟒 = −𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) −
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 −

𝝅𝟑

𝟑𝟐
 

𝑵 = [𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑺𝟏 − 𝑺𝟐 + 𝑺𝟑 − 𝑺𝟒] 

𝑵 = 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 − 𝜷(𝟑) + 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟖
 

−𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 + 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 + 𝜷(𝟑) 

𝑵 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟑𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝟑𝑮

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 

𝑴 = ∫
𝒕𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
=
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(𝑯𝒏 − 𝟐𝑯𝟐𝒏)𝒕
𝟐𝒏−𝟏 
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𝑴 =
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(𝑯𝒏 − 𝟐𝑯𝟐𝒏)∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) 𝒅𝒕 

 

𝑴 =
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

(𝑯𝒏 

−𝟐𝑯𝟐𝒏) [
𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝟐𝒏 + 𝟏
−

𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)
−

𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)
] 

𝑴 =
𝟏

𝟐
[𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑨 − 𝑩 + 𝑪 − 𝟑𝑫 − 𝟒𝐥𝐧(𝟐)𝑬 + 𝟐𝑭 + 𝟐𝑸] 

𝑨 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

  , 𝑩 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

𝑪 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

𝟐

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

  , 𝑫 =∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

 

𝑬 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

  , 𝑭 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

𝑸 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

𝟐

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

 , 

𝑨 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

= ? 

∫
𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝑯𝒏 + 𝐥𝐧(𝟐) − 𝑯𝟐𝒏+𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟎

∫
𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

= ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟎

[𝑯𝒏 + 𝐥𝐧(𝟐) − 𝑯𝟐𝒏+𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
] 

∫
𝟏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

𝕴(
𝟏

𝒕
∑

(−𝟏)𝒏𝒕𝟐𝒏+𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟎

)𝒅𝒕 = 𝑨 

+
𝝅𝐥𝐧(𝟐)

𝟒
− 𝕴(∑

𝒊𝒏𝑯𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

) + 𝑮 
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𝕴(∫
−𝐥𝐧(𝟏 − 𝒊𝒕)

(𝟏 + 𝒕)𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕) = 𝑨 +
𝝅

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) − 𝕴(𝐋𝐢𝟐(𝒊) +

𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒊)

𝟐
) + 𝑮 

𝕴(−𝐋𝐢𝟐(−𝒊) − 𝐋𝐢𝟐(−𝒊) − 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒊)𝐥𝐧(𝒊) + 𝐋𝐢𝟐 (
𝟏 − 𝒊

𝟐
)) = 

𝑨 +
𝝅

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) − 𝑮 +

𝝅𝐥𝐧(𝟐)

𝟖
+ 𝑮 

−(
𝝅𝐥𝐧(𝟐)

𝟖
− 𝑮) = 𝑨 +

𝟑𝝅𝐥𝐧(𝟐)

𝟖
 

𝑮 −
𝝅

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) = 𝑨 

𝑩 = 𝑺𝟑 = 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟖
− 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 

 

𝑪 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

𝟐

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

  , 
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
= ∫ 𝒕𝟐𝒏

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

∑𝑯𝒏
𝟐

𝒏≥𝟎

 𝒕𝒏 =
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕) + 𝐋𝐢𝟐(𝒕)

𝟏 − 𝒕
  , 𝒕 → −𝒕𝟐 

𝑪 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐) + 𝐋𝐢𝟐(−𝒕

𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑼 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝐨𝐮 𝐥𝐧𝟐 (
𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
) = (𝐥𝐧𝟐 + 𝐥𝐧𝒕 − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐))

𝟐

 

𝐥𝐧𝟐 (
𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
) = 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐) + 𝐥𝐧𝟐𝒕 + 𝐥𝐧𝟐𝟐 

+𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧(𝒕) − 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐) − 𝟐𝐥𝐧(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐) 

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐) = 𝐥𝐧𝟐 (
𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
) − 𝐥𝐧𝟐𝒕 − 𝐥𝐧𝟐𝟐 

−𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧(𝒕) + 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐) + 𝟐𝐥𝐧(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐) 

𝒂 = ∫
𝐥𝐧𝟐 (

𝟐𝒕
𝟏 + 𝒕𝟐

)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 , 𝒍𝒆𝒕 𝒕 = 𝐭𝐚𝐧𝒙 



 

37 
 

𝒂 = ∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅/𝟒

𝟎

(
𝟐𝐭𝐚𝐧𝒙

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙
)𝒅𝒙 = ∫ 𝐥𝐧𝟐

𝝅/𝟒

𝟎

(𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)) 𝒅𝒙 

𝒂 =
𝟏

𝟐
∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅/𝟐

𝟎

(𝐬𝐢𝐧𝒙) 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐

𝛛𝟐

𝛛𝒔𝟐
[∫ 𝐬𝐢𝐧𝒔

𝝅/𝟐

𝟎

𝒙 𝒅𝒙]
𝒔=𝟎

 

𝒂 =
𝟏

𝟒

𝛛𝟐

𝛛𝒔𝟐
[𝑩 (

𝒔 + 𝟏

𝟐
,
𝟏

𝟐
)] =

𝟏

𝟒
(
𝝅𝟑

𝟏𝟐
+ 𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐) 

𝒂 =
𝝅𝟑

𝟒𝟖
+
𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐𝟐 

 

𝒃 = −∫
𝐥𝐧𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = −
𝜷(𝟑) 𝜞(𝟑)

(−𝟏)𝟑−𝟏
= −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
 

𝒄 = −𝐥𝐧𝟐𝟐∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = −𝝅
𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
 

𝒅 = −𝟐𝐥𝐧(𝟐)∫
𝐥𝐧(𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = +𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝜷(𝟐) 

𝒆 = 𝟐𝐥𝐧(𝟐)∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟐𝐥𝐧(𝟐)∫ 𝐥𝐧
𝝅/𝟒

𝟎

(𝐬𝐞𝐜𝟐𝒕) 𝒅𝒕 

𝒆 = 𝟐𝐥𝐧(𝟐) (
𝝅

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) − 𝑮) = 𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 

𝒇 = 𝟐∫
𝐥𝐧𝒕𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 , 
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐
=∑(−𝟏)𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟎

𝑯𝒏 𝒕
𝟐𝒏 

𝒇 = 𝟐∑(−𝟏)𝒏+𝟏
∞

𝒏=𝟎

𝑯𝒏∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝒕 𝒅𝒕 

𝒇 = 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= 𝟐𝑩 = 𝟐𝑺𝟑 

𝒇 = 𝟒𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑𝝅𝟑

𝟏𝟔
+
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
− 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 

𝑼 = 𝒂 + 𝒃 + 𝒄 + 𝒅 + 𝒆 + 𝒇 

𝑼 =
𝝅𝟑

𝟒𝟖
+
𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐𝟐 −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
−
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
+ 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 + 𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 

−𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 + 𝟒𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑𝝅𝟑

𝟏𝟔
+
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
− 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 



 

38 
 

𝑼 = 𝟒𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟓𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
− 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝟕𝝅𝟑

𝟒𝟖
 

𝑪 = 𝑼 +∫
𝐋𝐢𝟐(−𝒕

𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

 

𝑹 = ∫
𝐋𝐢𝟐(−𝒕

𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 , 𝒖 = 𝐋𝐢𝟐(−𝒕
𝟐) , 𝒅𝒖 = −

𝟐𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝒕
 𝒅𝒕 

𝒗 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 

𝑹 = [𝐋𝐢𝟐(−𝒕
𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕]𝟎

𝟏 + 𝟐∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑹 = −
𝝅𝟑

𝟒𝟖
+ 𝟐𝑺 , 𝑺 = ∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 = −𝟐∑(−𝟏)𝒏
∞

𝒏=𝟏

𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)
 𝒕𝟐𝒏+𝟏 

𝑺 = −𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = −𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

𝑺 = −𝟐𝑺𝟒 = 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐𝟐 + 𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝝅𝟑

𝟏𝟔
 

𝑹 = −
𝝅𝟑

𝟒𝟖
+ 𝟒𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +

𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐𝟐 + 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝝅𝟑

𝟖
 

𝑹 =
𝟓𝝅𝟑

𝟒𝟖
+ 𝟒𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) + 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐𝟐 

𝑪 = 𝑼 + 𝑹 

𝑪 = 𝟖𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) + (
𝟕𝝅𝟑

𝟒𝟖
+
𝟓𝝅𝟑

𝟒𝟖
) + (

𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝟓𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
) 

𝑪 = 𝟖𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝝅𝟑

𝟒
+
𝟑𝝅

𝟐
𝐥𝐧𝟐𝟐 

 

𝑫 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏
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𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 = −𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

 𝒕𝟐𝒏+𝟏 

𝟏

𝒕(𝟏 + 𝒕)
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 =

𝟏

𝒕(𝟏 + 𝒕)
(−𝟐∑

(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

 𝒕𝟐𝒏+𝟏) 

−∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

∫
𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

∫
𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝑯𝒏 + 𝐥𝐧(𝟐) − 𝑯𝟐𝒏 

−∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

(𝑯𝒏 + 𝐥𝐧(𝟐) − 𝑯𝟐𝒏) 

−∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟐𝑫 + 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑬 − 𝟐𝑸 

𝑫 =
𝟏

𝟐
(−∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑬 + 𝟐𝑸) 

𝑻 = ∫
𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝟏

𝟐
𝑻 =

𝟏

𝟐
∫

𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝟏

𝟐
𝑻 = ∫ 𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟏

𝟎

𝒕 (∫
𝟏

(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒕𝒙)

𝟏

𝒕

 𝒅𝒙)𝒅𝒕 

𝟏

𝟐
𝑻 = ∫ 𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟏

𝟎

𝒕 ([
−𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝒕) + 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 − 𝒕
]
𝒕

𝟏

)𝒅𝒕 

𝟏

𝟐
𝑻 = ∫

𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝟏 − 𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧 (
𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐)

(𝟏 + 𝒕)𝟐
)𝒅𝒕 , 𝒍𝒆𝒕 𝒕 →

𝟏 − 𝒙

𝟏 + 𝒙
 

𝟏

𝟐
𝑻 = ∫ (

𝝅

𝟒
− 𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒙)

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝒙(𝒙 + 𝟏)
 𝒅𝒙 

 

𝟏

𝟐
𝑻 =

𝝅

𝟒
∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝒙(𝟏 + 𝒙)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 − 𝑻 
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𝟑

𝟐
𝑻 =

𝝅

𝟒
𝑾 , 𝑾(𝒔) = ∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒔𝟐𝒙𝟐)

𝒙(𝟏 + 𝒙)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

𝑾′(𝒔) = ∫
𝟐𝒔𝒙

(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒔𝟐𝒙𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

𝑾 = ∫ (
𝟐𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝒔)

𝟏 + 𝒔𝟐
+
𝒔𝐥𝐧(𝟏 + 𝒔𝟐)

(𝟏 + 𝒔𝟐)
− 𝐥𝐧(𝟐)

𝟐𝒔

𝟏 + 𝒔𝟐
)

𝟏

𝟎

𝒅𝒔 

𝑾 = [(𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒔)𝟐 +
𝟏

𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒔𝟐) − 𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒔𝟐)]

𝟎

𝟏

 

𝑾 =
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝟑

𝟒
𝐥𝐧𝟐𝟐 

𝟑

𝟐
𝑻 =

𝝅

𝟒
(
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝟑

𝟒
𝐥𝐧𝟐𝟐) ⇒  𝑻 =

𝝅𝟑

𝟗𝟔
−
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐𝟐 

𝑫 = −
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
+
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 − 𝐥𝐧(𝟐)𝑬 + 𝑸 

𝑬 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

  , 𝑯𝟐𝒏 = 𝑯𝟐𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

𝑬 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟎

−∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

 

𝑬 = 𝕴(∑
𝒊𝒏𝑯𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

) − 𝑮 = 𝑮 −
𝝅𝐥𝐧(𝟐)

𝟖
− 𝑮 = −

𝝅𝐥𝐧(𝟐)

𝟖
 

𝑸 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

𝟐

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟎

  , 𝑯𝟐𝒏 = 𝑯𝟐𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

𝑸 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏

𝟐

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟎

− 𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

+∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

 

𝑸 = 𝕴(∑
𝒊𝒏𝑯𝒏

𝟐

𝒏

∞

𝒏=𝟏

) − 𝟐𝕴(∑
𝒊𝒏𝑯𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

) + 𝜷(𝟑) 

 

𝝁 = 𝕴(∑
𝒊𝒏𝑯𝒏

𝟐

𝒏

∞

𝒏=𝟏

) 
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= 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝒊) − 𝐋𝐢𝟐(𝒊)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒊) −
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟏 − 𝒊)) 

𝝁 =
𝝅𝟑

𝟒𝟖
−
𝑮𝐥𝐧(𝟐)

𝟐
+
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟏𝟔
 

𝝂 = 𝕴(∑
𝒊𝒏𝑯𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

) = 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝒊) − 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊) 

+𝐋𝐢𝟐(𝟏 − 𝒊)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒊) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒊)𝐥𝐧(𝒊) + 𝜻(𝟑)) 

𝝂 = −𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) −
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)𝑮 

𝑸 = 𝝁 − 𝟐𝝂 + 𝜷(𝟑) =
𝑮𝐥𝐧(𝟐)

𝟐
+ 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +

𝟓𝝅𝟑

𝟗𝟔
+
𝟑𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟏𝟔
 

𝑫 = −
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
+
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 − 𝐥𝐧(𝟐)𝑬 + 𝑸 

𝑫 =
𝑮𝐥𝐧(𝟐)

𝟐
+ 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +

𝟑𝝅𝟑

𝟔𝟒
+
𝟑𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟖
 

 

𝑴 =
𝟏

𝟐
(𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑨 − 𝑩 + 𝑪 − 𝟑𝑫 − 𝟒𝐥𝐧(𝟐)𝑬 + 𝟐𝑭 + 𝟐𝑸) 

𝑴 =
𝟏

𝟐
(𝕴(−𝟐𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊) + 𝟖𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊) − 𝟔𝐋𝐢𝟑(𝟏 

−𝒊) − 𝟐𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊) + 𝟒𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊))) +
𝟏

𝟐
(𝟐 + 𝟏 

−
𝟑

𝟐
− 𝟏 + 𝟏)𝑮𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏

𝟐
(−𝟏 −

𝟏

𝟖
+
𝟑

𝟐
−
𝟗

𝟖
+
𝟏

𝟐
 

−
𝟏

𝟖
+
𝟑

𝟖
)𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝟏

𝟐
(−

𝟑

𝟑𝟐
+
𝟏

𝟒
−
𝟗

𝟔𝟒
−
𝟏

𝟏𝟔
+
𝟓

𝟒𝟖
)𝝅𝟑 

𝑴 = 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑

𝟒
𝑮𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏𝟏

𝟑𝟖𝟒
𝝅𝟑 

𝑵 = 𝟑𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) +

𝟑

𝟑𝟐
𝝅𝟑 +

𝟑𝝅𝐥𝐧𝟐(𝟐)

𝟏𝟔
 

𝑰𝟏 = 𝑵 −𝑴 

𝑰𝟏 = 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟐𝟓𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
+
𝟑

𝟒
𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 
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𝑰𝟐 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = ∫ (
𝟏

𝒕
−

𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
)

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 𝒅𝒕 

𝑿 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 , 𝒀 = ∫
𝒕𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑿 = −𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = −𝟐∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

𝑿 = −𝟐𝑭 = 𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐𝟐 + 𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝝅𝟑

𝟏𝟔
 

𝒀 = ∫
𝒕𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕

(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 (𝐈𝐏𝐏) 

 

𝒖 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 , 𝒅𝒖 =
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
 𝒅𝒕 , 𝒗 =

𝟏

𝟒
∫ 𝒅(𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐)) 

𝒀 = [
𝟏

𝟒
𝐭𝐚𝐧−𝟏𝒕 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐)]

𝟎

𝟏

−
𝟏

𝟒
∫

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝒀 =
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟏𝟔
−
𝟏

𝟒
𝑼 

𝒀 =
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟏𝟔
−
𝟏

𝟒
[𝟒𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +

𝟓𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
− 𝟐𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝟕𝝅𝟑

𝟒𝟖
] 

𝒀 = −𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) −
𝟕𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟒
+
𝑮

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 

𝑰𝟐 = 𝑿 − 𝒀 = 𝟑𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟏𝟗𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
+
𝟑

𝟖
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝑮

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 

𝑰 =
𝟑

𝟐
𝑰𝟏 − 𝑰𝟐 

𝑰 =
𝟑

𝟐
[𝟐𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +

𝟐𝟓𝝅𝟑

𝟑𝟖𝟒
+
𝟑

𝟒
𝐥𝐧(𝟐)𝑮 +

𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐] 

− [𝟑𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟏𝟗𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
+
𝟑

𝟖
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝑮

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)] 

𝑰 = (
𝟐𝟓

𝟐𝟓𝟔
−
𝟏𝟗

𝟏𝟗𝟐
)𝝅𝟑 + (

𝟗

𝟖
−
𝟏

𝟐
)𝑮𝐥𝐧(𝟐) + (

𝟗

𝟑𝟐
−
𝟑

𝟖
)𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 

𝑰 =
𝟓

𝟖
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑

𝟑𝟐
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐 −

𝝅𝟑

𝟕𝟔𝟖
 


