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Proposed by  

Nguyen Hung Cuong-Vietnam, Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Kostantinos Geronikolas-Greece, Prashanna Khanal-India 

Jenish Rijal-Nepal, Neculai Stanciu-Romania 

Zaza Mzhavanadze-Georgia, Jafar Nikpour-Iran 

Adgozel Adgozalev-Azerbaijan, Alex Szoros 

Bogdan Fuștei-Romania, Viorel Ovidiu Ignătescu-Romania 
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Solutions by 

Daniel Sitaru-Romania, Soumava Chakraborty-India 

Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan, Tapas Das-India 

Adgozel Adgozalev-Azerbaijan 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
www.ssmrmh.ro 

3 RMM-TRIANGLE MARATHON 4201-4300 

 

4201. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒓𝒂 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑨

+
𝒃

𝒓𝒃 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑩

+
𝒄

𝒓𝒄 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑪

≥
𝟖√𝟑

𝟑
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒓𝒂 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨
+

𝒃

𝒓𝒃 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑩
+

𝒄

𝒓𝒄 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑪
=∑

𝒂

𝒓𝒂 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨
𝒄𝒚𝒄

=∑
𝒂

𝑭
𝒔 − 𝒂 ⋅

𝒂𝟐

𝟒𝑹𝟐
𝒄𝒚𝒄

= 

=
𝟒𝑹𝟐

𝑭
∑

𝒔− 𝒂

𝒂
𝒄𝒚𝒄

=
𝟒𝑹𝟐

𝑭
(𝒔∑

𝟏

𝒂
− 𝟑) = 

=
𝟒𝑹𝟐

𝒓𝒔
(𝒔 ⋅

𝒂𝒃 + 𝒃𝒄 + 𝒄𝒂

𝒂𝒃𝒄
− 𝟑) =

𝟒𝑹𝟐

𝒓𝒔
(𝒔
𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟒𝑹𝒓

𝟒𝑹𝒓𝒔
− 𝟑) = 

=
𝟒𝑹𝟐

𝒓𝒔
⋅
𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟒𝑹𝒓 − 𝟏𝟐𝑹𝒓

𝟒𝑹𝒓
=
𝑹

𝒓𝟐𝒔
⋅ (𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 − 𝟖𝑹𝒓) ≥ 

≥
𝑮𝑬𝑹𝑹𝑬𝑻𝑺𝑬𝑵 𝑹

𝑹𝟐𝑺
(𝟏𝟔𝑹𝒓 − 𝟓𝒓𝟐 + 𝒓𝟐 − 𝟖𝑹𝒓) =

𝑹

𝒓𝟐𝒔
(𝟖𝑹𝒓 − 𝟒𝒓𝟐) =

𝑹(𝟖𝑹 − 𝟒𝒓)

𝒓𝒔
≥

𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹
 

≥
𝑹(𝟏𝟔𝒓 − 𝟒𝒓)

𝒓𝒔
≥

𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪
 

𝟐

𝟑√𝟑
𝒔 ⋅ 𝟏𝟐𝒓

𝒓𝒔
=
𝟐𝟒

𝟑√𝟑
=
𝟖

√𝟑
=
𝟖√𝟑

𝟑
 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4202.𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜)(𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥ 𝟑(𝐦𝒂𝐰𝒂 +𝐦𝐛𝐰𝐛 +𝐦𝐜𝐰𝐜) 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
𝟒𝐬(𝐬 − 𝒂)

(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

=∑
(𝐛 + 𝐜)𝟐 − 𝒂𝟐

(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

= 𝟑 −∑
(𝟐𝐬 − (𝟐𝐬 − 𝒂)𝟐)

(𝟐𝐬 − 𝒂)𝟐
𝐜𝐲𝐜

 

= 𝟒𝐬∑
𝟏

𝐛 + 𝐜
𝐜𝐲𝐜

− 𝟒𝐬𝟐((∑
𝟏

𝐛 + 𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

−
𝟐

𝟐𝐬(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
.∑(𝐛 + 𝐜)

𝐜𝐲𝐜

) 
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=
𝟒𝐬(𝟓𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)

𝟐𝐬(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
−
(𝟓𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐

(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
+

𝟏𝟔𝐬𝟐

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐
 

⇒∑
𝟒𝐬(𝐬 − 𝒂)

(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

=
(⦁) 𝐬𝟒 + (𝟐𝟎𝐑𝐫 + 𝟏𝟖𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝐫𝟑(𝟒𝐑 + 𝐫)

(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
 

𝐍𝐨𝐰, 𝟑∑𝐦𝒂𝐰𝒂
𝐜𝐲𝐜

= 𝟔∑(𝐦𝒂 .
√𝐛𝐜𝐬(𝐬 − 𝒂)

𝐛 + 𝐜
)

𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

 

𝟑.√(∑(𝟐∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟑𝒂𝟐)𝐛𝐜

𝐜𝐲𝐜

) .√∑
𝐬(𝐬 − 𝒂)

(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

=
𝐯𝐢𝒂 (⦁)

 

𝟑. √𝟒(𝐬𝟒 − (𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 − 𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐).
𝐬𝟒 + (𝟐𝟎𝐑𝐫 + 𝟏𝟖𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝐫𝟑(𝟒𝐑+ 𝐫)

𝟒(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
≤
?

 

√(𝟗𝐬𝟐 − 𝟖𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐)(𝟒𝐬𝟐 − 𝟐𝟖𝐑𝐫 + 𝟐𝟗𝐫𝟐) 

⇔
𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝟐𝟕𝐬𝟖 − (𝟓𝟓𝟒𝐑𝐫 − 𝟏𝟔𝟑𝐫𝟐)𝐬𝟔 + 𝐫𝟐(𝟏𝟑𝟐𝟎𝐑𝟐 − 𝟏𝟐𝟒𝟒𝐑𝐫 + 𝟒𝟖𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 
𝐫𝟑(𝟗𝟓𝟓𝟐𝐑𝟑 − 𝟏𝟔𝟎𝟒𝐑𝟐𝐫 − 𝟐𝟕𝟗𝟎𝐑𝐫𝟐 + 𝟐𝟗𝟗𝐫𝟑)𝐬𝟐 + 

𝐫𝟒(𝟖𝟗𝟔𝟎𝐑𝟒 + 𝟒𝟖𝟎𝐑𝟑𝐫 − 𝟔𝟔𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝟑𝟖𝟖𝐑𝐫𝟑 − 𝟒𝟗𝐫𝟒) ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

𝟐𝟕(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟒 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
𝟐𝟕(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟒 

⇔ (𝟏𝟏𝟕𝟒𝐑− 𝟑𝟕𝟕𝐫)𝐬𝟔 − 𝐫(𝟒𝟎𝟏𝟓𝟐𝐑𝟐 − 𝟐𝟒𝟔𝟕𝟔𝐑𝐫 + 𝟑𝟓𝟔𝟔𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 
𝐫𝟐(𝟏𝟔(𝟐𝟖𝟐𝟒𝟓𝐑𝟑 − 𝟐𝟔𝟎𝟐𝟏𝐑𝟐𝐫 + 𝟕𝟗𝟐𝟓𝐑𝐫𝟐 − 𝟖𝟐𝟓𝐫𝟑) + 𝟏𝟐𝐑𝟐𝐫 + 𝟏𝟎𝐑𝐫𝟐 − 𝐫𝟑)𝐬𝟐 − 

𝐫𝟑 (
𝟏𝟐𝟖(𝟏𝟑𝟕𝟓𝟒𝐑𝟒 − 𝟏𝟕𝟐𝟖𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟖𝟏𝟓𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟔𝟔𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟑𝟐𝐫𝟒) +

𝟑𝟐𝐑𝟑𝐫 − 𝟒𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟖𝐫𝟒
) ≥

?
⏟
②

𝟎  

𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝟏𝟏𝟕𝟒𝐑 − 𝟑𝟕𝟕𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 

𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
(𝟏𝟏𝟕𝟒𝐑− 𝟑𝟕𝟕𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 

⇔ (𝟏𝟔𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐 − 𝟏𝟏𝟎𝟑𝟎𝐑𝐫 + 𝟐𝟎𝟖𝟗𝐫𝟐)𝐬𝟒 − 

(
𝟔𝟒(𝟕𝟎𝟐𝟕𝐑𝟑 − 𝟔𝟖𝟐𝟒𝐑𝟐𝐫 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝐑𝐫𝟐 − 𝟐𝟑𝟔𝐫𝟑) −

𝟏𝟔𝐑𝟑 + 𝟒𝐑𝟐𝐫 − 𝟖𝐑𝐫𝟐 + 𝟑𝟎𝐫𝟑
) 𝐬𝟐 + 

𝐫𝟐 (
𝟏𝟐𝟖(𝟐𝟑𝟖𝟏𝟒𝐑𝟒 − 𝟑𝟎𝟎𝟎𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟒𝟏𝟔𝟒𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟑𝟎𝟏𝟐𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟑𝟔𝐫𝟒) −

𝟑𝟐𝐑𝟑𝐫 + 𝟕𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝐑𝐫𝟑 − 𝟕𝐫𝟒
) ≥

?
⏟
③

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

(𝟏𝟔𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐 − 𝟏𝟏𝟎𝟑𝟎𝐑𝐫 + 𝟐𝟎𝟖𝟗𝐫𝟐)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ③, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
?
(𝟏𝟔𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐 − 𝟏𝟏𝟎𝟑𝟎𝐑𝐫 + 𝟐𝟎𝟖𝟗𝐫𝟐)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 
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⇔ (𝟏𝟕𝟏𝟕𝟐𝐑𝟑 − 𝟏𝟗𝟓𝟓𝟕𝐑𝟐𝐫 + 𝟖𝟕𝟑𝟕𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟒𝟓𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
④

 

𝐫 (
𝟔𝟒(𝟒𝟐𝟗𝟑𝐑𝟒 − 𝟔𝟏𝟓𝟓𝐑𝟑𝐫 + 𝟑𝟒𝟖𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟖𝟕𝟕𝐑𝐫𝟑 + 𝟖𝟔𝐫𝟒) +

𝟖𝐑𝟑𝐫 + 𝟑𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟓𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝐫𝟒
) 

𝐍𝐨𝐰, (𝟏𝟕𝟏𝟕𝟐𝐑𝟑 − 𝟏𝟗𝟓𝟓𝟕𝐑𝟐𝐫 + 𝟖𝟕𝟑𝟕𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟒𝟓𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟐 ≥
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 + 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

 

(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐 +
𝐫𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫)

𝐑 − 𝐫
) ≥

?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ 

⇔ 𝟔𝟏𝟓𝟔𝐭𝟒 − 𝟏𝟕𝟏𝟕𝟐𝐭𝟑 + 𝟏𝟏𝟏𝟓𝟗𝐭𝟐 − 𝟑𝟏𝟔𝟒𝐭 + 𝟓𝟕𝟐 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟔𝟏𝟓𝟔𝐭𝟑 − 𝟒𝟖𝟔𝟎𝐭𝟐 + 𝟏𝟒𝟑𝟗𝐭 − 𝟐𝟖𝟔) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 ⇒④ ⇒③⇒ 

②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ 𝟑∑𝐦𝒂𝐰𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤ √(𝟗𝐬𝟐 − 𝟖𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐)(𝟒𝐬𝟐 − 𝟐𝟖𝐑𝐫 + 𝟐𝟗𝐫𝟐) 

≤

𝐌𝐨𝐡𝒂𝐦𝐞𝐝 𝐀𝐦𝐢𝐧𝐞 𝐁𝐞𝐧 𝐀𝐣𝐢𝐛𝒂
𝒂𝐧𝐝

𝐂𝐡𝐮−𝐘𝒂𝐧𝐠

(∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

) 

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐛𝐲 𝐌𝐨𝐡𝒂𝐦𝐞𝐝 𝐀𝐦𝐢𝐧𝐞 𝐁𝐞𝐧 𝐀𝐣𝐢𝐛𝒂 − 𝟕𝟒;

𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
)  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜)(𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥ 𝟑(𝐦𝒂𝐰𝒂 +𝐦𝐛𝐰𝐛 +𝐦𝐜𝐰𝐜) ∀ 𝐀𝐁𝐂, 
′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4203. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝟑𝟏

𝟒
−
𝟖𝐫

𝐑
≥∑

𝐰𝒂
𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥ √∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝟏𝟎𝟑

𝟑𝟔
+
𝟏𝟔𝐫

𝟗𝐑
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑(𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝐁 − 𝐂

𝟐
)

𝐜𝐲𝐜

=
𝟏

𝟒𝐑𝐫𝐬
.∑(𝒂(𝐛+ 𝐜)𝟐(−𝐬𝟐 + 𝐬𝒂 + 𝐛𝐜))

𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏

𝟒𝐑𝐫𝐬
. (
−𝐬𝟐(𝟐𝐬(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) + 𝟏𝟐𝐑𝐫𝐬) + 𝟐𝐬((𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 − 𝟖𝐑𝐫𝐬𝟐) +

𝟖𝐑𝐫𝐬(𝟐(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) + 𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
) 

=
(𝟐𝐑 + 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)

𝟐𝐑
⇒ 𝟐∑

𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐛𝐜

𝐜𝐲𝐜

= 𝟐.∑

𝟐𝐜𝒂
𝐜 + 𝒂𝐜𝐨𝐬

𝐁
𝟐 .

𝟐𝒂𝐛
𝒂 + 𝐛 𝐜𝐨𝐬

𝐂
𝟐

𝐛𝐜
𝐜𝐲𝐜
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=

𝟒∑
𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐁 − 𝐂
𝟐

𝐜𝐨𝐬
𝐁 − 𝐂
𝟐

𝐜𝐲𝐜

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐
≥

𝟎 < 𝐜𝐨𝐬
𝐁−𝐂
𝟐
 ≤ 𝟏 𝟒∑ (𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐁 − 𝐂
𝟐 )𝐜𝐲𝐜

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐
=
𝟒.
(𝟐𝐑+ 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)

𝟐𝐑
𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

 

⇒ 𝟐∑
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐛𝐜

𝐜𝐲𝐜

≥
𝟐((𝟐𝐑 + 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫))

𝐑(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
∴ (∑

𝐰𝒂
𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

− 

∑ (𝐛𝐜 (𝒂𝟒 + 𝟐𝒂𝟐∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜 + (∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜 )
𝟐
))𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
+
𝟐((𝟐𝐑+ 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑+ 𝐫))

𝐑(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
 

=∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝟏

𝟒𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
. (

𝟒𝐑𝐫𝐬. 𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟔𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐) +

𝟐(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐). 𝟒𝐑𝐫𝐬. 𝟐𝐬 + (𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟑
) + 

𝟐 ((𝟐𝐑+ 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫))

𝐑(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
≥
?
∑

𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝟏𝟎𝟑

𝟑𝟔
+
𝟏𝟔𝐫

𝟗𝐑
⇔ (𝟑𝟐𝐑+ 𝟖𝐫)𝐬𝟔 − 

𝐫(𝟒𝟒𝟖𝐑𝟐 − 𝟖𝟕𝐑𝐫 − 𝟏𝟔𝐫𝟐)𝐬𝟒 − 𝐫𝟐(𝟗𝟖𝟖𝐑𝟑 + 𝟐𝟑𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟒𝟔𝐑𝐫𝟐 − 𝟖𝐫𝟑)𝐬𝟐 − 

𝟗𝐑𝐫𝟑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐏 = (𝟑𝟐𝐑 + 𝟖𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 + 

𝐫(𝟏𝟎𝟖𝟖𝐑𝟐 − 𝟗𝐑𝐫 − 𝟏𝟎𝟒𝐫𝟐)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 

𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
𝐏 ⇔ (𝟐𝟑𝟏𝟑𝐑𝟑 − 𝟓𝟒𝟕𝐑𝟐𝐫 − 𝟒𝟑𝟖𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟏𝟐𝐫𝟑)𝐬𝟐 

≥
?
⏟
②

𝐫(𝟑𝟕𝟎𝟎𝟖𝐑𝟒 − 𝟐𝟏𝟒𝟔𝟎𝐑𝟑𝐫 − 𝟏𝟑𝟖𝟗𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟐𝟕𝟎𝟔𝐑𝐫𝟑 − 𝟒𝟎𝟎𝐫𝟒) 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

(𝟐𝟑𝟏𝟑𝐑𝟑 − 𝟓𝟒𝟕𝐑𝟐𝐫 − 𝟒𝟑𝟖𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟏𝟐𝐫𝟑)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?

 

𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ⇔ 𝟏𝟏𝟒𝟑𝐭𝟑 − 𝟐𝟖𝟖𝟒𝐭𝟐 + 𝟏𝟐𝟕𝟔𝐭 − 𝟏𝟔𝟎 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟏𝟏𝟒𝟑𝐭𝟐 − 𝟓𝟗𝟖𝐭 + 𝟖𝟎) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 ⇒ ②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

𝐰𝒂 ≥ 𝐡𝒂 ∴ (∑
𝐰𝒂
𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≤∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝟐. 𝟏𝟔𝐑𝐫𝟐𝐬𝟐

(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)(𝟒𝐑𝐫𝐬)
.∑

𝒂𝟐

𝟐𝐫𝐬
𝐜𝐲𝐜

 

=∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝟖𝐑𝐫𝐬𝟐(𝐬𝟐 − 𝟔𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐) + (𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐). 𝟏𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐 + (𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟑

𝟒𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
+ 

𝟖(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐
≤
?
∑

𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝟑𝟏

𝟒
−
𝟖𝐫

𝐑
⇔ −𝟑𝟐𝐬𝟔 + (𝟐𝟐𝟒𝐑𝟐 − 𝟔𝟑𝐑𝐫 − 𝟔𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 

𝐫(𝟒𝟒𝟒𝐑𝟑 + 𝟐𝟎𝟒𝐑𝟐𝐫 − 𝟔𝟐𝐑𝐫𝟐 − 𝟑𝟐𝐫𝟑)𝐬𝟐 +𝐑𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≥
?
⏟
③

𝟎 

𝐍𝐨𝐰,𝐐 = −𝟑𝟐𝐬𝟐(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟑) ≥
𝐃𝐨𝐮𝐛𝒍𝐞−𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞

𝟎 
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∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ③, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
?
𝐐 ⇔ (𝟗𝟔𝐑 − 𝟕𝟎𝟑𝐫)𝐬𝟒 + 

𝐫(𝟐𝟒𝟗𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟕𝟒𝟎𝐑𝐫 + 𝟑𝟐𝟐𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≥
?
⏟
④

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐢𝐟 ∶ 

𝟗𝟔𝐑 − 𝟕𝟎𝟑𝐫 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟗𝟔𝐑 − 𝟕𝟎𝟑𝐫 < 0, 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑣𝑖𝒂 (∗), 𝐐′ = 
(𝟗𝟔𝐑 − 𝟕𝟎𝟑𝐫)(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑) ≥ 𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ④, 

𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ ≥
?
𝐐′ ⇔ (𝟏𝟐𝐑𝟑 + 𝟓𝟎𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟗𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟓𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟐 

≥
?
⏟
⑤

𝐫(𝟏𝟗𝟐𝐑𝟒 − 𝟏𝟐𝟔𝟒𝐑𝟑𝐫 − 𝟏𝟎𝟐𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝟔𝟏𝐑𝐫𝟑 − 𝟐𝟐𝐫𝟒) 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝟏𝟐𝐑𝟑 + 𝟓𝟎𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟗𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟓𝟒𝐫𝟑 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ⑤ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟏𝟐𝐑𝟑 + 𝟓𝟎𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟗𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟓𝟒𝐫𝟑)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ⑤ 

⇔ 𝟏𝟎𝟎𝟐𝐭𝟑 − 𝟐𝟕𝟒𝟑𝐭𝟐 + 𝟏𝟓𝟒𝟎𝐭 − 𝟏𝟐𝟒 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟏𝟎𝟎𝟐𝐭𝟐 − 𝟕𝟑𝟗𝐭 + 𝟔𝟐) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 ⇒⑤ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝟏𝟐𝐑𝟑 + 𝟓𝟎𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟗𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟓𝟒𝐫𝟑 < 0 𝑎𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ⑤ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟏𝟐𝐑𝟑 + 𝟓𝟎𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟗𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟓𝟒𝐫𝟑)(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ⑤ 

⇔ 𝟐𝟒𝐭𝟓 + 𝟐𝟖𝐭𝟒 − 𝟑𝟐𝐭𝟑 − 𝟖𝟗𝐭𝟐 − 𝟑𝟒𝟖𝐭 + 𝟗𝟐 ≥
?
𝟎 ⇔ 

(𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟒𝐭𝟒 + 𝟕𝟔𝐭𝟑 + 𝟏𝟐𝟎𝐭𝟐 + 𝟏𝟓𝟏𝐭 − 𝟒𝟔) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 ⇒⑤ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ √∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝟑𝟏

𝟒
−
𝟖𝐫

𝐑
≥∑

𝐰𝒂
𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥ √∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝟏𝟎𝟑

𝟑𝟔
+
𝟏𝟔𝐫

𝟗𝐑
, ′′ =′′ 𝐢𝐟𝐟 𝒂 = 𝐛 = 𝐜 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4204. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝐫

𝐑
−
𝟏

𝟒
≥∑

𝐰𝒂
𝟐

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝐫

𝟗𝐑
−
𝟐𝟗

𝟑𝟔
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
𝐰𝒂
𝟐

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

=∑
𝟒𝐛𝐜. 𝐬(𝐬 − 𝒂)

𝒂𝟐(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

=∑
𝐛𝐜((𝐛 + 𝐜)𝟐 − 𝒂𝟐)

𝒂𝟐(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

=∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜
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=∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝟏

𝟒𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
.∑

(

 
 
𝐛𝐜(𝒂𝟒 + 𝟐𝒂𝟐∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

+ (∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

)

)

 
 

𝐜𝐲𝐜

 

=∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝟏

𝟒𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
. (

𝟒𝐑𝐫𝐬. 𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟔𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐) +

𝟐(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐). 𝟒𝐑𝐫𝐬. 𝟐𝐬 + (𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟑
) 

≤
?
∑

𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝐫

𝐑
−
𝟏

𝟒
⇔ −𝟒𝐬𝟔 + (𝟑𝟐𝐑𝟐 − 𝟏𝟓𝐑𝐫 − 𝟖𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 

𝐫(𝟔𝟎𝐑𝟑 − 𝟒𝐑𝟐𝐫 − 𝟏𝟒𝐑𝐫𝟐 − 𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟐 + 𝐑𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≥
?
⏟
①

𝟎 

𝐍𝐨𝐰, 𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 ⇒ 𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧) ≤ 𝟎,𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦 = 

𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 & 𝐧 = 𝟐(𝐑− 𝟐𝐫)√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 ∴ (𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧))(𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧)) ≤ 𝟎 

⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟐𝐦) +𝐦𝟐 − 𝐧𝟐 ≤ 𝟎 ⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≤
(∗)

𝟎 

⇒ 𝐏 = −𝟒𝐬𝟐(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑) ≥ 𝟎 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
𝐏 

⇔ (𝟏𝟔𝐑 − 𝟗𝟓𝐫)𝐬𝟒 + 𝐫(𝟑𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟏𝟖𝟖𝐑𝐫 + 𝟑𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≥
?
⏟
②

𝟎 

𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐢𝐟 ∶ 𝟏𝟔𝐑 − 𝟗𝟓𝐫 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟏𝟔𝐑 − 𝟗𝟓𝐫 < 0, 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑣𝑖𝒂 (∗), 

𝐐 = (𝟏𝟔𝐑 − 𝟗𝟓𝐫)(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑) ≥ 𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 

𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
𝐐 ⇔ 

(𝟒𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟏𝟎𝟗𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
③

𝐫 (𝟔𝟒𝐑
𝟒 − 𝟑𝟑𝟔𝐑𝟑𝐫 − 𝟐𝟕𝟔𝐑𝟐𝐫𝟐 −

𝟕𝟏𝐑𝐫𝟑 − 𝟔𝐫𝟒
) 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝟒𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟏𝟎𝟗𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝐫𝟑 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟒𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟏𝟎𝟗𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝐫𝟑)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 

⇔ 𝟏𝟒𝟑𝐭𝟑 − 𝟑𝟖𝟕𝐭𝟐 + 𝟐𝟏𝟎𝐭 − 𝟏𝟔 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) ⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟏𝟒𝟑𝐭𝟐 − 𝟏𝟎𝟏𝐭 + 𝟖) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟐 ⇒③ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 
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𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝟒𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟏𝟎𝟗𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝐫𝟑 < 0 𝑎𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟒𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟏𝟎𝟗𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝐫𝟑)(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 

⇔ 𝟐𝐭𝟓 + 𝟐𝐭𝟒 − 𝟑𝐭𝟑 − 𝟕𝐭𝟐 − 𝟐𝟓𝐭 + 𝟔 ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟐𝐭𝟒 + 𝟔𝐭𝟑 + 𝟗𝐭𝟐 + 𝟏𝟏𝐭 − 𝟑) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟐 ⇒③ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ 𝐜𝐨𝐦𝐛𝐢𝐧𝐢𝐧𝐠 𝐛𝐨𝐭𝐡 𝐜𝒂𝐬𝐞𝐬, 

③⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 ∴ ∑
𝐰𝒂
𝟐

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

≤∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝐫

𝐑
−
𝟏

𝟒
 

𝐀𝐠𝒂𝐢𝐧,∑
𝐰𝒂
𝟐

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

=∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

≥
𝐀𝐌−𝐆𝐌

∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐛𝐜

𝟒𝐛𝐜
𝐜𝐲𝐜

=∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝟑

𝟒
 

≥
?
∑

𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝐫

𝟗𝐑
−
𝟐𝟗

𝟑𝟔
⇔

𝟏

𝟏𝟖
≥
? 𝐫

𝟗𝐑
⇔ 𝐑 ≥

?
𝟐𝐫 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 

∴ ∑
𝐰𝒂
𝟐

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝐫

𝟗𝐑
−
𝟐𝟗

𝟑𝟔
 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

−
𝐫

𝐑
−
𝟏

𝟒
≥∑

𝐰𝒂
𝟐

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝐛𝐜

𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

+
𝐫

𝟗𝐑
−
𝟐𝟗

𝟑𝟔
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4205. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐰𝒂𝐰𝐛 + 𝐰𝐛𝐰𝐜 + 𝐰𝐜𝐰𝒂 ≥ √𝟑(𝒈𝒂
𝟐𝒈𝐛

𝟐 + 𝒈𝐛
𝟐𝒈𝐜

𝟐 + 𝒈𝐜
𝟐𝒈𝒂

𝟐) 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

(∑𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

=∑𝐰𝐛
𝟐𝐰𝐜

𝟐

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟐𝐰𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜 (∑𝐰𝒂
𝐜𝐲𝐜

) ≥ 

𝟐𝟓𝟔𝐑𝟐𝐫𝟒𝐬𝟒

(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
.
(𝟐𝐑 + 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)

𝟖𝐑𝐫𝟐𝐬𝟐
+

𝟑𝟐𝐑𝐫𝟐𝐬𝟐

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐
(∑𝐡𝒂
𝐜𝐲𝐜

) 

(
∵∑

𝟏

𝐰𝒂𝟐
𝐜𝐲𝐜

=
(𝟐𝐑 + 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)

𝟖𝐑𝐫𝟐𝐬𝟐
; 𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐒𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐭𝐨 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞

𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡 − 𝟐𝟓𝟖;𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨

) 

=
𝟑𝟐𝐑𝐫𝟐𝐬𝟐 ((𝟐𝐑+ 𝐫)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)) + 𝟏𝟔𝐫𝟐𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)

(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
≥
?
𝟑∑𝒈𝐛

𝟐𝒈𝐜
𝟐

𝐜𝐲𝐜

 

http://www.ssmrmh.ro/
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=
𝟑𝐫𝟐 ((𝟔𝐑 + 𝟔𝐫)𝐬𝟐 + 𝟏𝟔𝐑𝟑 − 𝟐𝟒𝐑𝟐𝐫 − 𝟏𝟓𝐑𝐫𝟐 − 𝟐𝐫𝟑)

𝐑
 

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐒𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐭𝐨 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐛𝐲 𝐌𝐨𝐡𝒂𝐦𝐞𝐝 𝐀𝐦𝐢𝐧𝐞 𝐁𝐞𝐧 𝐀𝐣𝐢𝐛𝒂 − 𝟔𝟗;

𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) 

⇔ −(𝟐𝐑 + 𝟏𝟖𝐫)𝐬𝟔 + (𝟏𝟔𝐑𝟑 + 𝟏𝟐𝟖𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟏𝐑𝐫𝟐 − 𝟑𝟎𝐫𝟑)𝐬𝟒 − 
𝐫(𝟏𝟗𝟐𝐑𝟒 − 𝟑𝟕𝟔𝐑𝟑𝐫 − 𝟑𝟎𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟒𝟎𝐑𝐫𝟑 + 𝟔𝐫𝟒)𝐬𝟐 − 

𝐫𝟐(𝟏𝟗𝟐𝐑𝟓 − 𝟗𝟔𝐑𝟒𝐫 − 𝟒𝟐𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟐𝟕𝟔𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟔𝟗𝐑𝐫𝟒 − 𝟔𝐫𝟓) ≥
?
⏟
①

𝟎 

𝐍𝐨𝐰, 𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 ⇒ 𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧) ≤ 𝟎,𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦 = 

𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 & 𝐧 = 𝟐(𝐑− 𝟐𝐫)√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 ∴ (𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧))(𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧)) ≤ 𝟎 

⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟐𝐦) +𝐦𝟐 − 𝐧𝟐 ≤ 𝟎 ⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≤
(∗)

𝟎 
⇒ 𝐏 = −(𝟐𝐑 + 𝟏𝟖𝐫)𝐬𝟐(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑) ≥ 𝟎 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
𝐏 

⇔ (𝟖𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟖𝟕𝐑𝐫𝟐 + 𝟔𝐫𝟑)𝐬𝟒 − 
𝐫(𝟔𝟒𝐑𝟒 − 𝟏𝟔𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 − 𝟏𝟏𝟗𝟔𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝟓𝟖𝐑𝐫𝟑 − 𝟏𝟐𝐫𝟒)𝐬𝟐 − 

𝐫𝟐(𝟏𝟗𝟐𝐑𝟓 − 𝟗𝟔𝐑𝟒𝐫 − 𝟒𝟐𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟐𝟕𝟔𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟔𝟗𝐑𝐫𝟒 − 𝟔𝐫𝟓) ≥
?
⏟
②

𝟎 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝟖𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟖𝟕𝐑𝐫𝟐 + 𝟔𝐫𝟑 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧, 𝐬𝐢𝐧𝐜𝐞 𝐐 = 

(𝟖𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟖𝟕𝐑𝐫𝟐 + 𝟔𝐫𝟑)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
𝐐 

⇔ (𝟒𝟖𝐑𝟒 + 𝟓𝟏𝟒𝐑𝟑𝐫 − 𝟐𝟖𝟑𝟕𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟎𝟖𝟎𝐑𝐫𝟑 − 𝟏𝟐𝐫𝟒)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
③

 

𝐫(𝟓𝟔𝟎𝐑𝟓 + 𝟔𝟖𝟎𝐑𝟒𝐫 − 𝟐𝟓𝟒𝟔𝟑𝐑𝟑𝐫𝟐 + 𝟏𝟓𝟖𝟗𝟓𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟐𝟔𝟕𝟔𝐑𝐫𝟒 + 𝟑𝟔𝐫𝟓) 

𝐍𝐨𝐰,𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐭 =
𝐑

𝐫
, 𝟖𝐭𝟑 + 𝟏𝟔𝐭𝟐 − 𝟑𝟖𝟕𝐭 + 𝟔 ≥ 𝟎 ⇒ (𝐭 − 𝟔)(𝟖𝐭𝟐 + 𝟔𝟒𝐭 − 𝟑) ≥ 𝟏𝟐 > 0 

⇒ 𝐭 > 6 ⇒ 𝟒𝟖𝐭𝟒 + 𝟓𝟏𝟒𝐭𝟑 − 𝟐𝟖𝟑𝟕𝐭𝟐 + 𝟏𝟎𝟖𝟎𝐭 − 𝟏𝟐 

= (𝐭 − 𝟔)(𝟒𝟖𝐭𝟑 + 𝟖𝟎𝟐𝐭𝟐 + 𝟏𝟗𝟕𝟓𝐭 + 𝟏𝟐𝟗𝟑𝟎) + 𝟕𝟕𝟓𝟔𝟖 > 0 ∴ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟒𝟖𝐑𝟒 + 𝟓𝟏𝟒𝐑𝟑𝐫 − 𝟐𝟖𝟑𝟕𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟎𝟖𝟎𝐑𝐫𝟑 − 𝟏𝟐𝐫𝟒)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 

⇔ 𝟐𝟎𝟖𝐭𝟓 + 𝟕𝟑𝟎𝟒𝐭𝟒 − 𝟐𝟐𝟒𝟗𝟗𝐭𝟑 + 𝟏𝟓𝟓𝟕𝟎𝐭𝟐 − 𝟐𝟗𝟏𝟔𝐭 + 𝟐𝟒 ≥
?
𝟎 ⇔ 

(𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟎𝟖𝐭𝟒 + 𝟕𝟕𝟐𝟎𝐭𝟑 − 𝟕𝟎𝟓𝟗𝐭𝟐 + 𝟏𝟒𝟓𝟐𝐭 − 𝟏𝟐) ≥
?
𝟎; 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 ⇒ ③ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝟖𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟖𝟕𝐑𝐫𝟐 + 𝟔𝐫𝟑 < 0 𝑎𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧, 𝐬𝐢𝐧𝐜𝐞 𝐓 = 

(𝟖𝐑𝟑 + 𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟖𝟕𝐑𝐫𝟐 + 𝟔𝐫𝟑)(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑) ≥
𝐯𝐢𝒂 (∗)

𝟎 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
𝐓 
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⇔ (𝟖𝐑𝟒 + 𝟒𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟗𝟓𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟔𝟑𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟖𝟖𝐫𝟒)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
④

 

𝐫(𝟏𝟐𝟖𝐑𝟓 + 𝟒𝟎𝟎𝐑𝟒𝐫 − 𝟔𝟎𝟎𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟒𝟔𝟎𝟑𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟏𝟏𝟓𝟒𝐑𝐫𝟒 − 𝟗𝟔𝐫𝟓) 

𝐂𝒂𝐬𝐞 (𝟐𝒂)  𝟖𝐑𝟒 + 𝟒𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟗𝟓𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟔𝟑𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟖𝟖𝐫𝟒 ≥ 𝟎; 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒④ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟖𝐑𝟒 + 𝟒𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟗𝟓𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟔𝟑𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟖𝟖𝐫𝟒)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒④ 

⇔ 𝟐𝟓𝐭𝟒 + 𝟗𝟏𝟓𝐭𝟑 − 𝟐𝟕𝟔𝟎𝐭𝟐 + 𝟏𝟕𝟒𝟒𝐭 − 𝟏𝟔𝟖 ≥
?
𝟎 ⇔ 

(𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟓𝐭𝟑 + 𝟗𝟔𝟓𝐭𝟐 − 𝟖𝟑𝟎𝐭 + 𝟖𝟒) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 ⇒④ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

𝐂𝒂𝐬𝐞 (𝟐𝐛)  𝟖𝐑𝟒 + 𝟒𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟗𝟓𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟔𝟑𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟖𝟖𝐫𝟒 < 0; 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒④ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟖𝐑𝟒 + 𝟒𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟗𝟓𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟔𝟑𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟖𝟖𝐫𝟒)(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒④ 

⇔ 𝟖𝐭𝟔 + 𝟏𝟔𝐭𝟓 + 𝟒𝟏𝐭𝟒 − 𝟏𝟑𝐭𝟑 − 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟐 − 𝟔𝟓𝟐𝐭 + 𝟐𝟒𝟎 ≥
?
𝟎 ⇔ 

(𝐭 − 𝟐)(𝟖𝐭𝟓 + 𝟑𝟐𝐭𝟒 + 𝟏𝟎𝟓𝐭𝟑 + 𝟏𝟗𝟕𝐭𝟐 + 𝟐𝟔𝟔𝐭 − 𝟏𝟐𝟎) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 

⇒④ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ 𝐜𝐨𝐦𝐛𝐢𝐧𝐢𝐧𝐠 𝐜𝒂𝐬𝐞𝐬 (𝟐𝒂) 𝒂𝐧𝐝 (𝟐𝐛),④ ⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,𝐰𝒂𝐰𝐛 +𝐰𝐛𝐰𝐜 +𝐰𝐜𝐰𝒂 ≥ √𝟑(𝒈𝒂𝟐𝒈𝐛
𝟐 + 𝒈𝐛

𝟐𝒈𝐜𝟐 + 𝒈𝐜𝟐𝒈𝒂𝟐) ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4206. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
 

∑
𝒃𝒄

𝒎𝒂
𝟐

𝒄𝒚𝒄

≤
𝟐𝑹

𝒓
 

Proposed by Kostantinos Geronikolas-Greece 
Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

∑
𝒃𝒄

𝒎𝒂
𝟐

𝒄𝒚𝒄

≤⏞
𝑻𝒆𝒓𝒆𝒔𝒉𝒊𝒏

∑
𝟏𝟔𝑹𝟐𝒃𝒄

(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)𝟐
𝒄𝒚𝒄

≤⏞
𝑨𝑴−𝑮𝑴

 

∑
𝟏𝟔𝑹𝟐𝒃𝒄

𝟒𝒃𝟐𝒄𝟐
𝒄𝒚𝒄

= 𝟒𝑹𝟐.∑
𝟏

𝒃𝒄
𝒄𝒚𝒄

= 𝟒𝑹𝟐.
𝒂 + 𝒃 + 𝒄

𝒂𝒃𝒄
= 𝟒𝑹𝟐.

𝟐𝒑

𝟒𝒑𝒓𝑹
=
𝟐𝑹

𝒓
   

 𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒇𝒐𝒓 ∶    𝒂 = 𝒃 = 𝒄 
 

4207. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝟏

𝒓
≤
𝒓𝒂
𝒉𝒂
𝟐 +

𝒓𝒃

𝒉𝒃
𝟐 +

𝒓𝒄
𝒉𝒄
𝟐 ≤

𝟐𝟕𝑹𝟑(𝑹 − 𝒓)

𝟖𝒓𝟑𝒔𝟐
 

Proposed by Kostantinos Geronikolas-Greece 
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Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

∑
𝒓𝒂
𝒉𝒂𝟐

𝒄𝒚𝒄

=∑
𝒔. 𝐭𝐚𝐧 (

𝑨
𝟐)

𝟒𝑭𝟐

𝒂𝟐

=
𝒔

𝟒𝑭𝟐
𝒄𝒚𝒄

∑𝒂𝟐 𝐭𝐚𝐧 (
𝑨

𝟐
)

𝒄𝒚𝒄

=
𝒔

𝟒𝑭𝟐
∑𝒂 ∙ 𝒂 𝐭𝐚𝐧 (

𝑨

𝟐
)

𝒄𝒚𝒄

= 

=
𝒔

𝟒𝑭𝟐
∑𝒂(𝒓𝒂 − 𝒓)

𝒄𝒚𝒄

=
𝒔

𝟒𝑭𝟐
(∑𝒂𝒓𝒂
𝒄𝒚𝒄

−∑𝒂𝒓

𝒄𝒚𝒄

) = 

=
𝒔

𝟒𝑭𝟐
(𝟐𝒔(𝟐𝑹 − 𝒓) − 𝟐𝒔𝒓) =

𝒔

𝟒𝑭𝟐
(𝟒𝒔𝑹 − 𝟒𝒔𝒓) = 

=
𝒔𝟐(𝑹 − 𝒓)

𝑭𝟐
≤⏞

𝑴𝒊𝒕𝒓𝒊𝒏𝒐𝒗𝒊𝒄𝒊 𝟐𝟕𝑹
𝟐

𝟒
(𝑹 − 𝒓)

𝑺𝟐𝒓𝟐
=
𝟐𝟕𝑹𝟐(𝑹 − 𝒓)

𝟒𝑺𝟐𝒓𝟐
≤⏞

𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓𝟐𝟕𝑹𝟑(𝑹 − 𝒓)

𝟖𝑺𝟐𝒓𝟑
  (𝑹𝑯𝑺) 

𝒓𝒂
𝒉𝒂𝟐
+
𝒓𝒃

𝒉𝒃
𝟐 +

𝒓𝒄
𝒉𝒄𝟐
=
(
𝟏
𝒉𝒂
)
𝟐

𝟏
𝒓𝒂

+
(
𝟏
𝒉𝒃
)
𝟐

𝟏
𝒓𝒃

+
(
𝟏
𝒉𝒄
)
𝟐

𝟏
𝒓𝒄

≥⏞
𝑩𝒆𝒓𝒈𝒔𝒕𝒓𝒐𝒎 (∑

𝟏
𝒉𝒂𝒄𝒚𝒄 )

𝟐

∑
𝟏
𝒓𝒂𝒄𝒚𝒄

=

𝟏
𝒓𝟐

𝟏
𝒓

=
𝟏

𝒓
  (𝑳𝑯𝑺) 

 
 𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒇𝒐𝒓 ∶    𝒂 = 𝒃 = 𝒄 

 

4208. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒉𝒃
𝟐 +

𝒃

𝒉𝒄
𝟐 +

𝒄

𝒉𝒄
𝟐 ≥

𝟒√𝟑

𝟑𝑹
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒉𝒃
𝟐 +

𝒃

𝒉𝒄𝟐
+
𝒄

𝒉𝒂𝟐
≥

𝑨𝑴−𝑮𝑴
𝟑√

𝒂𝒃𝒄

(𝒉𝒂𝒉𝒃𝒉𝒄)𝟐
𝟑

= 𝟑√

𝒂𝒃𝒄

(
𝟐𝑭
𝒂 ⋅

𝟐𝑭
𝒃 ⋅

𝟐𝑭
𝒄 )

𝟐
𝟑 = 𝟑√

(𝒂𝒃𝒄)𝟑

𝟔𝟒𝑭𝟔

𝟑

= 

= 𝟑 ⋅
𝒂𝒃𝒄

𝟒𝑭𝟐
= 𝟑 ⋅

𝟒𝑹𝑭

𝟒𝑭𝟐
=
𝟑𝑹

𝑭
=
𝟑𝑹

𝒓𝒔
≥

𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪 𝟑𝑹

𝒓 ⋅
𝟑√𝟑
𝟐 𝑹

=
𝟐

𝒓√𝟑
≥
𝟒√𝟑

𝟑𝑹
⇔ 

⇔ 𝟔𝑹 ≥ 𝟏𝟐𝒓 ⇔ 𝑹 ≥ 𝟐𝒓     (Euler) 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 
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4209. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒉𝒃
𝟑 +

𝒃

𝒉𝒄
𝟑 +

𝒄

𝒉𝒂
𝟑 ≥

𝟖√𝟑

𝟗𝑹𝟐
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒉𝒃
𝟑 +

𝒃

𝒉𝒄𝟑
+
𝒄

𝒉𝒄𝟑
≥

𝑨𝑴−𝑮𝑴
𝟑√

𝒂𝒃𝒄

(𝒉𝒂𝒉𝒃𝒉𝒄)𝟑
𝟑

=
𝟑

𝒉𝒂𝒉𝒃𝒉𝒄
⋅ √𝟒𝑹𝒓𝒔
𝟑

≥
𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹 𝟑

𝟐𝑭
𝒂 ⋅

𝟐𝑭
𝒃 ⋅

𝟐𝑭
𝒄

√𝟖𝒓𝟐𝒔
𝟑

≥ 

≥
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪 𝟑𝒂𝒃𝒄

𝟖𝑭𝟑
⋅ 𝟐√𝒓𝟐 ⋅ 𝟑√𝟑𝒓

𝟑

=
𝟑𝒂𝒃𝒄

𝟒𝑭𝟑
⋅ √𝟑 ⋅ 𝒓 =

𝟑√𝟑 ⋅ 𝟒𝑹𝑭𝒓

𝟒𝑭𝟑
=
𝟑√𝟑𝑹𝒓

𝑭𝟐
= 

=
𝟑√𝟑𝑹𝒓

𝒓𝟐𝒔𝟐
=
𝟑√𝟑𝑹

𝒓𝒔𝟐
≥
𝟖√𝟑

𝟗𝑹𝟐
⇔ 𝟐𝟕√𝟑𝑹𝟑 ≥ 𝟖√𝟑𝒓𝒔𝟐 

𝟐𝟕𝑹𝟑 ≥ 𝟖𝒓𝒔𝟐 

𝟐𝟕𝑹𝟑 = 𝟐𝟕𝑹𝟐 ⋅ 𝟐𝒓 ≥ 𝟖𝒓𝒔𝟐 ⇔ 𝟐𝟕𝑹𝟐 ≥ 𝟒𝒔𝟐 ⇔ 𝒔𝟐 ≤
𝟐𝟕𝑹𝟐

𝟒
⇔ 𝒔 ≤

𝟑√𝟑

𝟐
𝑹     (MITRINOVIC) 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4210. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝟏𝟗𝟐√𝟑𝒓𝟑 ≤ (𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂) ≤ 𝟐𝟒√𝟑𝑹𝟑 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

We will use the known result: 

(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂) = 𝟐𝒔(𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟐𝑹𝒓) 

We must prove that: 

𝟏𝟗𝟐√𝟑𝒓𝟑 ≤ 𝟐𝒔(𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟐𝑹𝒓) ≤ 𝟐𝟒√𝟑𝑹𝟑 

𝟐𝒔(𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟐𝑹𝒓) ≤
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪−𝑮𝑬𝑹𝑹𝑬𝑻𝑺𝑬𝑵

𝟐 ⋅
𝟑√𝟑𝑹

𝟐
(𝟒𝑹𝟐 + 𝟒𝑹𝒓 + 𝟑𝒓𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟐𝑹𝒓) = 

= 𝟑√𝟑𝑹(𝟒𝑹𝟐 + 𝟔𝑹𝒓 + 𝟒𝒓𝟐) ≤ 𝟑√𝟑𝑹(𝟒𝑹𝟐 + 𝟔𝑹 ⋅
𝑹

𝟐
+ 𝟒 ⋅

𝑹𝟐

𝟒
) = 

= 𝟑√𝟑𝑹(𝟒𝑹𝟐 + 𝟒𝑹𝟐) = 𝟐𝟒√𝟑𝑹𝟑 
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𝟐𝒔(𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟐𝑹𝒓) ≥
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪−𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹

𝟐 ⋅ 𝟑√𝟑𝒓(𝟐𝟕𝒓𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟐 ⋅ 𝟐𝒓 ⋅ 𝒓) = 

= 𝟔√𝟑𝒓(𝟐𝟖𝒓𝟐 + 𝟒𝒓𝟐) = 𝟔√𝟑𝒓 ⋅ 𝟑𝟐𝒓𝟐 = 𝟏𝟗𝟐√𝟑𝒓𝟑 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4211. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒓𝒂 𝐜𝐨𝐬
𝟐 𝑨
𝟐

+
𝒃

𝒓𝒃 𝐜𝐨𝐬
𝟐𝑩
𝟐

+
𝒄

𝒓𝒄 𝐜𝐨𝐬
𝟐 𝑪
𝟐

≥
𝟖√𝟑

𝟑
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒓𝒂 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝑨
𝟐

+
𝒃

𝒓𝒃 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝑩
𝟐

+
𝒄

𝒓𝒄 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝑪
𝟐

=∑
𝒂

𝒓𝒂 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝑨
𝟐𝒄𝒚𝒄

= 

=∑
𝒂

𝑭
𝒔 − 𝒂 ⋅

𝒔(𝒔 − 𝒂)
𝒃𝒄𝒄𝒚𝒄

=∑
𝒂𝒃𝒄

𝑭𝒔
=

𝒄𝒚𝒄

𝟑𝒂𝒃𝒄

𝑭𝒔
=
𝟑 ⋅ 𝟒𝑹𝑭

𝑭𝒔
=
𝟏𝟐𝑹

𝒔
≥

𝟏𝟐 ⋅
𝟐

𝟑√𝟑
𝒔

𝒔
=
𝟖

√𝟑
=
𝟖√𝟑

𝟑
 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4212. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

(𝒉𝒂)
𝐜𝐨𝐬(𝑩)+𝐜𝐨𝐬(𝑪) . (𝒉𝒃)

𝐜𝐨𝐬(𝑨)+𝐜𝐨𝐬(𝑪). (𝒉𝒄)
𝐜𝐨𝐬(𝑩)+𝐜𝐨𝐬(𝑨) ≤ (

𝟑𝑹

𝟐
)
𝟑

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

𝑰𝒏  ∆𝑨𝑩𝑪  𝒘𝒍𝒐𝒈 ∶   𝒂 ≤ 𝒃 ≤ 𝒄 , 𝒉𝒂 ≥ 𝒉𝒃 ≥ 𝒉𝒄 

→ {
𝐜𝐨𝐬(𝑨) + 𝒄𝒐𝒔(𝑩) ≥ 𝐜𝐨𝐬(𝑨) + 𝒄𝒐𝒔(𝑪) ≥ 𝐜𝐨𝐬(𝑪) + 𝒄𝒐𝒔(𝑩)

𝐜𝐨𝐬(𝑨) ≥ 𝒄𝒐𝒔(𝑩) ≥ 𝐜𝐨𝐬(𝑪)
 

(𝒉𝒂)
𝐜𝐨𝐬(𝑩)+𝐜𝐨𝐬(𝑪). (𝒉𝒃)

𝐜𝐨𝐬(𝑨)+𝐜𝐨𝐬(𝑪). (𝒉𝒄)
𝐜𝐨𝐬(𝑩)+𝐜𝐨𝐬(𝑨) ≤⏞

𝑾𝒆𝒊𝒈𝒉𝒕𝒆𝒅   𝑨𝑴−𝑮𝑴

 

(
𝒉𝒂(𝐜𝐨𝐬(𝑩) + 𝐜𝐨𝐬(𝑪)) + 𝒉𝒃(𝐜𝐨𝐬(𝑨) + 𝐜𝐨𝐬(𝑪)) + 𝒉𝒄(𝐜𝐨𝐬(𝑩) + 𝐜𝐨𝐬(𝑨))

𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝑨) + 𝒄𝒐𝒔(𝑩) + 𝐜𝐨𝐬(𝑪))
)

𝟐∑ 𝐜𝐨𝐬 (𝑨)

≤⏞
𝑪𝒉𝒆𝒃𝒚𝒔𝒉𝒆𝒗

 

≤ (

𝟏
𝟑
(𝒉𝒂 + 𝒉𝒃 + 𝒉𝒄)(𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝑨) + 𝒄𝒐𝒔(𝑩) + 𝐜𝐨𝐬(𝑪)))

𝟐(𝐜𝐨𝐬(𝑨) + 𝒄𝒐𝒔(𝑩) + 𝐜𝐨𝐬(𝑪))
)

𝟐∑ 𝐜𝐨𝐬 (𝑨)

= 
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= (
𝟏

𝟑
(𝒉𝒂 + 𝒉𝒃 + 𝒉𝒄))

𝟐∑ 𝐜𝐨𝐬(𝑨)

≤ (
𝟏

𝟑
.
𝟗𝑹

𝟐
)
𝟐∑ 𝐜𝐨𝐬(𝑨)

≤⏞
𝑱𝒆𝒏𝒔𝒆𝒏

(
𝟑𝑹

𝟐
)
𝟑

 

𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒊𝒇  𝒂 = 𝒃 = 𝒄 

4213. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝒂𝐧𝐝 ∀ 𝐦, 𝐧 ≥ 𝟏, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑
𝒂𝐧 + 𝐛𝐧

𝐡𝐜
𝐦

𝐜𝐲𝐜

≤∑
𝒂𝐧 + 𝐛𝐧

𝐫𝐜
𝐦

𝐜𝐲𝐜

 

  Proposed by Prashanna Khanal, Jenish Rijal-Nepal 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐖𝐋𝐎𝐆 𝐰𝐞 𝐦𝒂𝐲 𝒂𝐬𝐬𝐮𝐦𝐞 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐛𝐧 + 𝐜𝐧 ≤ 𝐜𝐧 + 𝒂𝐧 ≤ 𝒂𝐧 + 𝐛𝐧   

(∵ 𝐧 ≥ 𝟏 > 0) 𝒂𝐧𝐝 
𝟏

𝐡𝒂𝐦
≥
𝟏

𝐡𝐛
𝐦 ≥

𝟏

𝐡𝐜𝐦
 (∵ 𝐦 ≥ 𝟏 > 0) 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒍𝐬𝐨,

𝟏

𝐫𝒂𝐦
≤
𝟏

𝐫𝐛
𝐦 ≤

𝟏

𝐫𝐜𝐦
  

(∵
𝟏

𝐫𝒂
=

𝟏

𝐬 𝐭𝒂𝐧
𝐀
𝟐

≤
𝟏

𝐫𝐛
=

𝟏

𝐬 𝐭𝒂𝐧
𝐁
𝟐

≤
𝟏

𝐫𝐜
=

𝟏

𝐬 𝐭𝒂𝐧
𝐂
𝟐

 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐦 ≥ 𝟏 > 0)  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

∑
𝐛𝐧 + 𝐜𝐧

𝐡𝒂𝐦
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯 𝟏

𝟑
(∑(𝐛𝐧 + 𝐜𝐧)

𝐜𝐲𝐜

)(∑
𝟏

𝐡𝒂𝐦
𝐜𝐲𝐜

) →① 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒍𝐬𝐨, 

∑
𝐛𝐧 + 𝐜𝐧

𝐫𝒂𝐦
𝐜𝐲𝐜

≥
𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯 𝟏

𝟑
(∑(𝐛𝐧 + 𝐜𝐧)

𝐜𝐲𝐜

)(∑
𝟏

𝐫𝒂𝐦
𝐜𝐲𝐜

) →② 

∴ ① 𝒂𝐧𝐝 ② ⇒ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ ∑
𝟏

𝐡𝒂𝐦
𝐜𝐲𝐜

≤
?
∑

𝟏

𝐫𝒂𝐦
𝐜𝐲𝐜

⇔ 𝟐𝐦.∑(𝐬 − 𝒂)𝐦

𝐜𝐲𝐜

≥
?
∑𝒂𝐦

𝐜𝐲𝐜

 

⇔ 𝟐𝐦.∑𝒙𝐦

𝐜𝐲𝐜

≥
?
⏟
(∗)

∑(𝐲 + 𝐳)𝐦

𝐜𝐲𝐜

 

(𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 𝐜 = 𝒙 + 𝐲) 

𝐖𝐞 𝐧𝐨𝐭𝐞 𝐭𝐡𝒂𝐭 ∶ 𝐟𝐨𝐫 𝐦 = 𝟏, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 (∗) = 𝟐∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

 𝒂𝐧𝐝 𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 (∗) = 

∑(𝐲 + 𝐳)

𝐜𝐲𝐜

= 𝟐∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

= 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 (∗) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐦 > 1,𝑤𝑒 ℎ𝒂𝐯𝐞 ∶ 

𝐯𝐢𝒂 𝐇𝐨𝒍𝐝𝐞𝐫′𝐬 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲, 𝐲𝐦 + 𝐳𝐦 ≥
𝟏

𝟐𝐦−𝟏
. (𝐲 + 𝐳)𝐦 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 

⇒∑(𝐲𝐦 + 𝐳𝐦)

𝐜𝐲𝐜

≥
𝟏

𝟐𝐦−𝟏
.∑(𝐲 + 𝐳)𝐦

𝐜𝐲𝐜

⇒ 𝟐𝐦.∑𝒙𝐦

𝐜𝐲𝐜

≥∑(𝐲 + 𝐳)𝐦

𝐜𝐲𝐜

 

⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,∑
𝒂𝐧 + 𝐛𝐧

𝐡𝐜𝐦
𝐜𝐲𝐜

≤∑
𝒂𝐧 + 𝐛𝐧

𝐫𝐜𝐦
𝐜𝐲𝐜

 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝒂𝐧𝐝 ∀ 𝐦,𝐧 ≥ 𝟏, 
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′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4214. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝟑𝒓𝟐

𝟐𝑹𝟐
≤∑

𝒓𝒓𝒂
𝒃𝟐 + 𝒄𝟐

≤
𝟐𝑹 − 𝒓

𝟖𝒓
 

 
Proposed by Kostantinos Geronikolas-Greece 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

∑
𝒓𝒓𝒂

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
𝒄𝒚𝒄

≤⏞
   𝑨𝑴−𝑮𝑴

∑
𝒓𝒓𝒂
𝟐𝒃𝒄

𝒄𝒚𝒄

=
𝒓

𝟐
∑

𝒓𝒂
𝒃𝒄

𝒄𝒚𝒄

= 

=
𝒓

𝟐
(
𝒂𝒓𝒂 + 𝒃𝒓𝒃 + 𝒄𝒓𝒄

𝒂𝒃𝒄
) =

𝒓. 𝟐𝒑(𝟐𝑹 − 𝒓)

𝟐. 𝟒𝒑𝒓.𝑹
=
𝟐𝑹 − 𝒓

𝟒𝑹
≤⏞

  𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓𝟐𝑹 − 𝒓

𝟖𝒓
  (𝑹𝑯𝑺) 

∑
𝒓𝒓𝒂

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
= 𝒓∑

𝒓𝒂
𝒃𝟐 + 𝒄𝟐

𝒄𝒚𝒄

 

𝑰𝒏  ∆𝑨𝑩𝑪 𝒘𝒍𝒐𝒈 ∶   {

𝒂 ≤ 𝒃 ≤ 𝒄 →  𝒓𝒂 ≤ 𝒓𝒃 ≤ 𝒓𝒄  

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ≥ 𝒂𝟐 + 𝒄𝟐 ≥ 𝒃𝟐 + 𝒂𝟐 → 
𝟏

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
≤

𝟏

𝒂𝟐 + 𝒄𝟐
≤

𝟏

𝒃𝟐 + 𝒂𝟐
   

∑
𝒓𝒂

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
𝒄𝒚𝒄

≥⏞
𝑪𝒉𝒆𝒃𝒚𝒔𝒉𝒆𝒗

𝟏

𝟑
∑𝒓𝒂
𝒄𝒚𝒄

.∑
𝟏

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
𝒄𝒚𝒄

==
𝟏

𝟑
(𝟒𝑹 + 𝒓).∑

𝟏𝟐

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
𝒄𝒚𝒄

≥⏞
𝑩𝒆𝒓𝒈𝒔𝒕𝒓𝒐𝒎

 

≥
𝟒𝑹 + 𝒓

𝟑
.
(𝟏 + 𝟏 + 𝟏)𝟐

𝟐(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 + 𝒂𝟐)
=
𝟒𝑹 + 𝒓

𝟑
.

𝟗

𝟐(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 + 𝒂𝟐)
≥⏞

𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓
𝑳𝒆𝒊𝒃𝒏𝒊𝒛 𝟗𝒓

𝟑
.
𝟗

𝟐. 𝟗𝑹𝟐
=
𝟑𝒓

𝟐𝑹𝟐
   

∑
𝒓𝒓𝒂

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
≥
𝟑𝒓𝟐

𝟐𝑹𝟐
  (𝑳𝑯𝑺) 

 𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒇𝒐𝒓 ∶    𝒂 = 𝒃 = 𝒄 
 

4215.  𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑
𝐦𝐛 −𝐦𝐜

(𝐦𝒂 +𝐦𝐛)(𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝐀 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐁 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐂)

𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟎 

  Proposed by Neculai Stanciu-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
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(∑
𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
? 𝟏

𝒙𝐲𝐳
(𝟑𝒙𝐲𝐳 +∑(𝒙𝐲(𝒙 + 𝐲))

𝐜𝐲𝐜

) = 𝟑 +∑
𝒙+ 𝐲

𝐳
𝐜𝐲𝐜

 

= 𝟑 +∑
𝐲

𝒙
𝐜𝐲𝐜

+∑
𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

⇔∑
𝒙𝟐

𝐲𝟐
𝐜𝐲𝐜

+∑
𝐲

𝒙
𝐜𝐲𝐜

≥
?
⏟
①

𝟑 +∑
𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

 

𝐍𝐨𝐰,∑
𝒙𝟐

𝐲𝟐
𝐜𝐲𝐜

≥
𝟏

𝟑
(∑

𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
𝐀𝐌−𝐆𝐌 𝟏

𝟑
. 𝟑.∑

𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

⇒∑
𝒙𝟐

𝐲𝟐
𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

 𝒂𝐧𝐝 ∵ ∑
𝐲

𝒙
𝐜𝐲𝐜

≥
𝐀𝐌−𝐆𝐌

𝟑 

∴ ∑
𝒙𝟐

𝐲𝟐
𝐜𝐲𝐜

+∑
𝐲

𝒙
𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

+ 𝟑 ⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ (∑
𝒙

𝐲
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
𝟏

𝒙𝐲𝐳
(𝟑𝒙𝐲𝐳 +∑(𝒙𝐲(𝒙 + 𝐲))

𝐜𝐲𝐜

) =
𝟏

𝒙𝐲𝐳
(∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

)(∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

)  𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐢𝐭𝐡  

𝒙 ≡ 𝒂, 𝐲 ≡ 𝐛, 𝐳 ≡ 𝐜,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ (∑
𝒂

𝐛
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
𝟏

𝒂𝐛𝐜
. (∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

)(∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

) → (𝐦) 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰, 

𝐰𝐞 𝐬𝐞𝐞𝐤 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ ∑
𝐛− 𝐜

𝐜𝟐(𝒂 + 𝐛)
𝐜𝐲𝐜

≥
?
𝟎 ⇔∑

(𝒂𝟐𝐛𝟒 − 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐)(𝐜 + 𝒂)

𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)
𝐜𝐲𝐜

≥
?
𝟎 

⇔ 𝒂𝐛𝐜.∑𝒂𝐛𝟑

𝐜𝐲𝐜

+∑𝒂𝟑𝐛𝟒

𝐜𝐲𝐜

≥
?
⏟
(∗)

𝟐𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐. (∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

) 

𝐍𝐨𝐰,∑𝒂𝟑𝐛𝟒

𝐜𝐲𝐜

= 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐 .∑
𝒂𝐛𝟐

𝐜𝟐
𝐜𝐲𝐜

= 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐.∑
(
𝐛
𝐜)

𝟐

𝟏
𝒂𝐜𝐲𝐜

≥
𝐁𝐞𝐫𝐠𝐬𝐭𝐫𝐨𝐦

𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐.
𝒂𝐛𝐜. (∑

𝒂
𝐛𝐜𝐲𝐜 )

𝟐

∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜
 

≥
𝐯𝐢𝒂 (𝐦)

𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐.
𝒂𝐛𝐜.

𝟏
𝒂𝐛𝐜 .

(∑ 𝒂𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜 )

∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜
∴ ∑𝒂𝟑𝐛𝟒

𝐜𝐲𝐜

≥ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐. (∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

) → (𝐢)  

𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧, 𝒂𝐛𝐜.∑𝒂𝐛𝟑

𝐜𝐲𝐜

= 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐.∑
𝐛𝟐

𝐜
𝐜𝐲𝐜

≥
𝐁𝐞𝐫𝐠𝐬𝐭𝐫𝐨𝐦

𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐.
(∑ 𝒂𝐜𝐲𝐜 )

𝟐

∑ 𝒂𝐜𝐲𝐜
 

∴ 𝒂𝐛𝐜.∑𝒂𝐛𝟑

𝐜𝐲𝐜

≥ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐. (∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

) → (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, (𝐢) + (𝐢𝐢) ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ ∑
𝐛 − 𝐜

𝐜𝟐(𝒂 + 𝐛)
𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟎 & 𝐢𝐦𝐩𝒍𝐞𝐦𝐞𝐧𝐭𝐢𝐧𝐠 𝐢𝐭 𝐨𝐧 𝒂 𝐭𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐬𝐢𝐝𝐞𝐬 
𝟐𝐦𝒂

𝟑
,
𝟐𝐦𝐛

𝟑
,
𝟐𝐦𝐜

𝟑
, 
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𝐰𝐞 𝒂𝐫𝐫𝐢𝐯𝐞 𝒂𝐭 ∶ ∑

𝟐
𝟑 .
(𝐦𝐛 −𝐦𝐜)

𝟐
𝟐𝟕 .

(𝟒𝐦𝐜
𝟐)(𝐦𝒂 +𝐦𝐛)𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟎 ⇒∑
𝐦𝐛 −𝐦𝐜

(𝐦𝒂 +𝐦𝐛)(𝟐𝒂𝟐 + 𝟐𝐛𝟐 − 𝐜𝟐)
𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟎 

⇒∑
𝐦𝐛 −𝐦𝐜

(𝐦𝒂 +𝐦𝐛)(𝟒𝐑𝟐(𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝐀 + 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐁 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐂))𝐜𝐲𝐜

 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

∑
𝐦𝐛 −𝐦𝐜

(𝐦𝒂 +𝐦𝐛)(𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝐀 + 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐁 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐂)
𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟎 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4216. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

≤ √𝟐 +
𝐑

𝟖𝐫
 

  Proposed by Neculai Stanciu-Romania 

Solution 1 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

(∑𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

=∑𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

+ 𝟐∑(𝐬𝐢𝐧
𝐁

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝐂

𝟐
)

𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟐𝐑 − 𝐫

𝟐𝐑
+ (𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐀

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝐁

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝐂

𝟐
)(∑𝐜𝐨𝐬𝐞𝐜

𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

) 

=
𝟐𝐑 − 𝐫

𝟐𝐑
+
𝐫

𝟐𝐑
.∑√

𝐛𝐜(𝐬 − 𝒂)

𝐫𝟐𝐬
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒 𝟐𝐑 − 𝐫

𝟐𝐑
+

𝟏

𝟐𝐑. √𝐬
.√∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

. √∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟐𝐑 − 𝐫

𝟐𝐑
+

𝟏

𝟐𝐑. √𝐬
.√𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐. √𝐬 ≤

𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧 𝟐𝐑 − 𝐫

𝟐𝐑
+
𝟏

𝟐𝐑
.√𝟒𝐑𝟐 + 𝟖𝐑𝐫 + 𝟒𝐫𝟐 

=
𝟐𝐑 − 𝐫

𝟐𝐑
+
𝟐𝐑 + 𝟐𝐫

𝟐𝐑
=
𝟒𝐑 + 𝐫

𝟐𝐑
≤
?
𝟐 +

𝐑

𝟖𝐫
⇔ 𝐑(𝐑 + 𝟏𝟔𝐫) ≥

?
𝟒𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫) ⇔ 𝐑𝟐 ≥

?
𝟒𝐫𝟐 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 ∴ ∑𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

≤ √𝟐 +
𝐑

𝟖𝐫
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

Solution 2 by Adgozel Adgozalov-Azerbaijan 

In any triangle ABC, the following identity for half-angles is well-known: 
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cyc 

Therefore, the inequality is equivalent to: 

 

Let . By Euler’s inequality, x≥ 2. Substituting x gives: 

 

Multiplying by 8x2 > 0: 

x3 + 8x2 − 16x− 8 ≥ 0 

Factoring the polynomial: 

(x− 2)(x2 + 10x + 4) ≥ 0 

Since   𝒙 =
𝑹

𝒓
≥ 𝟐  we have x−2 ≥ 0 and x2+10x+4 > 0, so the inequality holds directly. 

Equality holds if and only if x = 2 ⇐⇒ R = 2r, which corresponds to an equilateral triangle. 

4217. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 𝒂𝐜𝐮𝐭𝐞 ∆ 𝐀𝐁𝐂  𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝒂 𝐭𝒂𝐧𝐀

𝐫𝒂
+
𝐛 𝐭𝒂𝐧𝐁

𝐫𝐛
+
𝐜 𝐭𝒂𝐧𝐂

𝐫𝐜
≥ 𝟔 

  Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐨𝐫 𝒂𝐧 𝒂𝐜𝐮𝐭𝐞 ∆ 𝐀𝐁𝐂,∑𝐭𝒂𝐧𝐀

𝐜𝐲𝐜

≥
𝐉𝐞𝐧𝐬𝐞𝐧

𝟑√𝟑 ⇒∏𝐭𝒂𝐧𝐀

𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟑√𝟑 

∴ 𝐋𝐇𝐒 ≥
𝐀𝐌−𝐆𝐌

𝟑. √
𝟒𝐑𝐫𝐬. 𝟑√𝟑

𝐫𝐬𝟐

𝟑

≥
𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜

𝟑. √𝟒.
𝟐

𝟑√𝟑
. 𝟑√𝟑

𝟑

= 𝟔 ∀ 𝒂𝐜𝐮𝐭𝐞 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
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4218. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝒂 𝐜𝐨𝐭
𝐀
𝟐

𝐫𝒂
+
𝐛𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐

𝐫𝐛
+
𝐜 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐

𝐫𝐜
≥ 𝟔 

  Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐇𝐒 ≥
𝐀𝐌−𝐆𝐌

𝟑. √
𝟒𝐑𝐫𝐬. 𝐬𝟑

(𝐫𝒂𝐫𝐛𝐫𝐜)
𝟐

𝟑

= 𝟑. √
𝟒𝐑𝐫𝐬𝟒

𝐫𝟐𝐬𝟒

𝟑

≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟑. √
𝟖𝐫

𝐫

𝟑

= 𝟔 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4219. Prove that in any ∆ABC holds: 

 

𝒔𝒊𝒏𝟔
𝑨

𝟐
+ 𝒔𝒊𝒏𝟔

𝑩

𝟐
+ 𝒔𝒊𝒏𝟔

𝑪

𝟐
≥
𝟑

𝟔𝟒
 

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Adgozel Adgozelov – Azerbaijan 

Let A,B,C be the internal angles of ∆ABC. Using the fundamental trigonometric identity: 

 

By Euler’s Inequality (R ≥ 2r): 

 

Therefore: 

 

Now, applying the Power Mean Inequality: 

∑𝒔𝒊𝒏𝟔
𝑨

𝟐
𝒄𝒚𝒄

≥ 𝟑 ∙ (
∑ 𝒔𝒊𝒏𝟐

𝑨
𝟐𝒄𝒚𝒄

𝟑
)

𝟑

≥ 𝟑 ∙
𝟏

𝟐𝟕
∙ (
𝟑

𝟒
)
𝟑

=
𝟑

𝟔𝟒
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Equality holds if and only if A = B = C = 60◦ (∆ABC is equilateral). 

4220. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒓𝒃
𝟐 +

𝒃

𝒓𝒄
𝟐 +

𝒄

𝒓𝒂
𝟐 ≥

𝟒√𝟑

𝟑𝑹
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒓𝒃
𝟐 +

𝒃

𝒓𝒄𝟐
+
𝒄

𝒓𝒂𝟐
≥ 𝟑√

𝒂𝒃𝒄

(𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄)𝟐
𝟑

= 𝟑
√

𝒂𝒃𝒄

(
𝑭

𝒔 − 𝒂 ⋅
𝑭

𝒔 − 𝒃
⋅
𝑭

𝒔 − 𝒄)
𝟐

𝟑 = 𝟑
√

𝒂𝒃𝒄

(
𝑭𝟑𝒔
𝑭𝟐
)
𝟐

𝟑 = 

= 𝟑√
𝟒𝑹𝑭

(𝑭𝒔)𝟐
𝟑

= 𝟑√
𝟒𝑹𝑭

𝑭𝟐𝒔𝟐

𝟑

= 𝟑√
𝟒𝑹

𝑭𝒔𝟐

𝟑

= 𝟑√
𝟒𝑹

𝒓𝒔𝟑

𝟑

=
𝟑

𝒔
√
𝟒𝑹

𝒓

𝟑

≥
𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹 𝟑

𝒔
√
𝟖𝒓

𝒓

𝟑

= 

=
𝟑

𝒔
⋅ √𝟖
𝟑

≥
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪 𝟑

𝟑√𝟑𝑹
𝟐

⋅ 𝟐 =
𝟒

√𝟑𝑹
=
𝟒√𝟑

𝟑𝑹
 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4221. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂𝟐

𝒘𝒃𝒘𝒄
+

𝒃𝟐

𝒘𝒄𝒘𝒂
+

𝒄𝟐

𝒘𝒂𝒘𝒃
≥ 𝟒 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂𝟐

𝒘𝒃𝒘𝒄
+

𝒃𝟐

𝒘𝒄𝒘𝒂
+

𝒄𝟐

𝒘𝒂𝒘𝒂
≥ 𝟑√(

𝒂𝒃𝒄

𝒘𝒂𝒘𝒃𝒘𝒄
)
𝟐𝟑

≥ 𝟑√(
𝒂𝒃𝒄

√𝒔(𝒔 − 𝒂) ⋅ √𝒔(𝒔 − 𝒃) ⋅ √𝒔(𝒔 − 𝒄)
)

𝟐
𝟑

= 

= 𝟑√(
𝒂𝒃𝒄

𝒔𝑭
)
𝟐𝟑

= 𝟑√(
𝟒𝑹𝑭

𝒔𝑭
)
𝟐𝟑

= 𝟑√(
𝟒𝑹

𝒔
)
𝟐𝟑

≥
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪

𝟑√(
𝟒𝑹

𝟑√𝟑
𝟐 𝑹

)

𝟐

𝟑

= 𝟑√(
𝟖

𝟑√𝟑
)
𝟐𝟑

= 

= 𝟑√
𝟔𝟒

𝟐𝟕

𝟑
= 𝟑 ⋅

𝟒

𝟑
= 𝟒.   Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 
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4222. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂𝟐

𝒓𝒂𝒓𝒃
+
𝒃𝟐

𝒓𝒃𝒓𝒄
+

𝒄𝟐

𝒓𝒄𝒓𝒂
≥ 𝟒 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania   

𝒂𝟐

𝒓𝒂𝒓𝒃
+
𝒃𝟐

𝒓𝒃𝒓𝒄
+
𝒄𝟐

𝒓𝒄𝒓𝒂
≥ 𝟑√(

𝒂𝒃𝒄

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
)
𝟐𝟑

= 𝟑√(
𝟒𝑹𝑭

𝑭
𝒔 − 𝒂 ⋅

𝑭
𝒔 − 𝒃 ⋅

𝑭
𝒔 − 𝒄

)

𝟐
𝟑

= 

= 𝟑√(
𝟒𝑹𝑭

𝑭𝟑 ⋅ 𝒔
𝒔(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)

)

𝟐

𝟑

= 𝟑√(
𝟒𝑹𝑭 ⋅ 𝑭𝟐

𝑭𝟑𝒔
)

𝟐
𝟑

= 𝟑√(
𝟒𝑹

𝒔
)
𝟐𝟑

≥
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪

 

≥ 𝟑√(

𝟒 ⋅
𝟐

𝟑√𝟑
𝒔

𝒔
)

𝟐

𝟑

= 𝟑√(
𝟖

𝟑√𝟑
)
𝟐𝟑

= 𝟑√
𝟔𝟒

𝟐𝟕

𝟑

= 𝟑 ⋅
𝟒

𝟑
= 𝟒 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

 

4223. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒓𝒂
𝟐

𝒉𝒃𝒉𝒄
+

𝒓𝒃
𝟐

𝒉𝒄𝒉𝒂
+

𝒓𝒄
𝟐

𝒉𝒂𝒉𝒃
≥ 𝟑 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒓𝒂
𝟐

𝒉𝒃𝒉𝒄
+

𝒓𝒃
𝟐

𝒉𝒄𝒉𝒂
+

𝒓𝒄
𝟐

𝒉𝒂𝒉𝒃
≥ 𝟑√(

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
𝒉𝒂𝒉𝒃𝒉𝒄

)
𝟐𝟑

= 𝟑√(

𝑭
𝒔 − 𝒂 ⋅

𝑭
𝒔 − 𝒃 ⋅

𝑭
𝒔 − 𝒄

𝟐𝑭
𝒂 ⋅

𝟐𝑭
𝒃 ⋅

𝟐𝑭
𝒄

)

𝟐

𝟑

= 
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=
𝟑

𝟒
√(

𝒂𝒃𝒄

(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
)
𝟐𝟑

=
𝟑

𝟒
√(

𝒂𝒃𝒄𝒔

𝒔(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
)
𝟐𝟑

=
𝟑

𝟒
√(
𝟒𝑹𝑭𝒔

𝑭𝟐
)
𝟐𝟑

= 

=
𝟑

𝟒
√(
𝟒𝑹𝒔

𝒓𝒔
)
𝟐𝟑

=
𝟑

𝟒
√(
𝟒𝑹

𝒓
)
𝟐𝟑

≥
𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹 𝟑

𝟒
√(
𝟖𝒓

𝒓
)
𝟐𝟑

=
𝟑

𝟒
√𝟔𝟒
𝟑

=
𝟑

𝟒
⋅ 𝟒 = 𝟑 

 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4224. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒘𝒃
+
𝒃

𝒘𝒄
+
𝒄

𝒘𝒂
≥ 𝟐√𝟑 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒘𝒃
+
𝒃

𝒘𝒄
+
𝒄

𝒘𝒂
≥

𝑨𝑴−𝑮𝑴
𝟑 ⋅ √

𝒂𝒃𝒄

𝒘𝒂𝒘𝒃𝒘𝒄

𝟑

≥ 𝟑√
𝟒𝑹𝑭

√𝒔(𝒔 − 𝒂) ⋅ √𝒔(𝒔 − 𝒃) ⋅ √𝒔(𝒔 − 𝒄)

𝟑
= 

= 𝟑√
𝟒𝑹𝑭

𝒔 ⋅ 𝑭

𝟑

= 𝟑√
𝟒𝑹

𝒔

𝟑

≥
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪

𝟑
√
𝟒 ⋅

𝟐

𝟑√𝟑
𝒔

𝒔

𝟑

= 𝟑√
𝟖

𝟑√𝟑

𝟑

= 𝟑√(
𝟐

√𝟑
)
𝟐𝟑

= 

= 𝟑 ⋅
𝟐

√𝟑
=
𝟔

√𝟑
=
𝟔√𝟑

𝟑
= 𝟐√𝟑 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4225. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒉𝒂 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑨
𝟐

+
𝒃

𝒉𝒃 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑩
𝟐

+
𝒄

𝒉𝒄 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑪
𝟐

≥ 𝟖√𝟑 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒉𝒂 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝑨
𝟐

+
𝒃

𝒉𝒃 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝑩
𝟐

+
𝒄

𝒉𝒄 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝑪
𝟐

=∑
𝒂

𝒉𝒂 ⋅ 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝑨
𝟐𝒄𝒚𝒄

=∑
𝒂

𝟐𝑭
𝒂 ⋅

(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
𝒃𝒄𝒄𝒚𝒄

= 
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=
𝒂𝒃𝒄

𝟐𝑭
∑

𝒂

(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
𝒄𝒚𝒄

=
𝟒𝑹𝑭

𝟐𝑭
⋅

𝟏

(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
∑𝒂(𝒔 − 𝒂)

𝒄𝒚𝒄

= 

=
𝟐𝑹𝒔

𝒔(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
⋅ 𝟐𝒓(𝟒𝑹 + 𝒓) ≥

𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹 𝟐𝑹𝒔

𝑭𝟐
⋅ 𝟐𝒓(𝟖𝒓 + 𝒓) =

𝟒𝑹𝒓𝒔 ⋅ 𝟗𝒓

𝑭 ⋅ 𝒓𝒔
= 

=
𝟑𝟔𝑹𝒓

𝑭
=
𝟑𝟔𝑹𝒓

𝒓𝒔
=
𝟑𝟔𝑹

𝒔
≥

𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪 𝟑𝟔𝑹

𝟑√𝟑
𝟐 𝑹

=
𝟕𝟐

𝟑√𝟑
=
𝟐𝟒

√𝟑
=
𝟐𝟒√𝟑

𝟑
= 𝟖√𝟑 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4226. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂

𝒉𝒂 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑨

+
𝒃

𝒉𝒃 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑩

+
𝒄

𝒉𝒄 𝐬𝐢𝐧
𝟐 𝑪

≥
𝟖√𝟑

𝟑
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂

𝒉𝒂 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨
+

𝒃

𝒉𝒃 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑩
+

𝒄

𝒉𝒄 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑪
=∑

𝒂

𝒉𝒂 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨
𝒄𝒚𝒄

=∑
𝒂

𝟐𝑭
𝒂 ⋅ (

𝒂
𝟐𝑹)

𝟐 =∑
𝒂 ⋅ 𝟒𝑹𝟐

𝟐𝑭 ⋅ 𝒂
= 

=
𝟒𝑹𝟐

𝟐𝑭
⋅ 𝟑 =

𝟏𝟐𝑹𝟐

𝟐𝑭
=
𝟔𝑹𝟐

𝒓𝒔
≥

𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹 𝟔𝑹 ⋅ 𝟐𝒓

𝒓𝒔
=
𝟏𝟐𝑹

𝒔
≥

𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪 𝟏𝟐𝑹

𝟑√𝟑𝑹
𝟐

=
𝟐𝟒

𝟑√𝟑
=
𝟖

√𝟑
=
𝟖√𝟑

𝟑
 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4227. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐬𝐢𝐧
𝟑𝐀

𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝐁

𝟐
≤ 𝟐𝐜𝐨𝐬

𝐀 − 𝐁

𝟐
 

  Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐬𝐢𝐧
𝟑𝐀

𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝐁

𝟐
= 𝟐𝐬𝐢𝐧

𝟑𝐀 + 𝟑𝐁

𝟒
𝐜𝐨𝐬

𝟑𝐀 − 𝟑𝐁

𝟒
≤ 𝟐𝐜𝐨𝐬

𝟑𝐀− 𝟑𝐁

𝟒
  

(∵ 𝟎 < 𝐬𝐢𝐧
𝟑𝐀 + 𝟑𝐁

𝟒
≤ 𝟏 𝒂𝐬 𝟎 <

𝟑𝐀 + 𝟑𝐁

𝟒
<
𝟑𝛑

𝟒
) ≤
?
𝟐𝐜𝐨𝐬

𝐀 − 𝐁

𝟐
= 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀 − 𝐁

𝟒
− 𝟏 

⇔ 𝟒𝐜𝐨𝐬𝟑 𝛉 − 𝟑𝐜𝐨𝐬𝛉 ≤
?
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 (𝛉 =

𝐀 − 𝐁

𝟒
) 
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⇔ (𝐭 − 𝟏)(𝟐𝐭𝟐 − 𝟏 + 𝟐𝐭𝟐 + 𝟐𝐭) ≤
?
𝟎 (𝐭 = 𝐜𝐨𝐬 𝛉) → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ −

𝛑

𝟒
< 𝜃 =

𝐀 − 𝐁

𝟒
<
𝛑

𝟒
 

⇒
𝟏

√𝟐
< 𝐭 ≤ 𝟏 ⇒ 𝟐𝐭𝟐 − 𝟏 > 0 ∴ 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝐀

𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝐁

𝟐
≤ 𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝐀 − 𝐁

𝟐
 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ =′′  𝐢𝐟𝐟 𝐜𝐨𝐬
𝐀 − 𝐁

𝟒
= 𝟏 ∧  𝐬𝐢𝐧

𝟑𝐀 + 𝟑𝐁

𝟒
= 𝟏 ⇒ 𝐢𝐟𝐟 𝐀 = 𝐁 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐮𝐛𝐬𝐞𝐪𝐮𝐞𝐧𝐭𝒍𝐲 𝐢𝐟𝐟 

𝐬𝐢𝐧
𝟑𝐀

𝟐
= 𝟏 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟎 <

𝟑𝐀

𝟐
<
𝟑𝛑

𝟐
∴ 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝐀

𝟐
= 𝟏 𝐢𝐟𝐟 

𝟑𝐀

𝟐
=
𝛑

𝟐
⇒ 𝐢𝐟𝐟 𝐀 =

𝛑

𝟑
 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝐢𝐧 𝐜𝐨𝐧𝐜𝒍𝐮𝐬𝐢𝐨𝐧, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 𝐀 = 𝐁 =
𝛑

𝟑
(𝐐𝐄𝐃) 

 
 

4228. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 𝒂𝐜𝐮𝐭𝐞 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐭𝒂𝐧𝐀 + 𝐭𝒂𝐧𝐂 = 𝟐 𝐭𝒂𝐧𝐁 

𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 𝐜𝐨𝐬𝐀 + 𝐜𝐨𝐬 𝐂 ≤
𝟑√𝟐

𝟒
 

  Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐭𝒂𝐧𝐀 + 𝐭𝒂𝐧 𝐂 = 𝟐 𝐭𝒂𝐧𝐁 ⇒
𝐬𝐢𝐧𝐀

𝐜𝐨𝐬𝐀
+
𝐬𝐢𝐧𝐂

𝐜𝐨𝐬 𝐂
= 𝟐 𝐭𝒂𝐧𝐁 ⇒

𝐬𝐢𝐧(𝐀 + 𝐂)

𝐜𝐨𝐬𝐀𝐜𝐨𝐬 𝐂
= 𝟐 𝐭𝒂𝐧𝐁 

⇒
𝐬𝐢𝐧𝐁

𝐜𝐨𝐬𝐀𝐜𝐨𝐬 𝐂
=
𝟐 𝐬𝐢𝐧𝐁

𝐜𝐨𝐬 𝐁
⇒ 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝐀𝐜𝐨𝐬 𝐂 = 𝐜𝐨𝐬 𝐁 ⇒ −𝐜𝐨𝐬𝐁 + 𝐜𝐨𝐬(𝐀 − 𝐂) = 𝐜𝐨𝐬 𝐁 

⇒ 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐
𝐀 − 𝐂

𝟐
= 𝟏 + 𝟐𝐜𝐨𝐬𝐁  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, (𝐜𝐨𝐬𝐀 + 𝐜𝐨𝐬𝐂)𝟐 = (𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐

𝐁

𝟐
) (𝟏 + 𝟐𝐜𝐨𝐬𝐁) 

= (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝐁)(𝟏 + 𝟐𝐜𝐨𝐬 𝐁) =
𝟗

𝟖
− (
𝟏

𝟖
− 𝐜𝐨𝐬 𝐁 + 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐁) =

𝟗

𝟖
−
(𝟒 𝐜𝐨𝐬𝐁 − 𝟏)𝟐

𝟖
≤
𝟗

𝟖
 

⇒ 𝐜𝐨𝐬𝐀 + 𝐜𝐨𝐬𝐂 ≤
𝟑

𝟐√𝟐
=
𝟑√𝟐

𝟒
 (∵ 𝟎 < 𝐀, 𝐂 <

𝛑

𝟐
⇒ 𝐜𝐨𝐬𝐀 + 𝐜𝐨𝐬 𝐂 > 0)  

𝒂𝐧𝐝 ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 𝐜𝐨𝐬 𝐁 =
𝟏

𝟒
 𝒂𝐧𝐝 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐞𝐪𝐮𝐞𝐧𝐭𝒍𝐲, 𝐢𝐟𝐟 𝐜𝐨𝐬(𝐀 − 𝐂) =

𝟏

𝟐
, 

𝐭𝐡𝒂𝐭 𝐢𝐬 𝐢𝐟𝐟 (𝐀 − 𝐂) =
𝛑

𝟑
 𝐨𝐫 (𝐂 − 𝐀) =

𝛑

𝟑
 

𝐖𝐡𝐞𝐧 𝐀 − 𝐂 =
𝛑

𝟑
, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐭𝒂𝐧𝐀 + 𝐭𝒂𝐧 𝐂 = 𝟐 𝐭𝒂𝐧𝐁 ⇒ 𝐭𝒂𝐧𝐂 +

√𝟑 + 𝐭𝒂𝐧𝐂

𝟏 − √𝟑 𝐭𝒂𝐧𝐂
= 𝟐√𝟏𝟓  

𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨𝒍𝐯𝐢𝐧𝐠 𝐭𝐡𝐢𝐬 𝐪𝐮𝒂𝐝𝐫𝒂𝐭𝐢𝐜 𝐞𝐪𝐮𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐢𝐧 ′′ 𝐭𝒂𝐧 𝐂 ′′, 𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ 𝐭𝒂𝐧 𝐂 =
𝟑√𝟓 − 𝟔

√𝟑
  

(∵ 𝐂 <
𝛑

𝟐
−
𝛑

𝟑
=
𝛑

𝟔
)  𝒂𝐧𝐝 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐞𝐪𝐮𝐞𝐧𝐭𝒍𝐲, 𝐯𝐢𝒂 𝐭𝒂𝐧𝐀 + 𝐭𝒂𝐧𝐂 = 𝟐√𝟏𝟓,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ 
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𝐭𝒂𝐧𝐀 =
𝟑√𝟓 + 𝟔

√𝟑
 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐢𝐦𝐢𝒍𝒂𝐫𝒍𝐲, 𝐢𝐟 𝐂 − 𝐀 =

𝛑

𝟑
,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ 

𝐭𝒂𝐧𝐂 =
𝟑√𝟓 + 𝟔

√𝟑
 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝒂𝐧𝐀 =

𝟑√𝟓− 𝟔

√𝟑
 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐜𝐨𝐬 𝐀 + 𝐜𝐨𝐬𝐂 ≤

𝟑√𝟐

𝟒
  

∀ 𝒂𝐜𝐮𝐭𝐞 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐭𝒂𝐧𝐀 + 𝐭𝒂𝐧𝐂 = 𝟐 𝐭𝒂𝐧𝐁 , 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 

{
  
 

  
 𝐀 = 𝐭𝒂𝐧−𝟏

𝟑√𝟓 + 𝟔

√𝟑

𝐁 = 𝐜𝐨𝐬−𝟏
𝟏

𝟒

𝐂 = 𝐭𝒂𝐧−𝟏
𝟑√𝟓− 𝟔

√𝟑 }
  
 

  
 

 𝐨𝐫 

{
  
 

  
 𝐀 = 𝐭𝒂𝐧−𝟏

𝟑√𝟓− 𝟔

√𝟑

𝐁 = 𝐜𝐨𝐬−𝟏
𝟏

𝟒

𝐂 = 𝐭𝒂𝐧−𝟏
𝟑√𝟓 + 𝟔

√𝟑 }
  
 

  
 

 (𝐐𝐄𝐃) 

4229. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒎𝒂𝒎𝒃

𝒓𝒄
𝟐 +

𝒎𝒃𝒎𝒄

𝒓𝒂
𝟐 +

𝒎𝒄𝒎𝒂

𝒓𝒃
𝟐 ≥ 𝟑 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒎𝒂𝒎𝒃

𝒓𝒄𝟐
+
𝒎𝒃𝒎𝒄

𝒓𝒂𝟐
+
𝒎𝒄𝒎𝒂

𝒓𝒃
𝟐 ≥

𝑨𝑴−𝑮𝑴
𝟑 ⋅ √(

𝒎𝒂𝒎𝒃𝒎𝒄

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
)
𝟐𝟑

≥ 𝟑 ⋅ √(
𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄

)
𝟐𝟑

= 𝟑 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4230. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂𝒃𝒄 ≤ 𝟑√𝟑𝑹𝟑 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru – Romania 

𝒂𝒃𝒄 = 𝟒𝑹𝑭 = 𝟒𝑹𝒓𝒔 ≤
𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹

𝟒𝑹 ⋅
𝑹

𝟐
𝒔 = 

= 𝟐𝑹𝟐 ⋅ 𝒔 ≤
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪

𝟐𝑹𝟐 ⋅
𝟑√𝟑

𝟐
𝑹 = 𝟑√𝟑𝑹𝟑 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4231. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
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𝑮𝑨 ⋅ 𝑮𝑩

𝒓𝒄
𝟐

+
𝑮𝑩 ⋅ 𝑮𝑪

𝒓𝒂
𝟐

+
𝑮𝑪 ⋅ 𝑮𝑨

𝒓𝒃
𝟐 ≥

𝟒

𝟑
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru – Romania 

𝑮𝑨 ⋅ 𝑮𝑩

𝒓𝒄𝟐
+
𝑮𝑩 ⋅ 𝑮𝑪

𝒓𝒂𝟐
+
𝑮𝑪 ⋅ 𝑮𝑨

𝒓𝒃
𝟐 ≥ 

≥ 𝟑 ⋅ √(
𝑮𝑨 ⋅ 𝑮𝑩 ⋅ 𝑮𝑪

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
)
𝟐𝟑

= 𝟑√(

𝟐
𝟑𝒎𝒂 ⋅

𝟐
𝟑𝒎𝒃 ⋅

𝟐
𝟑𝒎𝒄

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
)

𝟐
𝟑

= 

= 𝟑 ⋅ (
𝟐

𝟑
)
𝟐

⋅ √(
𝒎𝒂𝒎𝒃𝒎𝒄

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
)
𝟐𝟑

= 𝟑 ⋅
𝟒

𝟗
⋅ √(

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄

)
𝟐𝟑

=
𝟒

𝟑
 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4232. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝑮𝑨

𝒓𝒃
+
𝑮𝑩

𝒓𝒄
+
𝑮𝑪

𝒓𝒂
≥ 𝟐 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru – Romania 

𝑮𝑨

𝒓𝒃
+
𝑮𝑩

𝒓𝒄
+
𝑮𝑪

𝒓𝒂
≥ 𝟑√

𝑮𝑨 ⋅ 𝑮𝑩 ⋅ 𝑮𝑪

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄

𝟑

= 

= 𝟑√
𝟐
𝟑𝒎𝒂 ⋅

𝟐
𝟑𝒎𝒃 ⋅

𝟐
𝟑𝒎𝒄

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄

𝟑

= 𝟑 ⋅
𝟐

𝟑
√
𝒎𝒂𝒎𝒃𝒎𝒄

𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄

𝟑

≥ 𝟐√
𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄

𝟑

= 𝟐 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4233. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐫𝒂
𝒂
+
𝐫𝐛
𝐛
+
𝐫𝐜
𝐜
≤
𝟑(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝒂 + 𝐛 + 𝐜
 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 
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Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
𝐫𝒂
𝒂

𝐜𝐲𝐜

=∑
𝐬𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐

𝟒𝐑 𝐭𝒂𝐧
𝐀
𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝟐𝐀
𝟐𝐜𝐲𝐜

=
𝐬

𝟒𝐑
.∑𝐬𝐞𝐜𝟐

𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

=
𝐬

𝟒𝐑
.
𝐬𝟐 + (𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐬𝟐
 

 

≤
𝐃𝐨𝐮𝐜𝐞𝐭 𝟏

𝟒𝐑
.

(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝟑 + (𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐬
≤

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 (𝟒𝐑 + 𝐫)(𝟗𝐑)

𝟑𝐑(𝒂 + 𝐛 + 𝐜)
=
𝟑(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝒂 + 𝐛 + 𝐜
, 

 
′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

 

4234. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐭𝐡𝒂𝐭 𝐫𝒂 ≠ 𝐫𝐛 ≠

𝐫𝐜, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟐𝐬𝟐 <
𝐫𝒂
𝟒

(𝐫𝒂 − 𝐫𝐛)(𝐫𝒂 − 𝐫𝐜)
+

𝐫𝐛
𝟒

(𝐫𝐛 − 𝐫𝐜)(𝐫𝐛 − 𝐫𝒂)
+

𝐫𝐜
𝟒

(𝐫𝐜 − 𝐫𝒂)(𝐫𝐜 − 𝐫𝐛)
<
𝟐𝟕

𝟐
(𝟑𝐑𝟐 − 𝟖𝐫𝟐) 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐨𝐫 𝒙 ≠ 𝐲 ≠ 𝐳,∑
𝒙𝟒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (−𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) − 𝐲𝟒(𝐳 − 𝒙) − 𝐳𝟒(𝒙 − 𝐲)) 

∴∑
𝒙𝟒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

= −
𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) + 𝐲𝟒(𝐳 − 𝒙) + 𝐳𝟒(𝒙 − 𝐲)

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
→ ① 

𝐍𝐨𝐰,𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) + 𝐲𝟒(𝐳 − 𝒙) + 𝐳𝟒(𝒙 − 𝐲) = 

𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) − 𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲𝟑 + 𝐲𝟐𝐳 + 𝐲𝐳𝟐 + 𝐳𝟑) + 𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳)(𝐲𝟐 + 𝐲𝐳 + 𝐳𝟐) 

= (𝐲 − 𝐳)(𝒙(𝒙𝟑 − 𝐲𝟑) − 𝐲𝟐𝐳(𝒙 − 𝐲) − 𝐲𝐳𝟐(𝒙 − 𝐲) − 𝐳𝟑(𝒙 − 𝐲)) 

= (𝐲 − 𝐳)(𝒙 − 𝐲)(𝒙𝟑 + 𝒙𝟐𝐲 + 𝒙𝐲𝟐 − 𝐲𝟐𝐳 − 𝐲𝐳𝟐 − 𝐳𝟑) 

= (𝐲 − 𝐳)(𝒙 − 𝐲) ((𝒙 − 𝐳)(𝒙𝟐 + 𝒙𝐳 + 𝐳𝟐) + 𝐲(𝒙 − 𝐳)(𝒙 + 𝐳) + 𝐲𝟐(𝒙 − 𝐳)) 
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∴ ∑𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳)

𝐜𝐲𝐜

= −(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)(∑𝒙𝟐

𝐜𝐲𝐜

+∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

) →② 

∴ ① 𝒂𝐧𝐝 ② ⇒∑
𝒙𝟒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

=∑𝒙𝟐

𝐜𝐲𝐜

+∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

→③ 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 

𝒙 ≡ 𝐫𝒂, 𝐲 ≡ 𝐫𝐛, 𝐳 ≡ 𝐫𝐜, 𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ 

𝐫𝒂
𝟒

(𝐫𝒂 − 𝐫𝐛)(𝐫𝒂 − 𝐫𝐜)
+

𝐫𝐛
𝟒

(𝐫𝐛 − 𝐫𝐜)(𝐫𝐛 − 𝐫𝒂)
+

𝐫𝐜
𝟒

(𝐫𝐜 − 𝐫𝒂)(𝐫𝐜 − 𝐫𝐛)
= ∑𝐫𝒂

𝟐

𝐜𝐲𝐜

+∑𝐫𝒂𝐫𝐛
𝐜𝐲𝐜

 

= (𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 − 𝐬𝟐 <

 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝒂𝐧𝐝

𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜
𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝟐 + 𝐫𝟐 − 𝟐𝟕𝐫𝟐 =

𝟖𝟏𝐑𝟐

𝟐
−
𝟒𝟏𝐑𝟐

𝟐
− 𝟐𝟔𝐫𝟐 

<
 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 𝟖𝟏𝐑𝟐

𝟐
−
𝟒𝟏. 𝟒𝐫𝟐

𝟐
− 𝟐𝟔𝐫𝟐 =

𝟖𝟏𝐑𝟐

𝟐
− 𝟏𝟎𝟖𝐫𝟐 =

𝟐𝟕

𝟐
(𝟑𝐑𝟐 − 𝟖𝐫𝟐)  

(𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐝𝐨𝐞𝐬𝐧′𝐭 𝐨𝐜𝐜𝐮𝐫 𝐛𝐞𝐜𝒂𝐮𝐬𝐞 𝐫𝒂 ≠ 𝐫𝐛 ≠ 𝐫𝐜 ⇒ 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜) 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒍𝐬𝐨, 

∑
𝐫𝒂
𝟒

(𝐫𝒂 − 𝐫𝐛)(𝐫𝒂 − 𝐫𝐜)
𝐜𝐲𝐜

= (𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 − 𝐬𝟐 >
𝐃𝐨𝐮𝐜𝐞𝐭 𝐨𝐫 𝐓𝐫𝐮𝐜𝐡𝐭

𝟑𝐬𝟐 − 𝐬𝟐 = 𝟐𝐬𝟐 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝟐𝐬𝟐 <
𝐫𝒂
𝟒

(𝐫𝒂 − 𝐫𝐛)(𝐫𝒂 − 𝐫𝐜)
+

𝐫𝐛
𝟒

(𝐫𝐛 − 𝐫𝐜)(𝐫𝐛 − 𝐫𝒂)
+

𝐫𝐜
𝟒

(𝐫𝐜 − 𝐫𝒂)(𝐫𝐜 − 𝐫𝐛)
< 

𝟐𝟕

𝟐
(𝟑𝐑𝟐 − 𝟖𝐫𝟐) ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 (𝐐𝐄𝐃) 

4235. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐭𝐡𝒂𝐭 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟕𝟐𝐫𝟐 <
𝒂𝟒

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)
+

𝐛𝟒

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)
+

𝐜𝟒

(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)
< 𝟏𝟖𝐑𝟐 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐨𝐫 𝒙 ≠ 𝐲 ≠ 𝐳,∑
𝒙𝟒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (−𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) − 𝐲𝟒(𝐳 − 𝒙) − 𝐳𝟒(𝒙 − 𝐲)) 
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∴∑
𝒙𝟒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

= −
𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) + 𝐲𝟒(𝐳 − 𝒙) + 𝐳𝟒(𝒙 − 𝐲)

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
→ ① 

𝐍𝐨𝐰,𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) + 𝐲𝟒(𝐳 − 𝒙) + 𝐳𝟒(𝒙 − 𝐲) = 
𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳) − 𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲𝟑 + 𝐲𝟐𝐳 + 𝐲𝐳𝟐 + 𝐳𝟑) + 𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳)(𝐲𝟐 + 𝐲𝐳 + 𝐳𝟐) 

= (𝐲 − 𝐳)(𝒙(𝒙𝟑 − 𝐲𝟑) − 𝐲𝟐𝐳(𝒙 − 𝐲) − 𝐲𝐳𝟐(𝒙 − 𝐲) − 𝐳𝟑(𝒙 − 𝐲)) 

= (𝐲 − 𝐳)(𝒙 − 𝐲)(𝒙𝟑 + 𝒙𝟐𝐲 + 𝒙𝐲𝟐 − 𝐲𝟐𝐳 − 𝐲𝐳𝟐 − 𝐳𝟑) 

= (𝐲 − 𝐳)(𝒙 − 𝐲) ((𝒙 − 𝐳)(𝒙𝟐 + 𝒙𝐳 + 𝐳𝟐) + 𝐲(𝒙 − 𝐳)(𝒙 + 𝐳) + 𝐲𝟐(𝒙 − 𝐳)) 

∴ ∑𝒙𝟒(𝐲 − 𝐳)

𝐜𝐲𝐜

= −(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)(∑𝒙𝟐

𝐜𝐲𝐜

+∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

) →② 

∴ ① 𝒂𝐧𝐝 ② ⇒∑
𝒙𝟒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

=∑𝒙𝟐

𝐜𝐲𝐜

+∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

→③ 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 

𝒙 ≡ 𝒂, 𝐲 ≡ 𝐛, 𝐳 ≡ 𝐜,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ 
𝒂𝟒

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)
+

𝐛𝟒

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)
+

𝐜𝟒

(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)
=∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

+∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

< 

𝟐∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

<
𝐋𝐞𝐢𝐛𝐧𝐢𝐭𝐳

𝟏𝟖𝐑𝟐 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒍𝐬𝐨,∑
𝒂𝟒

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)
𝐜𝐲𝐜

=∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

+∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

> 2∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

 

>
𝐆𝐨𝐫𝐝𝐨𝐧

𝟖√𝟑. 𝐫𝐬 >
𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜

𝟖√𝟑. 𝐫. 𝟑√𝟑. 𝐫 = 𝟕𝟐𝐫𝟐  (
𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐝𝐨𝐞𝐬𝐧′𝐭 𝐨𝐜𝐜𝐮𝐫 𝐛𝐞𝐜𝒂𝐮𝐬𝐞

𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜
)  

𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝟕𝟐𝐫𝟐 <
𝒂𝟒

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)
+

𝐛𝟒

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)
+

𝐜𝟒

(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)
< 𝟏𝟖𝐑𝟐 

∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4236. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

√𝟑𝒓𝟐

𝑹𝟑
≤

𝒂

(𝒂 + 𝒃)(𝒂 + 𝒄)
+

𝒃

(𝒃 + 𝒄)(𝒃 + 𝒂)
+

𝒄

(𝒂 + 𝒄)(𝒃 + 𝒄)
≤
√𝟑𝑹𝟐

𝟑𝟐𝒓𝟑
 

Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 
Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 

𝒂

(𝒂 + 𝒃)(𝒂 + 𝒄)
+

𝒃

(𝒃 + 𝒄)(𝒃 + 𝒂)
+

𝒄

(𝒂 + 𝒄)(𝒃 + 𝒄)
=   

𝒂

(𝟐𝒑 − 𝒄)(𝟐𝒑 − 𝒃)
+

𝒃

(𝟐𝒑 − 𝒂)(𝟐𝒑 − 𝒄)
+

𝒄

(𝟐𝒑− 𝒂)(𝟐𝒑 − 𝒃)
= 

𝒂(𝟐𝒑 − 𝒂) + 𝒃(𝟐𝒑 − 𝒃) + 𝒄(𝟐𝒑 − 𝒄)

(𝟐𝒑 − 𝒂)(𝟐𝒑 − 𝒄)(𝟐𝒑 − 𝒃)
=
𝟒𝒑𝟐 − (𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)

(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒂 + 𝒄)
≤⏞

   𝑨𝑴−𝑮𝑴

 

𝟒𝒑𝟐 − 𝟐(𝒑𝟐 − 𝒓𝟐 − 𝟒𝑹𝒓)

𝟖𝒂𝒃𝒄
=
𝟐𝒑𝟐 + 𝟐𝒓𝟐 + 𝟖𝑹𝒓

𝟑𝟐𝒑𝒓𝑹
≤⏞

   𝑮𝒆𝒓𝒓𝒆𝒕𝒔𝒆𝒏,𝑴𝒊𝒕𝒓𝒊𝒏𝒐𝒗𝒊𝒄𝒊,𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓
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𝟖𝑹𝟐 + 𝟖𝑹𝒓 + 𝟔𝒓𝟐 + 𝟐𝒓𝟐 + 𝟖𝑹𝒓

𝟑𝟐. 𝟑√𝟑𝒓. 𝟐𝒓. 𝒓
=
𝟖(𝑹𝟐 + 𝟐𝒓𝑹 + 𝒓𝟐)

𝟏𝟗𝟐√𝟑𝒓𝟑
≤ 

(𝑹 + 𝒓)𝟐

𝟐𝟒√𝟑𝒓𝟑
≤

𝟑𝑹𝟐

𝟑𝟐√𝟑𝒓𝟑
=
𝟑√𝟑𝑹𝟐

𝟑. 𝟑𝟐𝒓𝟑
=
√𝟑𝑹𝟐

𝟑𝟐𝒓𝟑
  (𝑹𝑯𝑺) 

∑
𝒂

(𝒂 + 𝒃)(𝒂 + 𝒄)
𝒄𝒚𝒄

=
𝟒𝒑𝟐 − (𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)

(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒂 + 𝒄)
= 

𝟐𝒑𝟐 + 𝟐𝒓𝟐 + 𝟖𝑹𝒓

(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒂 + 𝒄)
≥⏞

𝑨𝑴−𝑮𝑴 𝟐𝒑𝟐 + 𝟐𝒓𝟐 + 𝟖𝑹𝒓

(
(𝒂 + 𝒃) + (𝒂 + 𝒄) + (𝒃 + 𝒄)

𝟑
)
𝟑 = 

𝟓𝟒(𝒑𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟒𝑹𝒓)

𝟔𝟒𝒑𝟑
≥⏞

𝑮𝒆𝒓𝒓𝒆𝒕𝒔𝒆𝒏,𝑴𝒊𝒕𝒓𝒊𝒏𝒐𝒗𝒊𝒄𝒊
𝟐𝟕(𝟏𝟐𝑹𝒓 + 𝟑𝒓𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟒𝑹𝒓)

𝟑𝟐.
𝟖𝟏√𝟑𝑹𝟑

𝟖

= 

𝟏𝟔𝑹𝒓 + 𝟒𝒓𝟐

𝟏𝟐√𝟑𝑹𝟑
≥⏞

𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓 𝟑𝟔𝒓𝟐

𝟏𝟐√𝟑𝑹𝟑
=
√𝟑𝒓𝟐

𝑹𝟑
 (𝑳𝑯𝑺) 

𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒇𝒐𝒓 ∶    𝒂 = 𝒃 = 𝒄 
 

4237. 
𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐭𝐡𝒂𝐭 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

(𝐛 + 𝐜)𝐫𝒂
(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)

+
(𝐜 + 𝒂)𝐫𝐛

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)
+

(𝒂 + 𝐛)𝐫𝐜
(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)

<
𝟑√𝟑𝐑

𝟐𝐫
 

 
  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
 

(𝐛 + 𝐜)𝐫𝒂
(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)

+
(𝐜 + 𝒂)𝐫𝐛

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)
+

(𝒂 + 𝐛)𝐫𝐜
(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)

 

=
−𝐫𝐬

(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂)𝐫𝟐𝐬
.∑((𝐛 + 𝐜)(𝐛 − 𝐜)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜))

𝐜𝐲𝐜

 

=
−𝟏

(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂)𝐫
.∑((𝐛𝟐 − 𝐜𝟐)(−𝐬𝟐 + 𝐬𝒂 + 𝐛𝐜))

𝐜𝐲𝐜

 

=
−𝟏

(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂)𝐫
.

(

 
 
−𝐬𝟐∑(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐)

𝐜𝐲𝐜

+ 𝐬∑(𝒂(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜

+

∑(𝐛𝐜(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜 )

 
 

 

∴
(𝐛 + 𝐜)𝐫𝒂

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)
+

(𝐜 + 𝒂)𝐫𝐛
(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)

+
(𝒂 + 𝐛)𝐫𝐜

(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)
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=
−𝟏

(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂)𝐫
. (𝐬∑(𝒂(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜

+∑(𝐛𝐜(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜

) →① 

𝐍𝐨𝐰,∑(𝒂(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜

= 𝒂𝐛(𝐛 − 𝒂) + 𝐜𝟐(𝐛 − 𝒂) − 𝐜(𝐛 + 𝒂)(𝐛 − 𝒂) 

= (𝐛 − 𝒂)(𝐛(𝒂 − 𝐜) − 𝐜(𝒂 − 𝐜)) = (𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂) =∑(𝒂(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜

→② 

∑(𝐛𝐜(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜

= 𝐛𝐜(𝐛 − 𝐜)(𝐛 + 𝐜) − 𝒂(𝐛 − 𝐜)(𝐛𝟐 + 𝐛𝐜 + 𝐜𝟐) + 𝒂𝟑(𝐛 − 𝐜) 

= (𝐛 − 𝐜) (𝐛𝟐(𝐜 − 𝒂) + 𝐛𝐜(𝐜 − 𝒂) − 𝒂(𝐜 − 𝒂)(𝐜 + 𝒂)) 

= (𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂)((𝐛 + 𝒂)(𝐛 − 𝒂) + 𝐜(𝐛 − 𝒂)) = −𝟐𝐬(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂) 

=∑(𝐛𝐜(𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝐜𝐲𝐜

→③ 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,①,② 𝒂𝐧𝐝 ③ ⇒ 𝐋𝐇𝐒 = 

−𝟏

(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂)𝐫
. (𝐬(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂) − 𝟐𝐬(𝒂 − 𝐛)(𝐛 − 𝐜)(𝐜 − 𝒂)) 

=
𝐬

𝐫
<

𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜 𝟑√𝟑𝐑

𝟐𝐫
; 𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐝𝐨𝐞𝐬𝐧′𝐭 𝐨𝐜𝐜𝐮𝐫 𝐛𝐞𝐜𝒂𝐮𝐬𝐞 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

(𝐛 + 𝐜)𝐫𝒂
(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)

+
(𝐜 + 𝒂)𝐫𝐛

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)
+

(𝒂 + 𝐛)𝐫𝐜
(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)

<
𝟑√𝟑𝐑

𝟐𝐫
 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4238. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐭𝐡𝒂𝐭 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟏

𝟐𝟕𝐑𝟔
<

𝟏

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)𝒂𝟐𝐛𝐜
+

𝟏

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)𝐛𝟐𝐜𝒂
+

𝟏

(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)𝐜𝟐𝒂𝐛
< 

𝟏

𝟏𝟕𝟐𝟖𝐫𝟔
 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐨𝐫 𝒙 ≠ 𝐲 ≠ 𝐳,∑
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)𝒙𝟐𝐲𝐳
𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (−𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝐳𝒙(𝐳 − 𝒙) − 𝒙𝐲(𝒙 − 𝐲)) 

= −
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲 + 𝐳) + 𝒙𝟐(𝐲 − 𝐳)) 

= −
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (𝐲 − 𝐳)(𝐲(𝐳 − 𝒙) − 𝒙(𝐳 − 𝒙)) 

=
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)(𝒙 − 𝐲) 
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∴∑
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)𝒙𝟐𝐲𝐳
𝐜𝐲𝐜

=
𝟏

𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝒙 ≡ 𝒂, 𝐲 ≡ 𝐛, 𝐳 ≡ 𝐜, 

𝟏

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)𝒂𝟐𝐛𝐜
+

𝟏

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)𝐛𝟐𝐜𝒂
+

𝟏

(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)𝐜𝟐𝒂𝐛
=

𝟏

𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐
 

=
𝟏

𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐
 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐯𝐢𝒂 𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫, 

𝟏

𝟏𝟔𝐑𝟐.
𝐑𝟐

𝟒 .
𝟐𝟕𝐑𝟐

𝟒

<
𝟏

𝟏𝟔𝐑𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐
<

𝟏

𝟔𝟒𝐫𝟐. 𝐫𝟐. 𝟐𝟕𝐫𝟐
 

(𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐝𝐨𝐞𝐬𝐧′𝐭 𝐨𝐜𝐜𝐮𝐫 𝐛𝐞𝐜𝒂𝐮𝐬𝐞 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜) ∴
𝟏

𝟐𝟕𝐑𝟔
< 

𝟏

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)𝒂𝟐𝐛𝐜
+

𝟏

(𝐛 − 𝐜)(𝐛 − 𝒂)𝐛𝟐𝐜𝒂
+

𝟏

(𝐜 − 𝒂)(𝐜 − 𝐛)𝐜𝟐𝒂𝐛
<

𝟏

𝟏𝟕𝟐𝟖𝐫𝟔
 (𝐐𝐄𝐃) 

 
 
 
 
 
 

4239. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐭𝐡𝒂𝐭 𝐫𝒂 ≠ 𝐫𝐛 ≠ 𝐫𝐜, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟔𝟒

𝟕𝟐𝟗𝐑𝟔
<

𝟏

(𝐫𝒂 − 𝐫𝐛)(𝐫𝒂 − 𝐫𝐜)𝐫𝒂
𝟐𝐫𝐛𝐫𝐜

+
𝟏

(𝐫𝐛 − 𝐫𝐜)(𝐫𝐛 − 𝐫𝒂)𝐫𝐛
𝟐𝐫𝐜𝐫𝒂

+
𝟏

(𝐫𝐜 − 𝐫𝒂)(𝐫𝐜 − 𝐫𝐛)𝐫𝐜
𝟐𝐫𝒂𝐫𝐛

<
𝟏

𝟕𝟐𝟗𝐫𝟔
 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐨𝐫 𝒙 ≠ 𝐲 ≠ 𝐳,∑
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)𝒙𝟐𝐲𝐳
𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (−𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝐳𝒙(𝐳 − 𝒙) − 𝒙𝐲(𝒙 − 𝐲)) 

= −
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲 + 𝐳) + 𝒙𝟐(𝐲 − 𝐳)) 

= −
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (𝐲 − 𝐳)(𝐲(𝐳 − 𝒙) − 𝒙(𝐳 − 𝒙)) 

=
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
. (𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)(𝒙 − 𝐲) 

∴ ∑
𝟏

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)𝒙𝟐𝐲𝐳
𝐜𝐲𝐜

=
𝟏

𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝒙 ≡ 𝐫𝒂, 𝐲 ≡ 𝐫𝐛, 𝐳 ≡ 𝐫𝐜, 
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𝟏

(𝐫𝒂 − 𝐫𝐛)(𝐫𝒂 − 𝐫𝐜)𝐫𝒂𝟐𝐫𝐛𝐫𝐜
+

𝟏

(𝐫𝐛 − 𝐫𝐜)(𝐫𝐛 − 𝐫𝒂)𝐫𝐛
𝟐𝐫𝐜𝐫𝒂

+
𝟏

(𝐫𝐜 − 𝐫𝒂)(𝐫𝐜 − 𝐫𝐛)𝐫𝐜𝟐𝐫𝒂𝐫𝐛
 

=
𝟏

𝐫𝒂
𝟐𝐫𝐛
𝟐𝐫𝐜
𝟐
=

𝟏

𝐫𝟐𝐬𝟒
 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐯𝐢𝒂 𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫,

𝟏

𝐑𝟐

𝟒 .
𝟕𝟐𝟗𝐑𝟒

𝟏𝟔

<
𝟏

𝐫𝟐𝐬𝟒
<

𝟏

𝐫𝟐. 𝟕𝟐𝟗𝐫𝟒
 

(𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐝𝐨𝐞𝐬𝐧′𝐭 𝐨𝐜𝐜𝐮𝐫 𝐛𝐞𝐜𝒂𝐮𝐬𝐞 𝐫𝒂 ≠ 𝐫𝐛 ≠ 𝐫𝐜 ⇒ 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜) 

∴
𝟔𝟒

𝟕𝟐𝟗𝐑𝟔
<

𝟏

(𝐫𝒂 − 𝐫𝐛)(𝐫𝒂 − 𝐫𝐜)𝐫𝒂𝟐𝐫𝐛𝐫𝐜
+

𝟏

(𝐫𝐛 − 𝐫𝐜)(𝐫𝐛 − 𝐫𝒂)𝐫𝐛
𝟐𝐫𝐜𝐫𝒂

+ 

𝟏

(𝐫𝐜 − 𝐫𝒂)(𝐫𝐜 − 𝐫𝐛)𝐫𝐜
𝟐𝐫𝒂𝐫𝐛

<
𝟏

𝟕𝟐𝟗𝐫𝟔
 (𝐐𝐄𝐃) 

 

 

 

 

 

 

4240.         
𝑳𝒆𝒕 𝑷, 𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑨𝟑 𝒂𝒓𝒆 𝒂𝒏𝒚 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔 𝒐𝒏 𝒂 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆 𝒂𝒏𝒅 𝑮𝟏, 𝑮𝟐, 𝑮𝟑 𝒂𝒓𝒆 𝒕𝒉𝒆 𝒄𝒆𝒏𝒕𝒓𝒐𝒊𝒅𝒔 𝒐𝒇 

𝑷𝑨𝟏𝑨𝟐, 𝑷𝑨𝟐𝑨𝟑, 𝑷𝑨𝟑𝑨𝟏 𝐫𝐞𝐬𝐩𝐞𝐜𝐭𝐢𝐯𝐞𝐥𝐲. 𝑷𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕 ∶ 
𝟏) 𝑮𝟏𝑮𝟐 ∥  𝑨𝟏 𝑨𝟑, 𝑮𝟐𝑮𝟑 ∥  𝑨𝟏 𝑨𝟐 𝒂𝒏𝒅 𝑮𝟑𝑮𝟏 ∥  𝑨𝟐 𝑨𝟑  
𝟐) [∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑] = 𝟗[∆𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑]                                        

Proposed by Jafar Nikpour-Iran 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 

𝑳𝒆𝒕′𝒔 𝒅𝒆𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒆 𝒕𝒉𝒆 𝒄𝒐𝒐𝒓𝒅𝒊𝒏𝒂𝒕𝒆𝒔 𝒐𝒇 𝒕𝒉𝒆 𝒄𝒆𝒏𝒕𝒆𝒓𝒔 𝒐𝒇 𝒈𝒓𝒂𝒗𝒊𝒕𝒚 𝑮𝟏, 𝑮𝟐, 𝑮𝟑  

𝑮𝟏 (
𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟒

𝟑
;
𝒚𝟏 + 𝒚𝟐 + 𝒚𝟒

𝟑
), 
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𝑮𝟐 (
𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟒

𝟑
;
𝒚𝟐 + 𝒚𝟑 + 𝒚𝟒

𝟑
) , 𝑮𝟑 (

𝒙𝟏 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟒
𝟑

;
𝒚𝟏 + 𝒚𝟑 + 𝒚𝟒

𝟑
) 

𝑮𝟏𝑮𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (
𝒙𝟑 − 𝒙𝟏
𝟑

;
𝒚𝟑 − 𝒚𝟏
𝟑

) ,𝑨𝟏𝑨𝟑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝒙𝟑 − 𝒙𝟏; 𝒚𝟑 − 𝒚𝟏) ⇒ 𝑮𝟏𝑮𝟐  ∥  𝑨𝟏 𝑨𝟑 

𝑮𝟐𝑮𝟑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (
𝒙𝟏 − 𝒙𝟐
𝟑

;
𝒚𝟏 − 𝒚𝟐
𝟑

) ,𝑨𝟏𝑨𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝒙𝟐 − 𝒙𝟏; 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏) ⇒ 𝑮𝟐𝑮𝟑  ∥  𝑨𝟏 𝑨𝟐 

𝑮𝟑𝑮𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (
𝒙𝟐 − 𝒙𝟑
𝟑

;
𝒚𝟐 − 𝒚𝟑
𝟑

) ,𝑨𝟐𝑨𝟑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝒙𝟑 − 𝒙𝟐; 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐) ⇒ 𝑮𝟑𝑮𝟏  ∥  𝑨𝟐 𝑨𝟑 

𝑮𝟏𝑮𝟐  ∥  𝑨𝟏 𝑨𝟑
𝑮𝟐𝑮𝟑  ∥  𝑨𝟏 𝑨𝟐
𝑮𝟑𝑮𝟏  ∥  𝑨𝟐 𝑨𝟑

} ⇒ ∆𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑~∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 ⇒ 𝒌 = 𝟑 𝒉𝒆𝒓𝒆 𝒌 −  𝒊𝒔 𝒕𝒉𝒆 𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐 𝒐𝒇 𝒔𝒊𝒎𝒊𝒍𝒊𝒕𝒖𝒅𝒆 

𝑻𝒉𝒆𝒏 [∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑] ÷ [∆𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑] = 𝒌
𝟐 = 𝟗 . 

 
 
 

 
              

 

 

4241. 𝑰𝒏 𝒂 𝒏𝒐𝒏 − 𝒆𝒒𝒖𝒊𝒍𝒂𝒕𝒆𝒓𝒂𝒍 𝚫𝑨𝑩𝑪 𝒘𝒊𝒕𝒉
𝟐𝒂

𝑹
=
𝟑√𝟑𝒃

𝒔
=
𝒔

𝒓
 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕: 

 𝑹 =
𝟏𝟒

𝟑
𝒓  

Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 

𝑳𝒆𝒕 
𝟐𝒂

𝑹
=
𝟑√𝟑𝒃

𝒔
=
𝒔

𝒓
= 𝒌 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒂 =

𝒌𝑹

𝟐
, 𝒃 =

𝒌𝒔

𝟑√𝟑
, 𝒄 = 𝒌𝒓  

𝒂𝒃𝒄 = 𝟒𝑹𝒓𝒔 𝒐𝒓,
𝒌𝑹

𝟐
.
𝒌𝒔

𝟑√𝟑
. 𝒌𝒓 = 𝟒𝑹𝒓𝒔 ⇒ 𝒌 = 𝟐√𝟑 

𝒂 + 𝒃 + 𝒄 = 𝟐𝒔 𝒐𝒓,
𝒌𝑹

𝟐
+
𝒌𝒔

𝟑√𝟑
+ 𝒌𝒓 = 𝟐𝒔 𝒐𝒓 √𝟑𝑹+

𝟐𝒔

𝟑
+ 𝟐√𝟑𝒓 =

𝒌= 𝟐√𝟑
𝟐𝒔  

𝟒𝒔

𝟑
= √𝟑(𝑹+ 𝟐𝒓) 𝒐𝒓,

𝒔

𝒓
=
𝟑√𝟑

𝟒
(
𝑹

𝒓
+ 𝟐) (𝟏)  

𝒂𝒃 =
𝟐√𝟑

𝟑
𝑹𝒔, 𝒃𝒄 =

𝟒√𝟑

𝟑
𝒓𝒔, 𝒄𝒂 = 𝟔𝑹𝒓 

𝒂𝒃 + 𝒃𝒄 + 𝒄𝒂 = 𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟒𝑹𝒓 𝒐𝒓,
𝟐√𝟑

𝟑
𝑹𝒔 +

𝟒√𝟑

𝟑
𝒓𝒔 + 𝟔𝑹𝒓 = 𝒔𝟐 + 𝒓𝟐 + 𝟒𝑹𝒓  
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𝒐𝒓,
𝟐√𝟑

𝟑
𝒙𝒚 +

𝟒√𝟑

𝟑
𝒚 + 𝟔𝒙

= 𝒚𝟐 + 𝟏 + 𝟒𝒙,(  𝒙 =
𝑹

𝒓
, 𝒚 =

𝒔

𝒓
=
(𝟏)
 
𝟑√𝟑

𝟒
(
𝑹

𝒓
+ 𝟐) =

𝟑√𝟑

𝟒
(𝒙 + 𝟐)) 

𝟐√𝟑

𝟑
𝒙.
𝟑√𝟑

𝟒
(𝒙 + 𝟐) +

𝟒√𝟑

𝟑
.
𝟑√𝟑

𝟒
(𝒙 + 𝟐) + 𝟔𝒙 = (

𝟑√𝟑

𝟒
(𝒙 + 𝟐))

𝟐

+ 𝟏 + 𝟒𝒙  

𝟑

𝟐
𝒙(𝒙 + 𝟐) + 𝟑(𝒙 + 𝟐) + 𝟔𝒙 =

𝟐𝟕

𝟏𝟔
(𝒙 + 𝟐)𝟐 + 𝟏 + 𝟒𝒙  

𝟑

𝟐
𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 + 𝟔 =

𝟐𝟕

𝟏𝟔
𝒙𝟐 +

𝟒𝟑𝒙

𝟒
+
𝟑𝟏

𝟒
  𝒐𝒓  𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝟎𝒙 + 𝟐𝟖 = 𝟎  

(𝟑𝒙 − 𝟏𝟒)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎 

 𝒙 =
𝟏𝟒

𝟑
(𝒂𝒔 𝒙 =

𝑹

𝒓
≠ 𝟐, 𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆  𝒕𝒓𝒊𝒂𝒏𝒈𝒍𝒆 𝒊𝒔  𝒏𝒐𝒏 − 𝒆𝒒𝒖𝒊𝒍𝒂𝒕𝒆𝒓𝒂𝒍)   𝒐𝒓 𝑹 =

𝟏𝟒

𝟑
𝒓 . 

4242.  𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐏 → 𝒂𝐧 𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐢𝐨𝐫 𝐩𝐨𝐢𝐧𝐭,  

𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑
𝐏𝐀𝟐

𝒂
𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟐√𝟑𝐫 

  Proposed by Adgozel Adgozalov-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chaktraborty-Kolkata-India 

𝐕𝐢𝒂 𝐌𝐮𝐫𝐫𝒂𝐲 𝐒. 𝐊𝒍𝒂𝐦𝐤𝐢𝐧 (𝟏𝟗𝟕𝟓), 𝐢𝐟 𝒙, 𝐲, 𝐳 𝒂𝐫𝐞 𝐫𝐞𝒂𝒍 𝐧𝐮𝐦𝐛𝐞𝐫𝐬, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 
(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)(𝒙.𝐏𝐀𝟐 + 𝐲.𝐏𝐁𝟐 + 𝐳. 𝐏𝐂𝟐) ≥ 𝐲𝐳𝒂𝟐 + 𝐳𝒙𝐛𝟐 + 𝒙𝐲𝐜𝟐 

𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝒙 ≡
𝟏

𝒂
, 𝐲 ≡

𝟏

𝐛
, 𝐳 ≡

𝟏

𝐜
,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ (∑

𝟏

𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑
𝐏𝐀𝟐

𝒂
𝐜𝐲𝐜

) ≥∑
𝒂𝟐

𝐛𝐜
𝐜𝐲𝐜

 

⇒∑
𝐏𝐀𝟐

𝒂
𝐜𝐲𝐜

≥
∑ 𝒂𝟑𝐜𝐲𝐜

∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜
≥

𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯 (∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝒂𝐜𝐲𝐜 )

𝟑∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜
≥
(∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝒂𝐜𝐲𝐜 )

𝟑∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜
 

≥
𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜 𝟔√𝟑𝐫

𝟑
 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, :∑

𝐏𝐀𝟐

𝒂
𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟐√𝟑𝐫  ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4243. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝟑𝑹

𝒓
− 𝟐 ≥

𝒂

𝒃
+
𝒃

𝒄
+
𝒄

𝒂
+

𝟑√𝒂𝒃𝒄
𝟑

𝒂 + 𝒃 + 𝒄
≥ 𝟒 
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Proposed by Alex Szoros-Romania 
Solution by Tapas Das-India 

𝑳𝒆𝒎𝒎𝒂:∀ 𝒙, 𝒚, 𝒛 > 0 ,
𝒙

𝒚
+
𝒚

𝒛
+
𝒛

𝒙
≥
(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

√𝒙𝒚𝒛
𝟑

 

𝑷𝒓𝒐𝒐𝒇: 𝟑 (
𝒙

𝒚
+
𝒚

𝒛
+
𝒛

𝒙
) = (

𝒙

𝒚
+
𝒙

𝒚
+
𝒚

𝒛
) + (

𝒚

𝒛
+
𝒚

𝒛
+
𝒛

𝒙
) + (

𝒛

𝒙
+
𝒛

𝒙
+
𝒙

𝒚
) ≥
𝑨𝑴−𝑮𝑴

 

≥  ∑
𝟑𝒙

√𝒙𝒚𝒛
𝟑

=
𝟑(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

√𝒙𝒚𝒛
𝟑

  𝒐𝒓 
𝒙

𝒚
+
𝒚

𝒛
+
𝒛

𝒙
≥
(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

√𝒙𝒚𝒛
𝟑

  (𝒑𝒓𝒐𝒐𝒇 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒕𝒆) 

𝒂

𝒃
+
𝒃

𝒄
+
𝒄

𝒂
+

𝟑√𝒂𝒃𝒄
𝟑

𝒂 + 𝒃 + 𝒄
=
𝟐

𝟑
(
𝒂

𝒃
+
𝒃

𝒄
+
𝒄

𝒂
) +

𝟏

𝟑
(
𝒂

𝒃
+
𝒃

𝒄
+
𝒄

𝒂
) +

𝟑√𝒂𝒃𝒄
𝟑

𝒂 + 𝒃 + 𝒄
≥ 

≥

𝑨𝑴−𝑮𝑴
𝑳𝒆𝒎𝒎𝒂 𝟐

𝟑
× 𝟑 +

𝟏

𝟑
 .
𝒂 + 𝒃 + 𝒄

√𝒂𝒃𝒄
𝟑

 
+

𝟑√𝒂𝒃𝒄
𝟑

𝒂 + 𝒃 + 𝒄
≥

𝑨𝑴−𝑮𝑴.
 𝟐 + 𝟐√

𝟏

𝟑
 .
𝒂 + 𝒃 + 𝒄

√𝒂𝒃𝒄
𝟑

 
.
𝟑√𝒂𝒃𝒄
𝟑

𝒂 + 𝒃 + 𝒄
= 𝟒 

𝟑√𝒂𝒃𝒄
𝟑

𝒂 + 𝒃 + 𝒄
≤

𝑨𝑴−𝑮𝑴 𝒂 + 𝒃 + 𝒄

𝒂 + 𝒃 + 𝒄
= 𝟏  & 

𝒂

𝒃
+
𝒃

𝒄
+
𝒄

𝒂
≤
𝑪𝑩𝑺
  

≤ √(∑𝒂𝟐) (∑
𝟏

𝒂𝟐
) ≤
𝑳𝒆𝒊𝒃𝒏𝒊𝒛 ,𝑆𝑡𝑒𝒊𝒏𝒊𝒏𝒈

 
  √
𝟗𝑹𝟐

𝟒𝒓𝟐
 =

𝟑𝑹

𝟐𝒓
  

𝑾𝒆 𝒏𝒆𝒆𝒅 𝒕𝒐 𝒔𝒉𝒐𝒘:𝟏 +
𝟑𝑹

𝟐𝒓
≤
𝟑𝑹

𝒓
− 𝟐 𝒐𝒓,

𝟑𝑹

𝟐𝒓
≥ 𝟑 𝒐𝒓,𝑹 ≥ 𝟐𝒓 𝒕𝒓𝒖𝒆 𝒃𝒚 𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓. 

Equality holds for an equilateral triangle. 
 

 

4244. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝐑

𝟐𝐫
(
𝐑

𝐫
+
𝟏

𝟒
) +

𝟑𝐬

𝟒𝐫
≥∑

𝐫𝒂

𝒂 − √𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐
𝐜𝐲𝐜

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑ 𝐧𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢
√𝟑∑ (𝐬𝟐 −

𝐫
𝐑 . 𝐬

𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐
𝐀
𝟐 )𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
 

=
√𝟑(

(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝐑 )

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
?
√
𝐑

𝟐𝐫
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⇔
𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐑𝟐(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 + 𝟔𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
(∗)

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 

𝐍𝐨𝐰,𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≤
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫) (𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 + 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

≤
?
(𝐑𝟐 + 𝟔𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 

⇔ 𝐑(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫). 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫  

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐑 − 𝟐𝐫 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠 ∶ 

𝐑𝟐(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟏𝟒𝟒𝐫𝟐(𝟑𝐑 − 𝐫)𝟐(𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

⇔ 𝟐𝟓𝟔𝐭𝟓 + 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟒 − 𝟑𝟐𝟗𝟔𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟓𝟐𝐭𝟐 + 𝟐𝟎𝟗𝟕𝐭 + 𝟐𝟖𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔
(𝟒𝐭 + 𝟏)𝟐

𝟏𝟎𝟎
((𝟏𝟔𝐭 +

𝟑𝟑𝟔

𝟓
) (𝟏𝟎𝐭 − 𝟐𝟏)𝟐 +

𝟐𝟑𝟒𝟎(𝐭 − 𝟐) + 𝟓𝟎𝟒

𝟓
) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞  

(𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ √
𝐑

𝟐𝐫
(
𝐑

𝐫
+
𝟏

𝟒
) +

𝟑𝐬

𝟒𝐫
−∑

𝐫𝒂

𝒂 − √𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐𝐜𝐲𝐜

≥ 

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐫
+
𝟑𝐬

𝟒𝐫
−∑

𝐫𝒂

𝒂 − √𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐𝐜𝐲𝐜

=
𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

∑
𝐧𝒂 + 𝐬

𝟒𝐫
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐫𝒂

𝒂 −
𝒂𝐧𝒂
𝐬𝐜𝐲𝐜

 

=∑
𝐧𝒂 + 𝐬

𝟒𝐫
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐫𝒂(𝐬 + 𝐧𝒂)

𝒂(𝐬 − 𝐧𝒂)(𝐬 + 𝐧𝒂)
𝐜𝐲𝐜

=
𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

∑
𝐧𝒂 + 𝐬

𝟒𝐫
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐫𝒂(𝐬 + 𝐧𝒂)

𝒂. 𝟐𝐡𝒂𝐫𝒂
𝐜𝐲𝐜

 

=∑
𝐧𝒂 + 𝐬

𝟒𝐫
𝐜𝐲𝐜

−∑
𝐬 + 𝐧𝒂
𝟒𝐫

𝐜𝐲𝐜

= 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

√
𝐑

𝟐𝐫
(
𝐑

𝐫
+
𝟏

𝟒
) +

𝟑𝐬

𝟒𝐫
≥∑

𝐫𝒂

𝒂 −√𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐𝐜𝐲𝐜

 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4245. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐩𝒂. √
𝐰𝒂
𝒈𝒂
+ 𝐩𝐛. √

𝐰𝐛
𝒈𝐛
+ 𝐩𝐜. √

𝐰𝐜
𝒈𝐜

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤ (

𝐑

𝟐𝐫
)

𝟏
𝟔
. (
𝐰𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜

𝐡𝒂𝐡𝐛𝐡𝐜
)

𝟏
𝟑
.
((𝐡𝒂 − 𝐫)(𝐡𝐛 − 𝐫)(𝐡𝐜 − 𝐫))

𝟏
𝟑

𝟐𝐫
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(
𝐑

𝟐𝐫
) . (

𝐰𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐡𝒂𝐡𝐛𝐡𝐜

)
𝟐

.
((𝐡𝒂 − 𝐫)(𝐡𝐛 − 𝐫)(𝐡𝐜 − 𝐫))

𝟐

𝟔𝟒𝐫𝟔
= 

=
(
𝐑
𝟐𝐫)

𝟔𝟒𝐫𝟔
. (

𝟑𝟐𝐑𝐫𝟐𝐬𝟑

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)
.
𝐑

𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐
.
𝐫𝟑(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)

𝟒𝐑𝐫𝐬
)

𝟐

=
𝐑𝟑

𝟖𝐫𝟑
 

∴ 𝐑𝐇𝐒 = √
𝐑

𝟐𝐫
→① 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐩𝒂. √

𝐰𝒂
𝒈𝒂

≤ 𝐧𝒂 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬  

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐒𝐨𝒍𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐭𝐨 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 − 𝟏𝟏𝟖 𝐛𝐲 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢;

𝐩𝐮𝐛𝒍𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) 

∴

∑ (𝐩𝒂. √
𝐰𝒂
𝒈𝒂
)𝐜𝐲𝐜

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤
∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑ 𝐧𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢
√𝟑∑ (𝐬𝟐 −

𝐫
𝐑 . 𝐬

𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐
𝐀
𝟐 )𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
 

=
√𝟑(

(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝐑 )

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
?
𝐑𝐇𝐒 =

𝐯𝐢𝒂 ①
√
𝐑

𝟐𝐫
 

⇔
𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐑𝟐(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 + 𝟔𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
(∗)

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 

𝐍𝐨𝐰,𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≤
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫) (𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 + 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

≤
?
(𝐑𝟐 + 𝟔𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 

⇔ 𝐑(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫). 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐑 − 𝟐𝐫 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠 ∶ 

𝐑𝟐(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟏𝟒𝟒𝐫𝟐(𝟑𝐑 − 𝐫)𝟐(𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

⇔ 𝟐𝟓𝟔𝐭𝟓 + 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟒 − 𝟑𝟐𝟗𝟔𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟓𝟐𝐭𝟐 + 𝟐𝟎𝟗𝟕𝐭 + 𝟐𝟖𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔
(𝟒𝐭 + 𝟏)𝟐

𝟏𝟎𝟎
((𝟏𝟔𝐭 +

𝟑𝟑𝟔

𝟓
) (𝟏𝟎𝐭 − 𝟐𝟏)𝟐 +

𝟐𝟑𝟒𝟎(𝐭 − 𝟐) + 𝟓𝟎𝟒

𝟓
) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞  

(𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴

𝐩𝒂. √
𝐰𝒂
𝒈𝒂
+ 𝐩𝐛. √

𝐰𝐛
𝒈𝐛
+ 𝐩𝐜. √

𝐰𝐜
𝒈𝐜

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤ (

𝐑

𝟐𝐫
)

𝟏
𝟔
. (
𝐰𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐡𝒂𝐡𝐛𝐡𝐜

)

𝟏
𝟑
.
((𝐡𝒂 − 𝐫)(𝐡𝐛 − 𝐫)(𝐡𝐜 − 𝐫))

𝟏
𝟑

𝟐𝐫
 

∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4246. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

≤ (
𝐑

𝟐𝐫
)

𝟏
𝟔
. (
𝐰𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐡𝒂𝐡𝐛𝐡𝐜

)

𝟏
𝟑
.
((𝐡𝒂 − 𝐫)(𝐡𝐛 − 𝐫)(𝐡𝐜 − 𝐫))

𝟏
𝟑

𝟐𝐫
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(
𝐑

𝟐𝐫
) . (

𝐰𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐡𝒂𝐡𝐛𝐡𝐜

)
𝟐

.
((𝐡𝒂 − 𝐫)(𝐡𝐛 − 𝐫)(𝐡𝐜 − 𝐫))

𝟐

𝟔𝟒𝐫𝟔
= 

=
(
𝐑
𝟐𝐫)

𝟔𝟒𝐫𝟔
. (

𝟑𝟐𝐑𝐫𝟐𝐬𝟑

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)
.
𝐑

𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐
.
𝐫𝟑(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)

𝟒𝐑𝐫𝐬
)

𝟐

=
𝐑𝟑

𝟖𝐫𝟑
 

∴ 𝐑𝐇𝐒 = √
𝐑

𝟐𝐫
→① 𝒂𝐧𝐝 

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑ 𝐧𝒂
𝟐

𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢
 

√𝟑∑ (𝐬𝟐 −
𝐫
𝐑 . 𝐬

𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐
𝐀
𝟐 )𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=
√𝟑(

(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝐑 )

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
?
𝐑𝐇𝐒 =

𝐯𝐢𝒂 ①
√
𝐑

𝟐𝐫
 

⇔
𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐑𝟐(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 + 𝟔𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
(∗)

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 

𝐍𝐨𝐰,𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≤
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫) (𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 + 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

≤
?
(𝐑𝟐 + 𝟔𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 

⇔ 𝐑(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫). 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫  

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐑 − 𝟐𝐫 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠 ∶ 

𝐑𝟐(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟏𝟒𝟒𝐫𝟐(𝟑𝐑 − 𝐫)𝟐(𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

⇔ 𝟐𝟓𝟔𝐭𝟓 + 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟒 − 𝟑𝟐𝟗𝟔𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟓𝟐𝐭𝟐 + 𝟐𝟎𝟗𝟕𝐭 + 𝟐𝟖𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔
(𝟒𝐭 + 𝟏)𝟐

𝟏𝟎𝟎
((𝟏𝟔𝐭 +

𝟑𝟑𝟔

𝟓
) (𝟏𝟎𝐭 − 𝟐𝟏)𝟐 +

𝟐𝟑𝟒𝟎(𝐭 − 𝟐) + 𝟓𝟎𝟒

𝟓
) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞  

(𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴
𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

≤ (
𝐑

𝟐𝐫
)

𝟏
𝟔
. (
𝐰𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐡𝒂𝐡𝐛𝐡𝐜

)

𝟏
𝟑
.
((𝐡𝒂 − 𝐫)(𝐡𝐛 − 𝐫)(𝐡𝐜 − 𝐫))

𝟏
𝟑

𝟐𝐫
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4247. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑(
𝐫𝒂 − 𝐫

𝐰𝒂
. √
𝐡𝒂
𝐫𝒂
)

𝐜𝐲𝐜

≥

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜 + ∑ (𝐩𝒂. √
𝐰𝒂
𝒈𝒂
)𝐜𝐲𝐜

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
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∑(
𝐫𝒂 − 𝐫

𝐰𝒂
. √
𝐡𝒂
𝐫𝒂
)

𝐜𝐲𝐜

=∑(
𝐫𝐬. 𝒂(𝐛 + 𝐜)

𝐬(𝐬 − 𝒂). 𝟐𝐛𝐜 𝐜𝐨𝐬
𝐀
𝟐

. √
𝟐𝐫𝐬

𝟒𝐑𝐬𝐢𝐧
𝐀
𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝐀
𝟐 . 𝐬 𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐

)

𝐜𝐲𝐜

 

= √
𝐫

𝟐𝐑
.∑

𝐫𝒂(𝐛 + 𝐜)

(𝐬 − 𝒂)𝐛𝐜. 𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝐀
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐𝐜𝐲𝐜

= √
𝐫

𝟐𝐑
.∑

𝟐𝐑𝐫. 𝒂(𝐛 + 𝐜)

(𝐬 − 𝒂)𝒂𝐛𝐜
𝐜𝐲𝐜

 

= √
𝐫

𝟐𝐑
.
𝟐𝐑𝐫

𝟒𝐑𝐫𝐬
.∑

𝒂(𝐬 + 𝐬 − 𝒂)

𝐬 − 𝒂
𝐜𝐲𝐜

= √
𝐫

𝟐𝐑
.
𝟏

𝟐𝐬
. (𝐬∑

𝒂− 𝐬 + 𝐬

𝐬 − 𝒂
𝐜𝐲𝐜

+ 𝟐𝐬) 

= √
𝐫

𝟐𝐑
.
𝟏

𝟐𝐬
. (𝐬 (−𝟑 +

𝐬(𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)

𝐫𝟐𝐬
) + 𝟐𝐬) = √

𝐫

𝟐𝐑
.
𝟏

𝟐𝐬
. 𝐬.
𝟒𝐑

𝐫
 

⇒∑(
𝐫𝒂 − 𝐫

𝐰𝒂
. √
𝐡𝒂
𝐫𝒂
)

𝐜𝐲𝐜

= √
𝟐𝐑

𝐫
→① 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧, 𝐩𝒂. √

𝐰𝒂
𝒈𝒂

≤ 𝐧𝒂 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐒𝐨𝒍𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐭𝐨 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 − 𝟏𝟏𝟖 𝐛𝐲 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢;

𝐩𝐮𝐛𝒍𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) 

⇒

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜 + ∑ (𝐩𝒂. √
𝐰𝒂
𝒈𝒂
)𝐜𝐲𝐜

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤
𝟐∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
𝐂𝐁𝐒

𝟐. √𝟑∑ 𝐧𝒂
𝟐

𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢
 

𝟐.√𝟑∑ (𝐬𝟐 −
𝐫
𝐑 . 𝐬

𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐
𝐀
𝟐 )𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=
𝟐.√𝟑(

(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑 )

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
?
∑(

𝐫𝒂 − 𝐫

𝐰𝒂
. √
𝐡𝒂
𝐫𝒂
)

𝐜𝐲𝐜

 

=
𝐯𝐢𝒂 ①

√
𝟐𝐑

𝐫
⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐑𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 + 𝟔𝐫𝟐(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
(∗)

𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 

𝐍𝐨𝐰,𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≤
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫) (𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 + 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

≤
?
(𝐑𝟐 + 𝟔𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 

⇔ 𝐑(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫). 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫  

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐑 − 𝟐𝐫 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠 ∶ 

𝐑𝟐(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟏𝟒𝟒𝐫𝟐(𝟑𝐑 − 𝐫)𝟐(𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

⇔ 𝟐𝟓𝟔𝐭𝟓 + 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟒 − 𝟑𝟐𝟗𝟔𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟓𝟐𝐭𝟐 + 𝟐𝟎𝟗𝟕𝐭 + 𝟐𝟖𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔
(𝟒𝐭 + 𝟏)𝟐

𝟏𝟎𝟎
((𝟏𝟔𝐭 +

𝟑𝟑𝟔

𝟓
) (𝟏𝟎𝐭 − 𝟐𝟏)𝟐 +

𝟐𝟑𝟒𝟎(𝐭 − 𝟐) + 𝟓𝟎𝟒

𝟓
) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 
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(𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ ∑(
𝐫𝒂 − 𝐫

𝐰𝒂
. √
𝐡𝒂
𝐫𝒂
)

𝐜𝐲𝐜

≥

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜 + ∑ (𝐩𝒂. √
𝐰𝒂
𝒈𝒂
)𝐜𝐲𝐜

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4248. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 + 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑𝐧𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

=
𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

√𝟑∑(𝐬𝟐 −
𝐫

𝐑
. 𝐬𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝐀

𝟐
 )

𝐜𝐲𝐜

 

= √𝟑(
(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑
) ∴ 𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜 ≤

𝐂𝐁𝐒

√𝟐.√𝟑𝐬𝟐 + (∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

 

≤ √𝟐.√𝟑𝐬𝟐 + 𝟑(
(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝐑
)  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐑

𝟐𝐫
≥
? 𝟔𝐬

𝟐 + 𝟔 (
(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑 )

(
𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑 + 𝟒𝐑 + 𝐫)
𝟐 ⇔ 𝐬𝟒 + 

(𝟏𝟔𝐑𝟐 − 𝟏𝟖𝟎𝐑𝐫 + 𝟓𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝟔𝟒𝐑𝟒 + 𝟗𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟖𝟐𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟑𝟗𝟔𝐑𝐫𝟑 + 𝟒𝟗𝐫𝟒 ≥
?
⏟
①

𝟎 

𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ⇔ (𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 

𝟏𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟒𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟑𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟔𝐫𝟒 ≥
?
⏟
②

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐢𝐟 ∶ 

𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐 ≥ 𝟎𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
𝐁𝒍𝐮𝐧𝐝𝐨𝐧−𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧
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(𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐).
𝐑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝟒𝐑 − 𝟐𝐫
+ 𝟏𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟒𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟑𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟔𝐫𝟒 ≥

?
𝟎 

⇔ 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟓 − 𝟒𝟗𝟔𝐭𝟒 + 𝟑𝟖𝟒𝐭𝟑 + 𝟑𝟏𝟕𝐭𝟐 − 𝟐𝟒𝟒𝐭 − 𝟏𝟐 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟒𝐭 + 𝟑)(𝟐𝟏𝐭𝟐 + 𝟏𝟎𝐭(𝐭 − 𝟐) + (𝐭𝟐 − 𝟒) + 𝟑) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 

⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 ∴ √
𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

 ∀ 𝐀𝐁𝐂 → (𝐢)  

𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰, (𝐛 + 𝐜)𝟐 ≥
?
𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
= 𝟖𝐫(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) = 𝟖𝐫

𝟐𝐬 (
𝟏

𝐬 − 𝐛
+

𝟏

𝐬 − 𝐜
) 

= 𝟖(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜).
𝒂

(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
= 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜 − 𝒂) 

⇔ (𝐛 + 𝐜)𝟐 + 𝟒𝒂𝟐 − 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐛 + 𝐜 − 𝟐𝒂)𝟐 ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ 𝐛 + 𝐜 ≥ √𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬
𝐀

𝟐
⇒ 𝐦𝒂 ≥

𝐋𝒂𝐬𝐜𝐮 𝐛 + 𝐜

𝟐
. 𝐜𝐨𝐬

𝐀

𝟐
≥ √𝟖𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
  

𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 ⇒∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥ √𝟖𝐑𝐫.
𝟒𝐑 + 𝐫

𝟐𝐑
= √

𝟐𝐫

𝐑
. (𝟒𝐑 + 𝐫) 

∴ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥ 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 → (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 

𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 ≤
𝐀𝐌−𝐆𝐌

∑√𝐬(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑𝐬.√∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

⇒ 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 ≤ 𝐬√𝟑 → (𝐢𝐢𝐢) 

∴ (𝐢𝐢𝐢) ⇒
𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 + 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤ 

(𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜) + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

≤
𝐯𝐢𝒂 (𝐢)

 

(√
𝐑
𝟐𝐫 .

(𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)) + (𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜
≤
?
√
𝐑

𝟐𝐫
 

⇔√
𝐑

𝟐𝐫
. (𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥

?
𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

√
𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 + 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
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4249. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝟐𝐑

𝐫
≥
𝐬√𝟑 + 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 + 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑𝐧𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

=
𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

√𝟑∑(𝐬𝟐 −
𝐫

𝐑
. 𝐬𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝐀

𝟐
 )

𝐜𝐲𝐜

 

= √𝟑(
(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑
) ∴ 𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜 ≤

𝐂𝐁𝐒

√𝟐.√𝟑𝐬𝟐 + (∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

 

≤ √𝟐.√𝟑𝐬𝟐 + 𝟑(
(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝐑
)  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐑

𝟐𝐫
≥
? 𝟔𝐬

𝟐 + 𝟔 (
(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑 )

(
𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑 + 𝟒𝐑 + 𝐫)
𝟐 ⇔ 𝐬𝟒 + 

(𝟏𝟔𝐑𝟐 − 𝟏𝟖𝟎𝐑𝐫 + 𝟓𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝟔𝟒𝐑𝟒 + 𝟗𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟖𝟐𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟑𝟗𝟔𝐑𝐫𝟑 + 𝟒𝟗𝐫𝟒 ≥
?
⏟
①

𝟎 

𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ⇔ (𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 

𝟏𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟒𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟑𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟔𝐫𝟒 ≥
?
⏟
②

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐢𝐟 ∶ 

𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐 ≥ 𝟎𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
𝐁𝒍𝐮𝐧𝐝𝐨𝐧−𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐).
𝐑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝟒𝐑 − 𝟐𝐫
+ 𝟏𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟒𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟑𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟔𝐫𝟒 ≥

?
𝟎 

⇔ 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟓 − 𝟒𝟗𝟔𝐭𝟒 + 𝟑𝟖𝟒𝐭𝟑 + 𝟑𝟏𝟕𝐭𝟐 − 𝟐𝟒𝟒𝐭 − 𝟏𝟐 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟒𝐭 + 𝟑)(𝟐𝟏𝐭𝟐 + 𝟏𝟎𝐭(𝐭 − 𝟐) + (𝐭𝟐 − 𝟒) + 𝟑) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 

⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 ∴ √
𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

 ∀ 𝐀𝐁𝐂 → (𝐢)  
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𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰, (𝐛 + 𝐜)𝟐 ≥
?
𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
= 𝟖𝐫(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) = 𝟖𝐫

𝟐𝐬 (
𝟏

𝐬 − 𝐛
+

𝟏

𝐬 − 𝐜
) 

= 𝟖(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜).
𝒂

(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
= 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜 − 𝒂) 

⇔ (𝐛 + 𝐜)𝟐 + 𝟒𝒂𝟐 − 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐛 + 𝐜 − 𝟐𝒂)𝟐 ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ 𝐛 + 𝐜 ≥ √𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬
𝐀

𝟐
⇒ 𝐦𝒂 ≥

𝐋𝒂𝐬𝐜𝐮 𝐛 + 𝐜

𝟐
. 𝐜𝐨𝐬

𝐀

𝟐
≥ √𝟖𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
  

𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 ⇒∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥ √𝟖𝐑𝐫.
𝟒𝐑 + 𝐫

𝟐𝐑
= √

𝟐𝐫

𝐑
. (𝟒𝐑 + 𝐫) 

∴ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥ 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 → (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 

𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 ≤
𝐀𝐌−𝐆𝐌

∑√𝐬(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑𝐬.√∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

⇒ 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 ≤ 𝐬√𝟑 → (𝐢𝐢𝐢) 

∴ (𝐢𝐢𝐢) ⇒
𝐬√𝟑 + 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 + 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤ 

𝟐((𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜) + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤

𝐯𝐢𝒂 (𝐢)

 

𝟐(√
𝐑
𝟐𝐫 .

(𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)) + 𝟐(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜
≤
?
√
𝟐𝐑

𝐫
 

⇔ √
𝟐𝐑

𝐫
. (𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥

?
𝟐(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) → 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

√
𝟐𝐑

𝐫
≥
𝐬√𝟑 + 𝒍𝒂 + 𝒍𝐛 + 𝒍𝐜 + 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 +𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 
4250. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
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∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑𝐧𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

=
𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

√𝟑∑(𝐬𝟐 −
𝐫

𝐑
. 𝐬𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝐀

𝟐
 )

𝐜𝐲𝐜

 

= √𝟑(
(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑
) ∴ 𝐬√𝟑 + 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜 ≤

𝐂𝐁𝐒

√𝟐.√𝟑𝐬𝟐 + (∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

 

≤ √𝟐.√𝟑𝐬𝟐 + 𝟑(
(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝐑
)  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐑

𝟐𝐫
≥
? 𝟔𝐬

𝟐 + 𝟔 (
(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑 )

(
𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑 + 𝟒𝐑 + 𝐫)
𝟐 ⇔ 𝐬𝟒 + 

(𝟏𝟔𝐑𝟐 − 𝟏𝟖𝟎𝐑𝐫 + 𝟓𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝟔𝟒𝐑𝟒 + 𝟗𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟖𝟐𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟑𝟗𝟔𝐑𝐫𝟑 + 𝟒𝟗𝐫𝟒 ≥
?
⏟
①

𝟎 

𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ⇔ (𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 

𝟏𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟒𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟑𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟔𝐫𝟒 ≥
?
⏟
②

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐢𝐟 ∶ 

𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐 ≥ 𝟎𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
𝐁𝒍𝐮𝐧𝐝𝐨𝐧−𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟒𝐑𝟐 − 𝟑𝟕𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐).
𝐑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝟒𝐑 − 𝟐𝐫
+ 𝟏𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟒𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟑𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟔𝐫𝟒 ≥

?
𝟎 

⇔ 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟓 − 𝟒𝟗𝟔𝐭𝟒 + 𝟑𝟖𝟒𝐭𝟑 + 𝟑𝟏𝟕𝐭𝟐 − 𝟐𝟒𝟒𝐭 − 𝟏𝟐 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟒𝐭 + 𝟑)(𝟐𝟏𝐭𝟐 + 𝟏𝟎𝐭(𝐭 − 𝟐) + (𝐭𝟐 − 𝟒) + 𝟑) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 

⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 ∴ √
𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐬√𝟑+ 𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜
𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜 + 𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜

 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4251. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐬√𝟑. (𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜)

(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)(𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜)
 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 
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Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑𝐧𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

=
𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

√𝟑∑(𝐬𝟐 −
𝐫

𝐑
. 𝐬𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝐀

𝟐
 )

𝐜𝐲𝐜

 

= √𝟑(
(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝐑
)  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶
𝐑𝟐

𝟒𝐫𝟐
≥
?
𝟑𝐬𝟐 (𝟑(

(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑 ))

(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
. 𝟒𝐑𝟐 

⇔ (𝟏𝟔𝐑𝟑 + 𝟖𝐑𝟐𝐫 − 𝟒𝟑𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟒 + 

𝐫(𝟏𝟐𝟖𝐑𝟒 + 𝟗𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟐𝟑𝟐𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟏𝟓𝟒𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟒𝟒𝐫𝟒)𝐬𝟐 +𝐑𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟒 ≥
?
⏟
①

𝟎 

𝐍𝐨𝐰, 𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 ⇒ 𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧) ≤ 𝟎,𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦 = 

𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 & 𝐧 = 𝟐(𝐑− 𝟐𝐫)√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 ∴ (𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧))(𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧)) ≤ 𝟎 

⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟐𝐦) +𝐦𝟐 − 𝐧𝟐 ≤ 𝟎 ⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≤
(∗)

𝟎 
① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐢𝐟 ∶ 𝟏𝟔𝐑𝟑 + 𝟖𝐑𝟐𝐫 − 𝟒𝟑𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝟒𝐫𝟑 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝟏𝟔𝐑𝟑 + 𝟖𝐑𝟐𝐫 − 𝟒𝟑𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝟒𝐫𝟑 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝐯𝐢𝒂 (∗), 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 

𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?

 
(𝟏𝟔𝐑𝟑 + 𝟖𝐑𝟐𝐫 − 𝟒𝟑𝟏𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝟒𝐫𝟑)(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟑) 

⇔ (𝟏𝟔𝐑𝟓 + 𝟏𝟐𝟎𝐑𝟒𝐫 − 𝟑𝟕𝟓𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟏𝟒𝟑𝟑𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟏𝟐𝟐𝟒𝐑𝐫𝟒 − 𝟑𝟔𝐫𝟓)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
②

 

𝐫(𝟐𝟓𝟔𝐑𝟔 + 𝟐𝟓𝟔𝐑𝟓𝐫 − 𝟔𝟖𝟏𝟔𝐑𝟒𝐫𝟐 − 𝟐𝟖𝟔𝟒𝐑𝟑𝐫𝟑 + 𝟒𝟑𝟑𝐑𝟐𝐫𝟒 + 𝟑𝟐𝟒𝐑𝐫𝟓 + 𝟑𝟔𝐫𝟔) 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝐗 = 𝟏𝟔𝐑𝟓 + 𝟏𝟐𝟎𝐑𝟒𝐫 − 𝟑𝟕𝟓𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟏𝟒𝟑𝟑𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟏𝟐𝟐𝟒𝐑𝐫𝟒 − 𝟑𝟔𝐫𝟓 ≥ 𝟎  

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝐗(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 

⇔ 𝟏𝟕𝟔𝐭𝟓 + 𝟐𝟒𝐭𝟒 − 𝟐𝟎𝟐𝟏𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟐𝟒𝐭𝟐 − 𝟕𝟖𝟎𝐭 + 𝟏𝟔 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐) (𝟏𝟕𝟔𝐭𝟐(𝐭𝟐 − 𝟒) + 𝟑𝟕𝟔𝐭𝟐(𝐭 − 𝟐) + 𝟏𝟖𝟕𝐭𝟐 + 𝟑𝟔𝟒𝐭 + 𝟒(𝐭 − 𝟐)) ≥
?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝐗 < 0 𝑎𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
𝐁𝒍𝐮𝐧𝐝𝐨𝐧−𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝐗.
𝐑(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐

𝟒𝐑 − 𝟐𝐫
≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 

⇔ 𝟐𝟓𝟔𝐭𝟖 + 𝟏𝟎𝟐𝟒𝐭𝟕 − 𝟓𝟓𝟑𝟔𝐭𝟔 + 𝟏𝟗𝟔𝟖𝐭𝟓 + 𝟓𝟓𝟔𝟗𝐭𝟒 + 𝟑𝟐𝟑𝐭𝟑 + 𝟓𝟎𝟔𝐭𝟐 + 𝟒𝟔𝟖𝐭 + 

𝟕𝟐 ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟒𝐭 + 𝟏)𝟐(𝟏𝟔𝐭𝟒 + 𝟏𝟐𝟎𝐭𝟑 + 𝟑𝟔𝐭𝟐 + 𝟓𝐭(𝐭 − 𝟐) + 𝐭 + 𝟏𝟖) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 ⇒② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ 𝐜𝐨𝐦𝐛𝐢𝐧𝐢𝐧𝐠 𝐛𝐨𝐭𝐡 𝐜𝒂𝐬𝐞𝐬,② ⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 

∴
𝐑

𝟐𝐫
≥

𝐬√𝟑. (𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜)

(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)(𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜)
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
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4252. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟐𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐡𝒂

≤
𝐰𝒂. √𝟒𝐫

𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐

𝐧𝒂 −√𝟒𝐫
𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 

𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐮𝐫𝐭𝐡𝐞𝐫𝐦𝐨𝐫𝐞,𝐰𝐞 𝐝𝐞𝐧𝐨𝐭𝐞 ∶
𝐲 + 𝐳

𝒙
= 𝐦 𝒂𝐧𝐝 

𝐲𝐳

𝒙𝟐
= 𝐧 

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐞𝐭 ′′𝐒′′ 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ∶ 𝐲𝟐 + 𝐳𝟐 = 𝒙𝟐(𝐦𝟐 − 𝟐𝐧), 

𝐲𝟑 + 𝐳𝟑 = 𝒙𝟑(𝐦𝟑 − 𝟑𝐧𝐧), 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰,𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤
?
𝐫𝒂𝐰𝒂 ⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

 

((𝐬 − 𝐛)𝟐 +
𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐛
)((𝐬 − 𝐜)𝟐 +

𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐜
) ≤

?
 

𝐬(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐬 − 𝒂
.
𝟒𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
. 𝐬(𝐬 − 𝒂) 

⇔ 𝟒(𝐳 + 𝒙)𝟐(𝒙 + 𝐲)𝟐(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
(𝟒𝐳𝒙 + 𝒙𝐲 + 𝐲𝐳)(𝟒𝒙𝐲 + 𝐳𝒙 + 𝐲𝐳)(𝟐𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 

⇔ 𝟒𝒙𝟔 + 𝟏𝟔𝒙𝟓(𝐲 + 𝐳) + 𝟖𝒙𝟒(𝐲𝟐 + 𝐳𝟐) − 𝟏𝟐𝒙𝟒. 𝐲𝐳 − 𝟑𝟐𝒙𝟑. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳) − 

𝟓𝒙𝟐. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳)𝟐 + 𝟑𝒙. 𝐲𝐳(𝐲𝟑 + 𝐳𝟑) + 𝟏𝟑𝒙. 𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳) + 𝟑𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 

𝐬𝐞𝐭 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ′′𝐒′′, 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

(𝟑𝐦𝟐 + 𝟒𝐦)⏞        
𝛀𝟏

𝐧𝟐 + (𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦− 𝟐𝟖)⏞                  
𝛀𝟐

𝐧 + (𝟖𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦 + 𝟒)⏞            
𝛀𝟑

+ ≥
?
⏟
②

𝟎  

𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦 − 𝟐𝟖 = (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) + 𝟔𝟐 < 0 

⇒ (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) < −62 < 0 ⇒ 𝐦 < 5 → (𝐢) 

𝐍𝐨𝐰, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 𝐢𝐬 𝒂 𝐪𝐮𝒂𝐝𝐫𝒂𝐭𝐢𝐜 𝐩𝐨𝒍𝐲𝐧𝐨𝐦𝐢𝒂𝒍 𝐢𝐧 ′′𝐧′′ 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐝𝐢𝐬𝐜𝐫𝐢𝐦𝐢𝐧𝒂𝐧𝐭, 𝛅 = 

𝛔𝟐
𝟐 − 𝟒𝛔𝟏𝛔𝟑 = (𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 ≤ 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝛅 ≤ 𝟎 ⇒② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 > 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦 + 𝟏𝟗𝟔 

= (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟏𝟒

𝟑
> 0 

⇒ (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) >

𝟏𝟒

𝟑
> 0 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐦 ≤

𝐯𝐢𝒂 (𝐢)

𝟓 

⇒ 𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
< 0 ∴ 𝐦 <

𝟕

𝟑
→ (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛅 > 0, 
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𝐭𝐡𝐞𝐧 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟐𝛀𝟏. 𝐧 ≤
?
−𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐧 ≤

𝐀𝐌−𝐆𝐌 𝐦𝟐

𝟒
 

∴ 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝛀𝟏.
𝐦𝟐

𝟐
≤
?
− 𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ −(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦 − 𝟏𝟒) ≥

?
𝟐.√𝛅 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒 = (𝐦+
𝟓

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟕

𝟑
<

𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢)

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(𝐦 + 𝟐)𝟒(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒)𝟐 ≥
?
𝟒(𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 

⇔ 𝐦(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝐦 − 𝟐)𝟐(𝟑𝐦+ 𝟒)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦+ 𝟒) ≥
?
𝟎 ∴ 𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤ 𝐫𝒂𝐰𝒂 

⇒ 𝐡𝒂.
𝐰𝒂 . √𝟒𝐫

𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐

𝐧𝒂 −√𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢 𝟐𝐫𝐬

𝒂
.

𝐰𝒂
𝐧𝒂

(
𝒂𝐧𝒂
𝐬 )

− 𝟏
=
𝟐𝐫𝐬

𝒂
.
𝒂𝐰𝒂
𝐬 − 𝒂

=
𝟐𝐫𝐬

𝐬 − 𝒂
.𝐰𝒂 

= 𝟐𝐫𝒂𝐰𝒂 ≥ 𝟐𝒈𝐛𝒈𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,
𝟐𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐡𝒂

≤
𝐰𝒂 . √𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐

𝐧𝒂 −√𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐
 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4253. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐫

≤
𝐧𝒂𝐰𝒂

𝐧𝒂 − √𝟒𝐫
𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by  Soumava  Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 

𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐮𝐫𝐭𝐡𝐞𝐫𝐦𝐨𝐫𝐞,𝐰𝐞 𝐝𝐞𝐧𝐨𝐭𝐞 ∶
𝐲 + 𝐳

𝒙
= 𝐦 𝒂𝐧𝐝 

𝐲𝐳

𝒙𝟐
= 𝐧 

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐞𝐭 ′′𝐒′′ 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ∶ 𝐲𝟐 + 𝐳𝟐 = 𝒙𝟐(𝐦𝟐 − 𝟐𝐧), 

𝐲𝟑 + 𝐳𝟑 = 𝒙𝟑(𝐦𝟑 − 𝟑𝐧𝐧), 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰,𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤
?
𝐫𝒂𝐰𝒂 ⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

 

((𝐬 − 𝐛)𝟐 +
𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐛
)((𝐬 − 𝐜)𝟐 +

𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐜
) ≤

?
 

𝐬(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐬 − 𝒂
.
𝟒𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
. 𝐬(𝐬 − 𝒂) 

⇔ 𝟒(𝐳 + 𝒙)𝟐(𝒙 + 𝐲)𝟐(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
(𝟒𝐳𝒙 + 𝒙𝐲 + 𝐲𝐳)(𝟒𝒙𝐲 + 𝐳𝒙 + 𝐲𝐳)(𝟐𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 

⇔ 𝟒𝒙𝟔 + 𝟏𝟔𝒙𝟓(𝐲 + 𝐳) + 𝟖𝒙𝟒(𝐲𝟐 + 𝐳𝟐) − 𝟏𝟐𝒙𝟒. 𝐲𝐳 − 𝟑𝟐𝒙𝟑. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳) − 

𝟓𝒙𝟐. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳)𝟐 + 𝟑𝒙. 𝐲𝐳(𝐲𝟑 + 𝐳𝟑) + 𝟏𝟑𝒙. 𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳) + 𝟑𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 

𝐬𝐞𝐭 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ′′𝐒′′, 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 



 
www.ssmrmh.ro 

50 RMM-TRIANGLE MARATHON 4201-4300 

 

(𝟑𝐦𝟐 + 𝟒𝐦)⏞        
𝛀𝟏

𝐧𝟐 + (𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦− 𝟐𝟖)⏞                  
𝛀𝟐

𝐧 + (𝟖𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦 + 𝟒)⏞            
𝛀𝟑

+ ≥
?
⏟
②

𝟎  

𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦 − 𝟐𝟖 = (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) + 𝟔𝟐 < 0 

⇒ (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) < −62 < 0 ⇒ 𝐦 < 5 → (𝐢) 

𝐍𝐨𝐰, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 𝐢𝐬 𝒂 𝐪𝐮𝒂𝐝𝐫𝒂𝐭𝐢𝐜 𝐩𝐨𝒍𝐲𝐧𝐨𝐦𝐢𝒂𝒍 𝐢𝐧 ′′𝐧′′ 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐝𝐢𝐬𝐜𝐫𝐢𝐦𝐢𝐧𝒂𝐧𝐭, 𝛅 = 

𝛔𝟐
𝟐 − 𝟒𝛔𝟏𝛔𝟑 = (𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 ≤ 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝛅 ≤ 𝟎 ⇒② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 > 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦 + 𝟏𝟗𝟔 

= (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟏𝟒

𝟑
> 0 

⇒ (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) >

𝟏𝟒

𝟑
> 0 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐦 ≤

𝐯𝐢𝒂 (𝐢)

𝟓 

⇒ 𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
< 0 ∴ 𝐦 <

𝟕

𝟑
→ (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛅 > 0, 

𝐭𝐡𝐞𝐧 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟐𝛀𝟏. 𝐧 ≤
?
−𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐧 ≤

𝐀𝐌−𝐆𝐌 𝐦𝟐

𝟒
 

∴ 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝛀𝟏.
𝐦𝟐

𝟐
≤
?
− 𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ −(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦 − 𝟏𝟒) ≥

?
𝟐.√𝛅 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒 = (𝐦+
𝟓

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟕

𝟑
<

𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢)

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(𝐦 + 𝟐)𝟒(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒)𝟐 ≥
?
𝟒(𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 

⇔ 𝐦(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝐦 − 𝟐)𝟐(𝟑𝐦+ 𝟒)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦+ 𝟒) ≥
?
𝟎 ∴ 𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤ 𝐫𝒂𝐰𝒂 

⇒ 𝐫.
𝐧𝒂𝐰𝒂

𝐧𝒂 −√𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢
𝐫.

𝐧𝒂𝐰𝒂

𝐧𝒂 −
𝒂𝐧𝒂
𝐬

=
𝐫𝐬

𝐬 − 𝒂
.𝐰𝒂 = 𝐫𝒂𝐰𝒂 ≥ 𝒈𝐛𝒈𝐜  

𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,
𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐫

≤
𝐧𝒂𝐰𝒂

𝐧𝒂 −√𝟒𝐫𝟐 + (𝐛 − 𝐜)𝟐
 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4254. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
𝟐𝒓𝒂

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
+
𝒎𝒃 +𝒎𝒄

𝟐𝒓𝒂
≤
𝑹

𝒓
 

Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 

𝑾𝒆 𝒘𝒊𝒍𝒍 𝒔𝒉𝒐𝒘 ∶  𝒂𝟐 − 𝒂(𝒃 + 𝒄) + 𝟒𝒃𝒄 > 0 𝑖𝑛 𝑎𝑛𝑦 𝚫𝑨𝑩𝑪 (𝟏) 
𝑷𝒓𝒐𝒐𝒇: 𝒘𝒆 𝒌𝒏𝒐𝒘 𝒕𝒉𝒂𝒕 𝒂 > |𝒃 − 𝒄|𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒂𝟐 > (𝒃 − 𝒄)𝟐 

𝒂𝟐 − 𝒂(𝒃 + 𝒄) + 𝟒𝒃𝒄 > (𝒃 − 𝒄)𝟐 − 𝒂(𝒃 + 𝒄) + 𝟒𝒃𝒄 = 𝒃𝟐 + 𝟐𝒃𝒄 + 𝒄𝟐 − 𝒂(𝒃 + 𝒄)

= (𝒃 + 𝒄)𝟐 − 𝒂(𝒃 + 𝒄) = (𝒃 + 𝒄)(𝒃 + 𝒄 − 𝒂) > 0 
𝒂𝒔 𝒊𝒏 𝚫𝑨𝑩𝑪 , 𝒃 + 𝒄 > 𝑎(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒) 
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𝒎𝒃 +𝒎𝒄

𝟐𝒓𝒂
≤

𝑷𝒂𝒏𝒂𝒊𝒕𝒐𝒑𝒐𝒍 𝑹

𝟒𝒓
(
𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
𝒓𝒂

) 

𝒘𝒆 𝒘𝒊𝒍𝒍 𝒔𝒉𝒐𝒘: 
𝟐𝒓𝒂

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
+
𝒎𝒃 +𝒎𝒄

𝟐𝒓𝒂
≤
𝑹

𝒓
  𝒐𝒓,

𝟐𝒓𝒂
𝒉𝒃 + 𝒉𝒄

+
𝑹

𝟒𝒓
(
𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
𝒓𝒂

)  ≤
𝑹

𝒓
  (𝟐) 

𝒍𝒆𝒕 𝒙 =
𝟐𝒓𝒂

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
=

𝟐𝑭
𝒔 − 𝒂
𝟐𝑭
𝒃 +

𝟐𝑭
𝒄

=
𝒃𝒄

(𝒃 + 𝒄)(𝒔 − 𝒂)
 𝒕𝒉𝒆𝒏 

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
𝒓𝒂

=
𝟐

𝒙
 

𝒇𝒓𝒐𝒎 (𝟐)𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 , 𝒙 +
𝑹

𝟒𝒓
(
𝟐

𝒙
) ≤

𝑹

𝒓
 𝒐𝒓,

𝟐𝒓

𝑹
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 ≤ 𝟎 (𝟑) 

𝒓

𝑹
=
𝟒𝑭𝟐

𝒂𝒃𝒄𝒔
=
𝟒(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)

𝒂𝒃𝒄
 

𝒑𝒖𝒕𝒕𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒉𝒆 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝒐𝒇 𝒙 𝒂𝒏𝒅
𝒓

𝑹
 𝒊𝒏(𝟑)𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 

𝟐 (
𝟒(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)

𝒂𝒃𝒄
)(

𝒃𝒄

(𝒃 + 𝒄)(𝒔 − 𝒂)
)
𝟐

− 𝟐
𝒃𝒄

(𝒃 + 𝒄)(𝒔 − 𝒂)
+ 𝟏 ≤ 𝟎 

𝒐𝒓, 𝟖𝒃𝒄(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄) − 𝟐𝒂𝒃𝒄(𝒃 + 𝒄) + 𝒂(𝒃 + 𝒄)𝟐(𝒔 − 𝒂) ≤ 𝟎 
𝒐𝒓, 𝟐𝒃𝒄(𝒂𝟐 − (𝒃 − 𝒄)𝟐) − 𝟐𝒂𝒃𝒄(𝒃 + 𝒄) + 𝒂(𝒃 + 𝒄)𝟐(𝒔 − 𝒂) ≤ 𝟎 

𝒐𝒓, 𝟒𝒃𝒄(𝒂𝟐 − (𝒃 − 𝒄)𝟐) − 𝟒𝒂𝒃𝒄(𝒃 + 𝒄) + 𝒂(𝒃 + 𝒄)𝟐(𝟐𝒔 − 𝟐𝒂) ≤ 𝟎(𝑴𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒚 𝒃𝒚 𝟐) 
𝒐𝒓, 𝟒𝒃𝒄(𝒂𝟐 − (𝒃 − 𝒄)𝟐) − 𝟒𝒂𝒃𝒄(𝒃 + 𝒄) + 𝒂(𝒃 + 𝒄)𝟐(𝒃 + 𝒄 − 𝒂) ≤ 𝟎 

𝒐𝒓, 𝒂𝟐(𝟒𝒃𝒄 − (𝒃 + 𝒄)𝟐) + ((𝒃 + 𝒄)𝟑 − 𝟒𝒃𝒄(𝒃 + 𝒄)) 𝒂 − 𝟒𝒃𝒄(𝒃 − 𝒄)𝟐 ≤ 𝟎 

𝒐ŕ,−𝒂𝟐(𝒃 − 𝒄)𝟐 + 𝒂(𝒃 + 𝒄)(𝒃 − 𝒄)𝟐 − 𝟒𝒃𝒄(𝒃 − 𝒄)𝟐 ≤ 𝟎 
𝒐𝒓,−(𝒃 − 𝒄)𝟐(𝒂𝟐 − 𝒂(𝒃 + 𝒄) + 𝟒𝒃𝒄) ≤ 𝟎 𝒕𝒓𝒖𝒆 𝒃𝒚 (𝟏) 

Equality holds for b=c 
 

4255. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐦𝒂 ≤ √
𝐑 + 𝟐𝐫

𝟏𝟔𝐫
. (𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 

𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐮𝐫𝐭𝐡𝐞𝐫𝐦𝐨𝐫𝐞,𝐰𝐞 𝐝𝐞𝐧𝐨𝐭𝐞 ∶
𝐲 + 𝐳

𝒙
= 𝐦 𝒂𝐧𝐝 

𝐲𝐳

𝒙𝟐
= 𝐧  

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐞𝐭 ′′𝐒′′ 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ∶ 𝐲𝟐 + 𝐳𝟐 = 𝒙𝟐(𝐦𝟐 − 𝟐𝐧), 
𝐲𝟑 + 𝐳𝟑 = 𝒙𝟑(𝐦𝟑 − 𝟑𝐧𝐧), 𝐲𝟒 + 𝐳𝟒 = 𝒙𝟒((𝐦𝟐 − 𝟐𝐧)𝟐 − 𝟐𝐧𝟐), 

𝐲𝟓 + 𝐳𝟓 = 𝒙𝟓 (𝐦((𝐦𝟐 − 𝟐𝐧)𝟐 + 𝐧𝟐 − 𝐧𝐦𝟐)) , 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰,𝐦𝒂 ≤
?
√
𝐑 + 𝟐𝐫

𝟏𝟔𝐫
. (𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) 
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⇔ (𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝟒𝐬(𝐬 − 𝒂) ≤
?
(
𝐑

𝟒𝐫
+
𝟏

𝟐
) .

𝟏𝟔𝐑𝟐𝐬𝟐(𝐬 − 𝒂)𝟐𝒂𝟐

𝟏𝟔𝐑𝟐. 𝐬(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
 

⇔ (𝐲 − 𝐳)𝟐 + 𝟒𝒙(𝒙 + 𝐲 + 𝐳) ≤
? (𝐲 + 𝐳)(𝐳 + 𝒙)(𝒙 + 𝐲) + 𝟖𝒙𝐲𝐳

𝟏𝟔𝒙𝐲𝐳
.
𝒙(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)(𝐲 + 𝐳)𝟐

𝐲𝐳
 

⇔ 𝒙𝟑(𝐲 + 𝐳)𝟑 + 𝟐𝒙𝟐(𝐲𝟒 + 𝐳𝟒) + 𝟏𝟔𝒙𝟐. 𝐲𝐳(𝐲𝟐 + 𝐳𝟐) − 𝟑𝟔𝒙𝟐. 𝐲𝟐𝐳𝟐 + 𝒙(𝐲𝟓 + 𝐳𝟓) + 

𝟏𝟒𝒙. 𝐲𝐳(𝐲𝟑 + 𝐳𝟑) − 𝟐𝟕𝒙. 𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳) + 𝐲𝐳(𝐲𝟒 + 𝐳𝟒) − 𝟏𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲𝟐 + 𝐳𝟐) + 𝟑𝟖𝐲𝟑𝐳𝟑 

≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐬𝐞𝐭 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ′′𝐒′′, 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞, 

𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 𝐦𝟓 +𝐦𝟒𝐧 + 𝟐𝐦𝟒 + 𝟗𝐦𝟑𝐧 +𝐦𝟑 + 𝟖𝐦𝟐𝐧 − 𝟔𝟒𝐦𝐧𝟐 − 

𝟔𝟒𝐧𝟐 + 𝟏𝟔𝐧𝟐(𝟒𝐧 − 𝐦𝟐) ≥
?
𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟏𝟔𝐧𝟐(𝟒𝐧 −𝐦𝟐) ≥ 𝟒𝐧𝐦𝟐(𝟒𝐧 −𝐦𝟐) 

∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐦𝟓 +𝐦𝟒𝐧 + 𝟐𝐦𝟒 + 𝟗𝐦𝟑𝐧 +𝐦𝟑 + 𝟖𝐦𝟐𝐧 − 𝟔𝟒𝐦𝐧𝟐 − 𝟔𝟒𝐧𝟐 + 𝟒𝐧𝐦𝟐(𝟒𝐧 −𝐦𝟐) ≥
?
𝟎 

⇔ (𝟏𝟔𝐦𝟐 − 𝟔𝟒𝐦− 𝟔𝟒)⏞              
𝛀𝟏

𝐧𝟐 − (𝟑𝐦𝟒 − 𝟗𝐦𝟑 − 𝟖𝐦𝟐)⏞              
𝛀𝟐

𝐧 +𝐦𝟑(𝐦 + 𝟏)𝟐 ⏞        
𝛀𝟑

≥
?
⏟
②

𝟎 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝐦𝟐 − 𝟒𝐦− 𝟒 > 0 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 𝐢𝐬 𝒂 𝐪𝐮𝒂𝐝𝐫𝒂𝐭𝐢𝐜 𝐩𝐨𝒍𝐲𝐧𝐨𝐦𝐢𝒂𝒍 𝐢𝐧 

′′𝐧′′ 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐝𝐢𝐬𝐜𝐫𝐢𝐦𝐢𝐧𝒂𝐧𝐭, 𝛅 = 𝛀𝟐
𝟐 − 𝟒𝛀𝟏. 𝛀𝟑 = 

𝐦𝟑(𝟗𝐦𝟓 − 𝟏𝟏𝟖𝐦𝟒 + 𝟏𝟔𝟏𝐦𝟑 + 𝟖𝟒𝟖𝐦𝟐 + 𝟖𝟑𝟐𝐦+ 𝟐𝟓𝟔) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 𝛅 ≤ 𝟎, 

𝐭𝐡𝐞𝐧 ② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛅 > 0, 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑖𝑡 𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑡𝑜 𝑝𝑟𝑜𝑣𝑒 ∶ 

𝟐𝛀𝟏. 𝐧 ≤
?
𝛀𝟐 − √𝛅 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐧 ≤

𝐀𝐌−𝐆𝐌 𝐦𝟐

𝟒
∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐦𝟐. 𝛀𝟏 ≤

?
𝟐𝛀𝟐 − 𝟐√𝛅 

⇔ 𝟑𝐦𝟒 − 𝟗𝐦𝟑 − 𝟏𝟔𝐦𝟐 + 𝟑𝟐𝐦+ 𝟑𝟐 ≥
?
√𝛅 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐦𝟐 − 𝟒𝐦 > 4 > 0 ∴ 𝐦 > 4  

⇒ 𝟑𝐦𝟒 − 𝟗𝐦𝟑 − 𝟏𝟔𝐦𝟐 + 𝟑𝟐𝐦+ 𝟑𝟐 = 
(𝐦 − 𝟒)(𝟑𝐦𝟑 + 𝟐𝐦𝟐 +𝐦(𝐦− 𝟒) + 𝟏𝟔) + 𝟗𝟔 > 0 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(𝟑𝐦𝟒 − 𝟗𝐦𝟑 − 𝟏𝟔𝐦𝟐 + 𝟑𝟐𝐦 + 𝟑𝟐)𝟐 ≥
?
𝐦𝟑 (𝟗𝐦

𝟓 − 𝟏𝟏𝟖𝐦𝟒 + 𝟏𝟔𝟏𝐦𝟑 +
𝟖𝟒𝟖𝐦𝟐 + 𝟖𝟑𝟐𝐦+ 𝟐𝟓𝟔

) 

⇔ 𝟔𝟒(𝐦+ 𝟏)(𝐦𝟐 − 𝟒𝐦 − 𝟒) (𝟒𝐦𝟒 +𝐦𝟑 + 𝟏𝟏𝐦𝟐 + (𝐦− 𝟒)(𝐦+ 𝟒)) ≥
?
𝟎  

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 (𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ⇒② ⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝐦𝟐 − 𝟒𝐦− 𝟒 < 0 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,② 𝐜𝒂𝐧 𝐛𝐞 𝐫𝐞 − 𝐰𝐫𝐢𝐭𝐭𝐞𝐧 𝒂𝐬 ∶ 

(𝟔𝟒 + 𝟔𝟒𝐦 − 𝟏𝟔𝐦𝟐)⏞              
−𝛀𝟏

𝐧𝟐 + (𝟑𝐦𝟒 − 𝟗𝐦𝟑 − 𝟖𝐦𝟐)⏞              
𝛀𝟐

𝐧 −𝐦𝟑(𝐦 + 𝟏)𝟐 ⏞        
𝛀𝟑

≤
?
⏟
③

𝟎 

𝐃𝐢𝐬𝐜𝐫𝐢𝐦𝐢𝐧𝒂𝐧𝐭 𝐨𝐟 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 𝐢𝐬 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧, 𝛅 = 𝛀𝟐
𝟐 − 𝟒(−𝛀𝟏). (−𝛀𝟑) 

= 𝐦𝟑(𝟗𝐦𝟓 − 𝟏𝟏𝟖𝐦𝟒 + 𝟏𝟔𝟏𝐦𝟑 + 𝟖𝟒𝟖𝐦𝟐 + 𝟖𝟑𝟐𝐦+ 𝟐𝟓𝟔) 

=
(𝐦𝟑(𝟗𝐦− 𝟒𝟒) − 𝟑𝟎𝐦𝟑)(𝟗𝐦− 𝟒𝟒)

𝟗
− (

𝟏𝟖𝟎𝟕𝐦𝟐

𝟖𝟏
+
𝟏𝟎𝟖𝟐𝟎𝐦

𝟕𝟐𝟗
) (𝟗𝐦− 𝟒𝟒) + 

𝟏𝟕𝟖𝐦+
𝟔𝟖𝟔𝐦

𝟕𝟐𝟗
+ 𝟐𝟓𝟔 > 0 (∵ 𝐦𝟐 − 𝟒𝐦− 𝟒 < 0 ⇒ 0 < 𝑚 < 2+ 2√𝟐 <

𝟒𝟒

𝟗
) 
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∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟐(−𝛀𝟏). 𝐧 ≤
?
⏟
(∗)

− 𝛀𝟐 + √𝛅 𝐀𝐍𝐃 𝟐(−𝛀𝟏). 𝐧 ≥
?
⏟
(∗∗)

−𝛀𝟐 − √𝛅 

𝐍𝐨𝐰,𝟐(−𝛀𝟏). 𝐧 ≤
(−𝛀𝟏).𝐦

𝟐

𝟐
≤
?
−𝛀𝟐 + √𝛅 ⇔ 𝐦𝟐(𝟐𝟒 + 𝟐𝟑𝐦− 𝟓𝐦𝟐) ≤

?
√𝛅 𝒂𝐧𝐝 

∵ 𝟐𝟒 + 𝟐𝟑𝐦− 𝟓𝐦𝟐 = (𝟓 −𝐦)(𝟓𝐦+ 𝟐) + 𝟏𝟒 > 0 (∵ 𝐦 < 2 + 2√𝟐 < 5) 

∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐦𝟑(𝟗𝐦𝟓 − 𝟏𝟏𝟖𝐦𝟒 + 𝟏𝟔𝟏𝐦𝟑 + 𝟖𝟒𝟖𝐦𝟐 + 𝟖𝟑𝟐𝐦+ 𝟐𝟓𝟔) ≥
?
𝐦𝟒(𝟐𝟒 + 𝟐𝟑𝐦− 𝟓𝐦𝟐)𝟐 

⇔ 𝟏𝟔𝐦𝟑(𝐦 + 𝟏)(𝐦− 𝟐)𝟐(𝟒 + 𝟒𝐦 −𝐦𝟐) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞  

𝒂𝐧𝐝 𝟐(−𝛀𝟏). 𝐧 + √𝛅 > √𝛅 = √𝛀𝟐
𝟐 + 𝟒(−𝛀𝟏). 𝛀𝟑 >

−𝛀𝟏 > 0

√𝛀𝟐
𝟐 = |𝛀𝟐| ≥ −𝛀𝟐 

⇒ (∗∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,③ ⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ 𝐦𝒂 ≤ √
𝐑+ 𝟐𝐫

𝟏𝟔𝐫
. (𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, ′′ =

′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4256. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

(∑𝐡𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑𝐰𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑𝐫𝒂
𝐜𝐲𝐜

) ≤∏(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐡𝐜)

𝐜𝐲𝐜

 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
 
 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∏(𝟒𝐑𝐜𝐨𝐬𝟐
𝐀

𝟐
+ 𝐡𝒂)

𝐜𝐲𝐜

= 𝟔𝟒𝐑𝟑.
𝐬𝟐

𝟏𝟔𝐑𝟐
+
𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐

𝐑
+ 

𝟏𝟔𝐑𝟐.∑(
𝐬(𝐬 − 𝐛)

𝐜𝒂
.
𝐬(𝐬 − 𝐜)

𝒂𝐛
.
𝐛𝐜

𝟐𝐑
.
𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐛𝟐𝐜𝟐
)

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟒𝐑.∑(
𝐬(𝐬 − 𝒂)

𝐛𝐜
.
𝐜𝒂

𝟐𝐑
.
𝒂𝐛

𝟐𝐑
)

𝐜𝐲𝐜

 

= 𝟒𝐑𝐬𝟐 +
𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐

𝐑
+ 

𝟏

𝟐𝐑𝐫𝟐
(
−𝐬𝟐((𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐) + (𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟑 −

𝟐𝟒𝐑𝐫𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) + 𝟒𝐑𝐫𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
) + 

𝐬

𝐑
(𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) − 𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟔𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐)) ≥

?
 

(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫). √𝐬𝟐 + 𝟐𝟏𝐑𝐫 + 𝟏𝟐𝐫𝟐

𝟐𝐑
⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐬𝟖 + 𝟐𝟕𝐫𝟐𝐬𝟔 + 

(𝟔𝟒𝐑𝟒 − 𝟐𝟕𝟐𝐑𝟑𝐫 − 𝟏𝟐𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟓𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟖𝟒𝐫𝟒)𝐬𝟒 + 

𝐫(𝟏𝟎𝟐𝟒𝐑𝟓 − 𝟏𝟔𝟔𝟒𝐑𝟒𝐫 − 𝟏𝟒𝟒𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟐𝟗𝟔𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟐𝐑𝐫𝟒 + 𝟑𝐫𝟓)𝐬𝟐 − 
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𝐫𝟐 (𝟒𝟎𝟗𝟔𝐑
𝟔 + 𝟕𝟔𝟖𝐑𝟓𝐫 − 𝟒𝟔𝟎𝟖𝐑𝟒𝐫𝟐 − 𝟑𝟖𝟎𝟖𝐑𝟑𝐫𝟑 − 𝟏𝟐𝟒𝟖𝐑𝟐𝐫𝟒 −

𝟏𝟖𝟗𝐑𝐫𝟓 − 𝟏𝟏𝐫𝟔
) ≥

?
⏟
①

𝟎 

𝐍𝐨𝐰, 𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 ⇒ 𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧) ≤ 𝟎,𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦 = 

𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 & 𝐧 = 𝟐(𝐑− 𝟐𝐫)√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 ∴ (𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧))(𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧)) ≤ 𝟎 

⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟐𝐦) +𝐦𝟐 − 𝐧𝟐 ≤ 𝟎 ⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≤ 𝟎 
∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟑)𝟐⇔ 

(𝟖𝐑𝟐 + 𝟒𝟎𝐑𝐫 + 𝟐𝟑𝐫𝟐)𝐬𝟔 + (𝟒𝟖𝐑𝟒 − 𝟓𝟔𝟎𝐑𝟑𝐫 − 𝟔𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟓𝟏𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟕𝟖𝐫𝟒)𝐬𝟒 + 
𝐫(𝟏𝟓𝟑𝟔𝐑𝟓 + 𝟏𝟐𝟖𝟎𝐑𝟒𝐫 + 𝟑𝟐𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟏𝟎𝐑𝐫𝟒 − 𝐫𝟓)𝐬𝟐 − 

𝐫𝟑(𝟓𝟑𝟕𝟔𝐑𝟓 + 𝟖𝟒𝟒𝟖𝐑𝟒𝐫 + 𝟓𝟎𝟖𝟖𝐑𝟑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝟖𝟖𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟐𝟏𝟑𝐑𝐫𝟒 + 𝟏𝟐𝐫𝟓) ≥
?
⏟
②

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 

𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
(𝟖𝐑𝟐 + 𝟒𝟎𝐑𝐫 + 𝟐𝟑𝐫𝟐)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 

⇔ (𝟒𝟖𝐑𝟒 − 𝟏𝟕𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟓𝟓𝟓𝐑𝐫𝟑 − 𝟏𝟔𝟕𝐫𝟒)𝐬𝟒 + 
𝐫(𝟏𝟓𝟑𝟔𝐑𝟓 − 𝟒𝟖𝟔𝟒𝐑𝟒𝐫 − 𝟐𝟔𝟓𝟔𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 + 𝟗𝟑𝟔𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟖𝟎𝟑𝟎𝐑𝐫𝟒 − 𝟏𝟕𝟐𝟔𝐫𝟓)𝐬𝟐 + 

𝐫𝟑 (
𝟔𝟒(𝟒𝟐𝟖𝐑𝟓 + 𝟏𝟗𝟒𝟖𝐑𝟒𝐫 − 𝟖𝟓𝟖𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟔𝟔𝟗𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟑𝟓𝟎𝐑𝐫𝟒 − 𝟒𝟓𝐫𝟓)

+𝟑𝟐𝐑𝟑𝐫𝟐 + 𝟖𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟏𝟑𝐑𝐫𝟒 − 𝟕𝐫𝟓
) ≥

?
⏟
③

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

𝐏 = (𝟒𝟖𝐑𝟒 − 𝟏𝟕𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟓𝟓𝟓𝐑𝐫𝟑 − 𝟏𝟔𝟕𝐫𝟒)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 

≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ③, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
?
𝐏 

⇔ (𝟑𝟖𝟒𝐑𝟓 − 𝟏𝟑𝟕𝟐𝐑𝟒𝐫 + 𝟏𝟕𝟎𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 + 𝟖𝟑𝟕𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟑𝟓𝟖𝐑𝐫𝟒 − 𝟕𝐫𝟓)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
④

 

𝐫(𝟏𝟓𝟑𝟔𝐑𝟔 − 𝟏𝟎𝟎𝟏𝟔𝐑𝟓𝐫 + 𝟐𝟔𝟒𝟖𝟔𝐑𝟒𝐫𝟐 + 𝟕𝟎𝐑𝟑𝐫𝟑 − 𝟕𝟑𝟒𝟑𝐑𝟐𝐫𝟒 + 𝟐𝟐𝟕𝟔𝐑𝐫𝟓 − 𝟏𝟔𝟏𝐫𝟔)  

𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟑𝟖𝟒𝐑
𝟓 − 𝟏𝟑𝟕𝟐𝐑𝟒𝐫 + 𝟏𝟕𝟎𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 + 𝟖𝟑𝟕𝐑𝟐𝐫𝟑 −

𝟑𝟓𝟖𝐑𝐫𝟒 − 𝟕𝐫𝟓
) (𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥

?
𝐑𝐇𝐒④ 

⇔ 𝟐𝟑𝟎𝟒𝐭𝟔 − 𝟔𝟗𝟐𝟖𝐭𝟓 + 𝟑𝟕𝟖𝟕𝐭𝟒 + 𝟐𝟒𝟏𝟏𝐭𝟑 − 𝟏𝟐𝟖𝟓𝐭𝟐 − 𝟐𝟗𝟗𝐭 + 𝟗𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟑𝟎𝟒𝐭𝟓 − 𝟐𝟑𝟐𝟎𝐭𝟒 − 𝟖𝟓𝟑𝐭𝟑 + 𝟕𝟎𝟓𝐭𝟐 + 𝟏𝟐𝟓𝐭 − 𝟒𝟗) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 

⇒④⇒③⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴∏(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐡𝐜)

𝐜𝐲𝐜

≥
(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫). √𝐬𝟐 + 𝟐𝟏𝐑𝐫 + 𝟏𝟐𝐫𝟐

𝟐𝐑
 

≥
𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡

(∑𝐡𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑𝐫𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑𝐰𝒂
𝐜𝐲𝐜

)  
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(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡 − 𝟗𝟎;

𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
)  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

(∑𝐡𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑𝐰𝒂
𝐜𝐲𝐜

)(∑𝐫𝒂
𝐜𝐲𝐜

) ≤∏(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐡𝐜)

𝐜𝐲𝐜

 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4257. 𝐈𝐧 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟑∑ (𝟐𝟑𝒂𝟒 − 𝟏𝟒𝐛𝟐𝐜𝟐)𝐜𝐲𝐜

𝟏𝟔∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
≥ (∑

𝐦𝒂
𝟐

𝐦𝐛 +𝐦𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
𝟑∑ (𝟖𝒂𝟒 + 𝐛𝟐𝐜𝟐)𝐜𝐲𝐜

𝟏𝟔∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
𝒂𝟐

𝐛 + 𝐜
𝐜𝐲𝐜

=
(∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝒂𝐛𝐜𝐲𝐜 ) + 𝟐∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜 − 𝟏𝟔𝐫𝟐𝐬𝟐

𝟐𝐬(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
 

⇒ (𝟒∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

)(∑
𝒂𝟐

𝐛 + 𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

 

=
𝟖(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)(𝐬𝟒 − (𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 + (𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐 − 𝟖𝐫𝟐𝐬𝟐)𝟐

𝐬𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
≥
?

 

𝟏𝟕∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟏𝟐𝟖𝐫𝟐𝐬𝟐 = 𝟏𝟕((𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐) − 𝟏𝟐𝟖𝐫𝟐𝐬𝟐 

⇔ 𝟏𝟓𝐬𝟖 − (𝟑𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟏𝟔𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟔 + 𝐫𝟐(𝟏𝟕𝟒𝟎𝐑𝟐 − 𝟐𝟐𝟑𝟔𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟒 − 
𝐫𝟑(𝟐𝟓𝟗𝟐𝐑𝟑 + 𝟑𝟕𝟓𝟐𝐑𝟐𝐫 + 𝟏𝟕𝟒𝟖𝐑𝐫𝟐 + 𝟐𝟐𝟖𝐫𝟑)𝐬𝟐 − 

𝐫𝟒(𝟏𝟎𝟖𝟖𝐑𝟒 + 𝟏𝟔𝟑𝟐𝐑𝟑𝐫 + 𝟖𝟖𝟒𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟐𝟎𝟒𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟕𝐫𝟒) ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 

∵ 𝟏𝟓(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟒 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
𝟏𝟓(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟒 

⇔ (𝟏𝟔𝟏𝐑− 𝟏𝟏𝟔𝐫)𝐬𝟔 − 𝐫(𝟓𝟑𝟐𝟓𝐑𝟐 − 𝟒𝟏𝟓𝟗𝐑𝐫 + 𝟒𝟎𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 
𝐫𝟐(𝟑𝟐(𝟏𝟖𝟗𝟗𝐑𝟑 − 𝟏𝟖𝟑𝟎𝐑𝟐𝐫 + 𝟓𝟒𝟗𝐑𝐫𝟐 − 𝟔𝟎𝐫𝟑) + 𝟐𝟒𝐑𝟑 + 𝟐𝟐𝐑𝟐𝐫 − 𝟓𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟐𝐫𝟑)𝐬𝟐 

−𝐫𝟑 (
𝟔𝟒(𝟑𝟖𝟒𝟒𝐑𝟒 − 𝟒𝟕𝟗𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟐𝟐𝟓𝟒𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟒𝟔𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟑𝟔𝐫𝟒) +

𝟏𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟒𝐑𝟑𝐫 − 𝟑𝟓𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟑𝐑𝐫𝟑 + 𝟒𝟒𝐫𝟒
) ≥

?
⏟
②

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

𝐏 = (𝟏𝟔𝟏𝐑− 𝟏𝟏𝟔𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 + 

𝐫(𝟐𝟒𝟎𝟑𝐑𝟐 − 𝟑𝟖𝟐𝟒𝐑𝐫 + 𝟏𝟑𝟑𝟔𝐫𝟐)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 
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𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
𝐏 ⇔ (𝟏𝟕𝟓𝟓𝐑𝟑 − 𝟒𝟖𝟐𝟏𝐑𝟐𝐫 + 𝟑𝟖𝟓𝟎𝐑𝐫𝟐 − 𝟖𝟐𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟐 

≥
?
⏟
③

𝐫 (
𝟑𝟐(𝟕𝟖𝟖𝐑𝟒 − 𝟐𝟐𝟓𝟑𝟓𝐑𝟑𝐫 + 𝟐𝟎𝟐𝟗𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟕𝟎𝟑𝐑𝐫𝟑 + 𝟖𝟑𝐫𝟒) +

𝟐𝐑𝟒 + 𝟏𝟓𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝐑𝐫𝟑
) ; 𝐅𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 

≥
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞+𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

(𝟏𝟕𝟓𝟓𝐑𝟑 − 𝟒𝟖𝟐𝟏𝐑𝟐𝐫 + 𝟑𝟖𝟓𝟎𝐑𝐫𝟐 − 𝟖𝟐𝟒𝐫𝟑) (𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐 +
𝐫𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫)

𝐑 − 𝐫
) 

≥
?
𝐑𝐇𝐒③ ⇔ 𝟐𝟖𝟔𝟐𝐭𝟓 − 𝟏𝟒𝟗𝟏𝟑𝐭𝟒 + 𝟐𝟔𝟐𝟒𝟏𝐭𝟑 − 𝟏𝟕𝟐𝟏𝟎𝐭𝟐 + 𝟐𝟖𝟕𝟔𝐭 + 𝟏𝟖𝟒 ≥

?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐) ((𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟖𝟔𝟐𝐭𝟑 − 𝟑𝟒𝟔𝟓𝐭𝟐 + 𝟗𝟑𝟑𝐭 + 𝟑𝟖𝟐) + 𝟔𝟕𝟐) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 

∴ (∑
𝒂𝟐

𝐛 + 𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
𝟏𝟕∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜 − 𝟏𝟐𝟖𝐫𝟐𝐬𝟐

𝟒∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 & 𝐢𝐦𝐩𝒍𝐞𝐦𝐞𝐧𝐭𝐢𝐧𝐠 𝐢𝐭 𝐨𝐧 ∆ 𝐗𝐘𝐙 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐬𝐢𝐝𝐞𝐬 

𝟐𝐦𝒂

𝟑
,
𝟐𝐦𝐛

𝟑
,
𝟐𝐦𝐜

𝟑
 𝐰𝐡𝐨𝐬𝐞 𝐦𝐞𝐝𝐢𝒂𝐧𝐬 𝒂𝐫𝐞 

𝒂

𝟐
,
𝐛

𝟐
,
𝐜

𝟐
& 𝒂𝐫𝐞𝒂 

𝐅

𝟑
,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶

𝟒

𝟗
(∑

𝐦𝒂
𝟐

𝐦𝐛 +𝐦𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

 

≥
𝟏𝟕∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜 − 𝟏𝟐𝟖𝐅𝟐

𝟏𝟐∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 (∵∑𝐦𝒂

𝟐𝐦𝐛
𝟐

𝐜𝐲𝐜

=
𝟗∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜

𝟏𝟔
  𝒂𝐧𝐝 ∑𝐦𝒂

𝟐

𝐜𝐲𝐜

=
𝟑∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

𝟒

⏞                                
𝛔

) 

=
𝟏𝟕∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜 − 𝟖(𝟐∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜 −∑ 𝒂𝟒𝐜𝐲𝐜 )

𝟏𝟐∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
⇒ (∑

𝐦𝒂
𝟐

𝐦𝐛 +𝐦𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥ 

𝟑∑ (𝟖𝒂𝟒 + 𝐛𝟐𝐜𝟐)𝐜𝐲𝐜

𝟏𝟔∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 & 𝒂𝒍𝐬𝐨,

𝟐 ∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜 − 𝟐𝟑𝐅𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
≥
? 𝟏

𝟒
(∑

𝒂𝟐

𝐛 + 𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

⇔ (𝟏𝟔𝐑− 𝐫)𝐬𝟔 − 

𝐫(𝟏𝟐𝟎𝐑𝟐 + 𝟏𝟗𝟔𝐑𝐫 + 𝟔𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 𝐫𝟐(𝟏𝟗𝟐𝐑𝟑 + 𝟐𝟏𝟐𝐑𝟐𝐫 + 𝟔𝟖𝐑𝐫𝟐 + 𝟑𝐫𝟑)𝐬𝟐 + 

𝐫𝟑(𝟏𝟐𝟖𝐑𝟒 + 𝟏𝟗𝟐𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟎𝟒𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟐𝟒𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝐫𝟒) ≥
?
⏟
④

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐐 = 

(𝟏𝟔𝐑 − 𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 + 𝐫(𝟔𝟒𝟖𝐑𝟐 − 𝟒𝟖𝟒𝐑𝐫 − 𝟒𝟗𝐫𝟐)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 

≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ④, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ ≥
?
𝐐 

⇔ (𝟐𝟏𝟔𝟎𝐑
𝟑 − 𝟑𝟑𝟐𝟕𝐑𝟐𝐫 + 𝟒𝟏𝟓𝐑𝐫𝟐 +

𝟏𝟒𝟐𝐫𝟑
) 𝐬𝟐 ≥

?
⏟
⑤

𝐫 ( 𝟐𝟓𝟎𝟓𝟔𝐑𝟒 − 𝟒𝟎𝟓𝟔𝟎𝐑𝟑𝐫 +
𝟏𝟒𝟒𝟖𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝟕𝟏𝐑𝐫𝟑 − 𝟑𝟑𝟖𝐫𝟒

) 

𝐅𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 𝐋𝐇𝐒⑤ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

(𝟐𝟏𝟔𝟎𝐑𝟑 − 𝟑𝟑𝟐𝟕𝐑𝟐𝐫 + 𝟒𝟏𝟓𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟒𝟐𝐫𝟑)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) 

≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ⑤ ⇔ 𝟑𝟏𝟔𝟖𝐭𝟒 − 𝟕𝟖𝟐𝟒𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟐𝟗𝐭𝟐 + 𝟏𝟓𝟔𝐭 − 𝟏𝟐𝟒 ≥

?
𝟎 ⇔  

(𝐭 − 𝟐)(𝟑𝟏𝟔𝟖𝐭𝟑 − 𝟏𝟒𝟖𝟖𝐭𝟐 − 𝟒𝟕𝐭 + 𝟔𝟐) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟐 ∴

𝟏

𝟒
(∑

𝒂𝟐

𝐛 + 𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≤ 
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𝟐∑ 𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝐲𝐜 − 𝟐𝟑𝐅𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 & 𝐢𝐧𝐯𝐨𝐤𝐢𝐧𝐠 𝐨𝐧 ∆ 𝐗𝐘𝐙 𝐮𝐬𝐢𝐧𝐠 ′′𝛔′′ & 𝟐∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

−∑𝒂𝟒

𝐜𝐲𝐜

= 𝟏𝟔𝐅𝟐, 

(∑
𝐦𝒂
𝟐

𝐦𝐛 +𝐦𝐜
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≤
𝟑∑ (𝟐𝟑𝒂𝟒 − 𝟏𝟒𝐛𝟐𝐜𝟐)𝐜𝐲𝐜

𝟏𝟔∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4258. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂  𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥ 𝐦𝒂𝒙 {
𝐦𝐛

𝐦𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐦𝐜

𝐦𝐛
. 𝐫𝐜;

𝐰𝐛
𝐰𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐰𝐜
𝐰𝐛
. 𝐫𝐜;

𝐡𝐛
𝐡𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐡𝐜
𝐡𝐛
. 𝐫𝐜} 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥
? 𝐦𝐛

𝐦𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐦𝐜

𝐦𝐛
. 𝐫𝐜 ⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐫𝐛
𝟐 (𝟏 −

𝐦𝐛
𝟐

𝐦𝐜
𝟐
) ≥

?
𝐫𝐜
𝟐 (
𝐦𝐜
𝟐

𝐦𝐛
𝟐 − 𝟏) 

⇔
(𝐦𝐜

𝟐 −𝐦𝐛
𝟐)(𝐫𝐛

𝟐𝐦𝐛
𝟐 − 𝐫𝐜

𝟐𝐦𝐜
𝟐)

𝐦𝐛
𝟐𝐦𝐜

𝟐
≥
?
𝟎 

𝐖𝐋𝐎𝐆 𝐰𝐞 𝐦𝒂𝐲 𝒂𝐬𝐬𝐮𝐦𝐞 ∶ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐦𝐜 ≥ 𝐦𝐛 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐢𝐭 𝐫𝐞𝐦𝒂𝐢𝐧𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(𝐬 − 𝐜)𝟐(𝟐∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟑𝐛𝟐) ≥
?
(𝐬 − 𝐛)𝟐 (𝟐∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟑𝐜𝟐) 

⇔ (𝟐∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

)(𝐛 − 𝐜)𝒂 ≥
?
𝟑(𝐛(𝐬 − 𝐜) + 𝐜(𝐬 − 𝐛)). 𝐬(𝐛 − 𝐜) 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐛 ≥ 𝐜 

∴ 𝐢𝐭 𝐫𝐞𝐦𝒂𝐢𝐧𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝟐((𝐲 + 𝐳)𝟐 + (𝐳 + 𝒙)𝟐 + (𝒙 + 𝐲)𝟐)(𝐲 + 𝐳) ≥
?
𝟑(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)(𝐳(𝐳 + 𝒙) + 𝐲(𝒙 + 𝐲)) 

(
𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶
𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳

) 

⇔ 𝟑𝒙𝐲(𝒙 + 𝐲) + 𝟐𝒙(𝐲 + 𝐳)𝟐 + 𝟐𝒙𝐲𝐳 + 𝟑(𝐲𝟑 + 𝐳𝟑) + 𝟕𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳) ≥
?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝒙, 𝐲, 𝐳 > 0 (𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ∴ 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥
𝐦𝐛

𝐦𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐦𝐜

𝐦𝐛
. 𝐫𝐜  

𝐀𝐠𝒂𝐢𝐧, 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥
? 𝐰𝐛
𝐰𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐰𝐜
𝐰𝐛
. 𝐫𝐜 ⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐫𝐛
𝟐 (𝟏 −

𝐰𝐛
𝟐

𝐰𝐜𝟐
) ≥

?
𝐫𝐜
𝟐 (
𝐰𝐜
𝟐

𝐰𝐛
𝟐 − 𝟏) 

⇔
(𝐰𝐜

𝟐 −𝐰𝐛
𝟐)(𝐫𝐛

𝟐𝐰𝐛
𝟐 − 𝐫𝐜

𝟐𝐰𝐜
𝟐)

𝐰𝐛
𝟐𝐰𝐜𝟐

≥
?
𝟎 

𝐖𝐋𝐎𝐆 𝐰𝐞 𝐦𝒂𝐲 𝒂𝐬𝐬𝐮𝐦𝐞 ∶ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐰𝐜 ≥ 𝐰𝐛  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐢𝐭 𝐫𝐞𝐦𝒂𝐢𝐧𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 
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𝐬

𝐬 − 𝐛
.
𝟒𝐜𝒂

(𝐜 + 𝒂)𝟐
≥
? 𝐬

𝐬 − 𝐜
.
𝟒𝒂𝐛

(𝒂 + 𝐛)𝟐
 𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝒂 + 𝐛)𝟐 ≥ (𝐜 + 𝒂)𝟐 

∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐜(𝐬 − 𝐜) ≥
?
𝐛(𝐬 − 𝐛) ⇔ (𝐛 + 𝐜)(𝐛 − 𝐜) ≥

?
𝐬(𝐛 − 𝐜) 

⇔ (𝟐𝐬 − 𝒂 − 𝐬)(𝐛 − 𝐜) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐬 − 𝒂)(𝐛 − 𝐜) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥
𝐰𝐛
𝐰𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐰𝐜
𝐰𝐛
. 𝐫𝐜  𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥

? 𝐡𝐛
𝐡𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐡𝐜
𝐡𝐛
. 𝐫𝐜 

⇔
𝐬𝐪𝐮𝐚𝐫𝐢𝐧𝐠

𝐫𝐛
𝟐 (𝟏 −

𝐡𝐛
𝟐

𝐡𝐜𝟐
) ≥

?
𝐫𝐜
𝟐 (
𝐡𝐜
𝟐

𝐡𝐛
𝟐 − 𝟏) ⇔

(𝐡𝐜
𝟐 − 𝐡𝐛

𝟐)(𝐫𝐛
𝟐𝐡𝐛

𝟐 − 𝐫𝐜
𝟐𝐡𝐜

𝟐)

𝐡𝐛
𝟐𝐡𝐜𝟐

≥
?
𝟎 

𝐖𝐋𝐎𝐆 𝐰𝐞 𝐦𝒂𝐲 𝒂𝐬𝐬𝐮𝐦𝐞 ∶ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐡𝐜 ≥ 𝐡𝐛 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐢𝐭 𝐫𝐞𝐦𝒂𝐢𝐧𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐫𝐛𝐡𝐛 ≥
?
𝐫𝐜𝐡𝐜⇔

𝐫. 𝐬𝟐

𝟐𝐑
. 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝐁

𝟐
≥
? 𝐫. 𝐬𝟐

𝟐𝐑
. 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝐂

𝟐
→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐟(𝒙) = 𝐬𝐞𝐜

𝒙

𝟐
 𝐢𝐬 ↑ 𝐨𝐧 (𝟎, 𝛑) 𝒂𝐧𝐝 

∵ 𝐛 ≥ 𝐜 ∴ 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥
𝐡𝐛
𝐡𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐡𝐜
𝐡𝐛
. 𝐫𝐜  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝐟𝐫𝐨𝐦 𝐭𝐡𝐞 𝐛𝐨𝒙𝐞𝐝 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬, 

𝐢𝐭′𝐬 𝐜𝒍𝐞𝒂𝐫 𝐭𝐡𝒂𝐭 ∶ 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥ 𝐦𝒂𝒙 {
𝐦𝐛

𝐦𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐦𝐜

𝐦𝐛
. 𝐫𝐜;

𝐰𝐛
𝐰𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐰𝐜
𝐰𝐛
. 𝐫𝐜;

𝐡𝐛
𝐡𝐜
. 𝐫𝐛 +

𝐡𝐜
𝐡𝐛
. 𝐫𝐜} 

∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 𝐛 = 𝐜 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4259. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂  𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑
𝐫𝒂
𝐰𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝐡𝐛 + 𝐡𝐜

𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝐦𝒂

𝐡𝒂
𝐜𝐲𝐜

 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝐡𝐛 + 𝐡𝐜

𝐜𝐲𝐜

=
𝟒𝐑

𝟐𝐫𝐬
.∑(

𝐬(𝐬 − 𝒂)

𝐛𝐜
.
𝐛𝐜

𝐛 + 𝐜
)

𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟐𝐑

𝐫. 𝟐𝐬(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
.∑((𝐬 − 𝒂)(𝒂𝟐 +∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

))

𝐜𝐲𝐜

 

=
𝐑(𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) − 𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟔𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐) + 𝐬(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐))

𝐫. 𝐬(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
 

=
𝐑(𝐬𝟐 + 𝟖𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)

𝐫(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
=
(𝐢)
∑

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝐡𝐛 + 𝐡𝐜

𝐜𝐲𝐜

 

𝐍𝐨𝐰, (∑
𝐦𝒂

𝐡𝒂
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

=
𝟏

𝟒𝐫𝟐𝐬𝟐
(∑(

𝒂𝟐

𝟒
(𝟐∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟑𝒂𝟐))

𝐜𝐲𝐜

+∑(𝐛𝐜.
𝟐𝒂𝟐 + 𝐛𝐜

𝟐
)

𝐜𝐲𝐜

) 
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(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐒𝐨𝒍𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐭𝐨 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 − 𝟑𝟏𝟔 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡;

𝐩𝐮𝐛𝒍𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) 

=
𝟏

𝟒𝐫𝟐𝐬𝟐
. (𝟐(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)𝟐 − (𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) + 𝟏𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐 + 𝟏𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐 + 𝟖𝐑𝐫𝐬𝟐) 

≤
?
(∑

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝐡𝐛 + 𝐡𝐜

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

=
𝐯𝐢𝒂 (𝐢) 𝐑𝟐(𝐬𝟐 + 𝟖𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐

𝐫𝟐(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐
⇔ 

−𝐬𝟖 + (𝟒𝐑𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝟖𝐫𝟐)𝐬𝟔 + 𝐫(𝟔𝟒𝐑𝟑 + 𝟐𝟎𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟔𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟒𝐫𝟑)𝐬𝟒 + 

𝐫𝟐 (𝟐𝟓𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟓𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟏𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟒𝟒𝐑𝐫𝟑 − 𝟖𝐫𝟒)⏞                              
𝐌

𝐬𝟐 − 

𝐫𝟒 (𝟔𝟒𝐑𝟒 + 𝟗𝟔𝐑𝟑𝐫 + 𝟓𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫𝟑 + 𝐫𝟒)⏞                            
𝐍

≥
?
⏟
①

𝟎 

𝐍𝐨𝐰,𝐃𝐨𝐮𝐛𝒍𝐞 − 𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 ⇒ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
− 𝐬𝟒 (𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟑)⏞                            

𝐓

 

⇔ −(𝟐𝟒𝐑 + 𝟔𝐫)𝐬𝟔 + (𝟏𝟐𝟖𝐑𝟑 + 𝟔𝟖𝐑𝟐𝐫 − 𝟐𝟒𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟑𝐫𝟑)𝐬𝟒 + 𝐫𝐌𝐬𝟐 − 𝐫𝟑𝐍 ≥
?
⏟
②

𝟎 

𝐀𝐠𝒂𝐢𝐧 ∵ 𝐏 = −(𝟐𝟒𝐑+ 𝟔𝐫)𝐓 ≥ 𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
𝐏 

⇔ (𝟑𝟐𝐑𝟑 − 𝟒𝟑𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟗𝟔𝐑𝐫𝟐 − 𝐫𝟑)𝐬𝟒 + 

𝐫(𝟏𝟕𝟗𝟐𝐑𝟒 + 𝟏𝟕𝟗𝟐𝐑𝟑𝐫 + 𝟓𝟖𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟓𝟐𝐑𝐫𝟑 − 𝟐𝐫𝟒)𝐬𝟐⏞                                    
𝐔

− 𝐫𝟑𝐍 ≥
?
⏟
③

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐔 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

𝐔(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) > 𝐫𝟑𝐍 (∵ 𝐑 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟐𝐫) ∴ 𝐢𝐟 𝟑𝟐𝐑𝟑 − 𝟒𝟑𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟗𝟔𝐑𝐫𝟐 − 𝐫𝟑 ≥ 𝟎, 

𝐭𝐡𝐞𝐧 ③ 𝐢𝐬 𝐝𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐞𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐟 ∶ 𝟑𝟐𝐑𝟑 − 𝟒𝟑𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟗𝟔𝐑𝐫𝟐 − 𝐫𝟑 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧, 𝐬𝐢𝐧𝐜𝐞 ∶ 

𝐐 = (𝟑𝟐𝐑𝟑 − 𝟒𝟑𝟔𝐑𝟐𝐫 − 𝟗𝟔𝐑𝐫𝟐 − 𝐫𝟑)𝐓 ≥
𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢)

𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ③, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
?
𝐐 ⇔ (𝟖𝐑𝟒 + 𝟒𝟑𝐑𝟑𝐫 − 𝟒𝟔𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟒𝐫𝟒)𝐬𝟐 ≥

?
⏟
④

 

𝐫(𝟏𝟐𝟖𝐑𝟓 − 𝟏𝟔𝟒𝟖𝐑𝟒𝐫 − 𝟏𝟔𝟔𝟒𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟔𝟏𝟏𝐑𝟐𝐫𝟑 − 𝟗𝟗𝐑𝐫𝟒 − 𝟔𝐫𝟓) 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝐗 = 𝟖𝐑𝟒 + 𝟒𝟑𝐑𝟑𝐫 − 𝟒𝟔𝟏𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟐𝟗𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟒𝐫𝟒 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝐗(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ 

⇔ 𝟑𝟐𝐭𝟔 + 𝟕𝟔𝐭𝟓 − 𝟏𝟔𝟕𝐭𝟑 − 𝟖𝟑𝟐𝐭𝟐 + 𝟔𝟖𝐭 + 𝟒𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) ⇔ 

(𝐭 − 𝟐)(𝟑𝟐𝐭𝟓 + 𝟏𝟒𝟎𝐭𝟒 + 𝟐𝟖𝟎𝐭𝟑 + 𝟑𝟗𝟑𝐭𝟐 − 𝟒𝟔𝐭 − 𝟐𝟒) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝐗 < 0 𝑎𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝐗(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ 

⇔ 𝟐𝟐𝟗𝟔𝐭𝟒 − 𝟓𝟗𝟐𝟕𝐭𝟑 + 𝟐𝟒𝟓𝟐𝐭𝟐 + 𝟒𝟔𝟖𝐭 − 𝟔𝟒 ≥
?
𝟎 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟐𝟗𝟔𝐭𝟑 − 𝟏𝟑𝟑𝟓𝐭𝟐 − 𝟐𝟏𝟖𝐭 + 𝟑𝟐) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥ 𝟐 ⇒④ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞; 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧, 
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∑
𝐫𝒂
𝐰𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥
𝟐𝟗𝐑𝟐 − 𝟐𝐬𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 + 𝟏𝟒𝐫𝟐

𝟏𝟔𝐑𝐫
 (

𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 − 𝟐𝟐𝟖 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 
𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡; 𝐩𝐮𝐛𝒍𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨

) 

≥
? 𝐑(𝐬𝟐 + 𝟖𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)

𝐫(𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)
⇔ −𝟐𝐬𝟒 + (𝟏𝟑𝐑𝟐 + 𝟔𝐑𝐫 + 𝟏𝟐𝐫𝟐)𝐬𝟐 − 

𝐫(𝟕𝟎𝐑𝟑 + 𝟑𝟏𝐑𝟐𝐫 − 𝟑𝟖𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟒𝐫𝟑) ≥
?
⏟
⑤

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ⑤ ≥
?
− 𝟐𝐓 

⇔ (𝟓𝐑𝟐 − 𝟑𝟒𝐑𝐫 + 𝟏𝟔𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝐫(𝟓𝟖𝐑𝟑 + 𝟔𝟓𝐑𝟐𝐫 + 𝟔𝟐𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟔𝐫𝟑) ≥
?
⏟
⑥

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 

 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟓𝐑𝟐 − 𝟑𝟒𝐑𝐫 + 𝟏𝟔𝐫𝟐 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟓𝐑𝟐 − 𝟑𝟒𝐑𝐫 + 𝟏𝟔𝐫𝟐 < 0, 

𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ⑥ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

(𝟓𝐑𝟐 − 𝟑𝟒𝐑𝐫 + 𝟏𝟔𝐫𝟐)(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐) + 

𝐫(𝟓𝟖𝐑𝟑 + 𝟔𝟓𝐑𝟐𝐫 + 𝟔𝟐𝐑𝐫𝟐 + 𝟏𝟔𝐫𝟑) ≥
?
𝟎 ⇔ 𝟏𝟎𝐭𝟒 − 𝟐𝟗𝐭𝟑 + 𝟒𝐭𝟐 + 𝟏𝟐𝐭 + 𝟑𝟐 ≥

?
𝟎 

⇔ (𝐭 − 𝟐)𝟐(𝟏𝟎𝐭𝟐 + 𝟏𝟏𝐭 + 𝟖) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 ⇒⑥ ⇒⑤ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞; 𝐬𝐨 

∑
𝐫𝒂
𝐰𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝐡𝐛 + 𝐡𝐜

𝐜𝐲𝐜

≥∑
𝐦𝒂

𝐡𝒂
𝐜𝐲𝐜

 ∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4260. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒓𝒃 + 𝒓𝒄 ≥ 𝒎𝒂𝒙 { 
𝒎𝒃

𝒎𝒄
𝒓𝒃 +

𝒎𝒄

𝒎𝒃
𝒓𝒄;
𝒘𝒃
𝒘𝒄
𝒓𝒃 +

𝒘𝒄
𝒘𝒃
𝒓𝒄;
𝒉𝒃
𝒉𝒄
𝒓𝒃 +

𝒉𝒄
𝒉𝒃
𝒓𝒄} 

 
Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

 
Solution by Jenish Rijal-Bardiya-Nepal 
𝑳𝒆𝒕  𝑱 ∈ {𝒎,𝒘, 𝒉} 𝒓𝒆𝒑𝒓𝒆𝒔𝒆𝒏𝒕 𝒕𝒉𝒆 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏, 𝒂𝒏𝒈𝒍𝒆 𝒃𝒊𝒔𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓 𝒐𝒓 𝒕𝒉𝒆 𝒂𝒍𝒕𝒊𝒕𝒖𝒅𝒆. 
𝑰𝒕 𝒔𝒖𝒇𝒇𝒊𝒄𝒆𝒔 𝒕𝒐 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕: 

𝒓𝒃 + 𝒓𝒄 ≥
𝑱𝒃
𝑱𝒄
𝒓𝒃 +

𝑱𝒄
𝑱𝒃
𝒓𝒄 

𝑾𝑳𝑶𝑮,𝒂𝒔𝒔𝒖𝒎𝒆 𝒃 ≥ 𝒄.   
𝑨𝒍𝒔𝒐 𝒍𝒆𝒕 (𝒂, 𝒃, 𝒄) = (𝒚 + 𝒛, 𝒛 + 𝒙, 𝒙 + 𝒚) 𝒔𝒐 𝒕𝒉𝒂𝒕 𝒛 + 𝒙 ≥ 𝒙 + 𝒚 ∴ 𝒛 ≥ 𝒚 

𝑾𝒆 𝒌𝒏𝒐𝒘, 𝒃 ≥ 𝒄 ⟹ 𝑱𝒃 ≤ 𝑱𝒄 ⟺
𝟏

𝑱𝒃
≥
𝟏

𝑱𝒄
. 

𝑳𝒆𝒎𝒎𝒂:  𝒓𝒃𝑱𝒃 ≥ 𝒓𝒄𝑱𝒄 
𝑷𝒓𝒐𝒐𝒇 𝒐𝒇 𝒕𝒉𝒆 𝒍𝒆𝒎𝒎𝒂: 
𝟏. ) 𝑭𝒐𝒓 𝒉,𝒘𝒆 𝒉𝒂𝒗𝒆 𝒕𝒐 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕: 𝒓𝒃𝒉𝒃 ≥ 𝒓𝒄𝒉𝒄⟺ 

∆

𝒔 − 𝒃
∙
𝟐∆

𝒃
≥

∆

𝒔 − 𝒄
∙
𝟐∆

𝒄
⟺
𝟏

𝒚
∙
𝟏

𝒛 + 𝒙
≥
𝟏

𝒛
∙
𝟏

𝒙 + 𝒚
⟺ 

⟺ 𝒛𝒙 + 𝒚𝒛 ≥ 𝒚𝒛 + 𝒙𝒚 ⟺ 𝒛𝒙 ≥ 𝒙𝒚  𝒘𝒉𝒊𝒄𝒉 𝒊𝒔 𝒕𝒓𝒖𝒆 𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒛 ≥ 𝒚. 
𝟐. ) 𝑭𝒐𝒓 𝒘,𝒘𝒆 𝒉𝒂𝒗𝒆 𝒕𝒐 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕: 𝒓𝒃𝒘𝒃 ≥ 𝒓𝒄𝒘𝒄 ⟺ 
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∆

𝒔 − 𝒃
∙
𝟐

𝒂 + 𝒄
√𝒂𝒄𝒔(𝒔 − 𝒃) ≥

∆

𝒔 − 𝒄
∙
𝟐

𝒂 + 𝒃
√𝒂𝒃𝒔(𝒔 − 𝒄)  ⟺⏞

𝑺𝒒𝒖𝒂𝒓𝒊𝒏𝒈 𝒂𝒏𝒅 𝒔𝒊𝒎𝒑𝒍𝒊𝒇𝒚𝒊𝒏𝒈

 

𝒄

𝒔 − 𝒃
∙

𝟏

(𝒂 + 𝒄)𝟐
≥

𝒃

𝒔 − 𝒄
∙

𝟏

(𝒂 + 𝒃)𝟐
 

⟺ 
𝒄(𝒔 − 𝒄)

(𝒂 + 𝒄)𝟐
≥
𝒃(𝒔 − 𝒃)

(𝒂 + 𝒃)𝟐
⟺

𝒙𝒛 + 𝒚𝒛

(𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛)𝟐
≥

𝒙𝒚 + 𝒚𝒛

(𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛)𝟐
  𝒘𝒉𝒊𝒄𝒉 𝒊𝒔 𝒕𝒓𝒖𝒆 𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒛

≥ 𝒚. 
𝟑. ) 𝑭𝒐𝒓 𝒎,𝒘𝒆 𝒉𝒂𝒗𝒆 𝒕𝒐 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕: 𝒓𝒃𝒎𝒃 ≥ 𝒓𝒄𝒎𝒄 ⟺ 
∆𝟐

(𝒔 − 𝒃)𝟐
(
𝟐𝒂𝟐 + 𝟐𝒄𝟐 − 𝒃𝟐

𝟒
) ≥

∆𝟐

(𝒔 − 𝒄)𝟐
(
𝟐𝒂𝟐 + 𝟐𝒃𝟐 − 𝒄𝟐

𝟒
) 

⟺
𝟐(𝒚 + 𝒛)𝟐 + 𝟐(𝒙 + 𝒚)𝟐 − (𝒛 + 𝒙)𝟐

𝒚𝟐
≥
𝟐(𝒚 + 𝒛)𝟐 + 𝟐(𝒛 + 𝒙)𝟐 − (𝒙 + 𝒚)𝟐

𝒛𝟐
 

𝒘𝒉𝒊𝒄𝒉 𝒊𝒔 𝒆𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒍𝒆𝒏𝒕 𝒕𝒐: 

(𝒛 − 𝒚)

𝒚𝟐𝒛𝟐
[(𝒚 + 𝒛) (𝒙 −

𝒚𝟐 − 𝒚𝒛 + 𝒛𝟐

𝒚 + 𝒛
)

𝟐

+
𝒚𝒛(𝟖𝒚𝟐 + 𝟕𝒚𝒛 + 𝟖𝒛𝟐)

𝒚 + 𝒛
] ≥ 𝟎   

𝒘𝒉𝒊𝒄𝒉 𝒊𝒔 𝒂𝒍𝒔𝒐 𝒕𝒓𝒖𝒆 𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒛 ≥ 𝒚. 
𝑻𝒉𝒖𝒔, 𝒕𝒉𝒆 𝒍𝒆𝒎𝒎𝒂 𝒊𝒔 𝒏𝒐𝒘 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆𝒏! 

𝑾𝒆 𝒄𝒂𝒏 𝒏𝒐𝒕𝒊𝒄𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕 ( 
𝟏

𝑱𝒃
,
𝟏

𝑱𝒄
 )  𝒂𝒏𝒅 ( 𝒓𝒃𝑱𝒃, 𝒓𝒄𝑱𝒄) 𝒂𝒓𝒆 𝒔𝒊𝒎𝒊𝒍𝒂𝒓𝒍𝒚 𝒔𝒐𝒓𝒕𝒆𝒅. 

𝑯𝒆𝒏𝒄𝒆, 𝒃𝒚 𝑹𝒆𝒂𝒓𝒓𝒂𝒏𝒈𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝑰𝒏𝒆𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚 𝒘𝒆 𝒉𝒂𝒗𝒆: 
𝟏

𝑱𝒃
(𝒓𝒃𝑱𝒃) +

𝟏

𝑱𝒄
(𝒓𝒄𝑱𝒄) ≥

𝟏

𝑱𝒄
(𝒓𝒃𝑱𝒃) +

𝟏

𝑱𝒃
(𝒓𝒄𝑱𝒄) 

⟺ 𝒓𝒃 + 𝒓𝒄 ≥
𝑱𝒃
𝑱𝒄
𝒓𝒃 +

𝑱𝒄
𝑱𝒃
𝒓𝒄 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆,          𝒓𝒃 + 𝒓𝒄 ≥ 𝒎𝒂𝒙 { 
𝒎𝒃

𝒎𝒄
𝒓𝒃 +

𝒎𝒄

𝒎𝒃
𝒓𝒄;
𝒘𝒃
𝒘𝒄
𝒓𝒃 +

𝒘𝒄
𝒘𝒃
𝒓𝒄;
𝒉𝒃
𝒉𝒄
𝒓𝒃 +

𝒉𝒄
𝒉𝒃
𝒓𝒄} 

𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚 𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔 𝒊𝒇 𝒕𝒉𝒆 𝒕𝒓𝒊𝒂𝒏𝒈𝒍𝒆 𝒊𝒔 𝒊𝒔𝒐𝒔𝒄𝒆𝒍𝒆𝒔 (𝒃 =  𝒄) 
 

4261. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
𝟏

𝒓𝒂
+
𝟏

𝒎𝒂
≤

𝟒

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
 

Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 

𝑳𝒆𝒕 𝒙 = 𝒔 − 𝒂, 𝒚 = 𝒔 − 𝒃, 𝒛 = 𝒔 − 𝒄 𝒕𝒉𝒆𝒏: 
 𝒂 = 𝒚 + 𝒛, 𝒃 = 𝒛 + 𝒙, 𝒄 = 𝒙 + 𝒚 & 𝑠 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 

𝑭𝟐 = 𝒔(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄) = 𝒔𝒙𝒚𝒛,    
𝟏

𝒓𝒂
=
𝒔 − 𝒂

𝑭
=
𝒙

𝑭
 (𝟏) 

𝒎𝒂
𝟐 =

𝟐𝒃𝟐 + 𝟐𝒄𝟐 − 𝒂𝟐

𝟒
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𝒎𝒂
𝟐 =

𝟐𝒃𝟐 + 𝟐𝒄𝟐 − 𝒂𝟐

𝟒
=
𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒙𝒚 + 𝟒𝒙𝒛 + (𝒚 − 𝒛)𝟐

𝟒
=
𝟒𝒙𝒔 + (𝒚 − 𝒛)𝟐

𝟒
& 

𝟒

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
=

𝟐𝒃𝒄

𝑭(𝒃 + 𝒄)
 

𝑾𝒆 𝒏𝒆𝒆𝒅 𝒕𝒐 𝒔𝒉𝒐𝒘: 
𝟏

𝒓𝒂
+
𝟏

𝒎𝒂
≤

𝟒

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
  𝒐𝒓 

𝑭

𝒓𝒂
+
𝑭

𝒎𝒂
≤

𝟒𝑭

𝒉𝒃 + 𝒉𝒄
  

𝒙 +
𝑭

𝒎𝒂
≤
(𝟏) 𝟐(𝒙 + 𝒚)(𝒙 + 𝒛)

𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛
𝒐𝒓,

𝑭

𝒎𝒂
≤
𝟐(𝒙 + 𝒚)(𝒙 + 𝒛)

𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛
− 𝒙  

𝑭

𝒎𝒂
≤
𝒙(𝒚 + 𝒛) + 𝟐𝒚𝒛

𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛
 𝒐𝒓 

𝑭𝟐

𝒎𝒂
𝟐
≤ (

𝒙(𝒚 + 𝒛) + 𝟐𝒚𝒛

𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛
)

𝟐

 

𝟒𝒔𝒙𝒚𝒛

𝟒𝒙𝒔 + (𝒚 − 𝒛)𝟐
≤ (

𝒙(𝒚 + 𝒛) + 𝟐𝒚𝒛

𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛
)

𝟐

 

(𝒙(𝒚 + 𝒛) + 𝟐𝒚𝒛)𝟐(𝟒𝒙𝒔 + (𝒚 − 𝒛)𝟐) − 𝟒𝒔𝒙𝒚𝒛(𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛)𝟐 ≥ 𝟎  
(𝒙𝒚 + 𝒙𝒛 + 𝟐𝒚𝒛)𝟐(𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒙𝒚 + 𝟒𝒙𝒛 + 𝒚𝟐‐ 𝟐𝒚𝒛 + 𝒛𝟐) − 𝟒𝒙𝒚𝒛(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)(𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛)𝟐

≥ 𝟎 
(𝒑𝒖𝒕𝒕𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒉𝒆 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝒐𝒇 𝒔 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛) 

𝟒𝒙𝟒𝒚𝟐 + 𝟒𝒙𝟒𝒛𝟐 + 𝟖𝒙𝟒𝒚𝒛 + 𝟒𝒙𝟑𝒚𝟑 + 𝟒𝒙𝟑𝒛𝟑 − 𝟒𝒙𝟒𝒚𝒛 − 𝟒𝒙𝟑𝒚𝟐𝒛 − 𝟒𝒙𝟑𝒚𝒛𝟐 + 𝒙𝟐𝒚𝟒 + 
+𝒙𝟐𝒛𝟒 + 𝟖𝒙𝟐𝒚𝟑𝒛 + 𝟖𝒙𝟐𝒚𝒛𝟑 + 𝟏𝟎𝒙𝟐𝒚𝟐𝒛𝟐 + 𝟒𝒚𝟒𝒛𝟐 − 𝟒𝒚𝟑𝒛𝟑 + 𝟒𝒚𝟐𝒛𝟒 ≥ 𝟎 

𝒐𝒓, (𝒚 − 𝒛)𝟐(𝟒𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟑(𝒚 + 𝒛) + 𝒙𝟐(𝒚 − 𝒛)𝟐 + 𝟒𝒚𝟐𝒛𝟐) ≥ 𝟎 𝒕𝒓𝒖𝒆 
𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚 𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔 𝒇𝒐𝒓 𝒚 = 𝒛 𝒐𝒓 𝒃 = 𝒄 

 

 

4262. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂  𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
.𝐦𝒂 + 𝐬𝐢𝐧

𝐁

𝟐
.𝐦𝐛 + 𝐬𝐢𝐧

𝐁

𝟐
.𝐦𝐛 ≤

√𝟑

𝟐
∙ 𝐬 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑(𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
.𝐦𝒂)

𝐜𝐲𝐜

=∑
√𝒂(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜).𝐦𝒂

√𝟒𝐑𝐫𝐬
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

 

≤
𝟏

√𝟒𝐑𝐫𝐬
. √∑((𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜))

𝐜𝐲𝐜

. √
𝟏

𝟒
∑(𝒂(𝟐∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟑𝒂𝟐))

𝐜𝐲𝐜

= 
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=
√𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

√𝟒𝐑𝐫𝐬
. √𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) −

𝟑

𝟒
. 𝟐𝐬(𝐬𝟐 − 𝟔𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐) ≤

? √𝟑

𝟐
. 𝐬 

⇔
𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠 (𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)(𝟒𝐑 + 𝐫)

𝟖𝐑
≤
? 𝟑𝐬𝟐

𝟒
⇔ (𝟐𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≥

?
⏟
(∗)

𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫)(𝟐𝐑+ 𝟓𝐫) 

𝐍𝐨𝐰, (𝟐𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

(𝟐𝐑 − 𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)(𝟐𝐑 + 𝟓𝐫) 

⇔ 𝟐𝟒𝐑𝐫(𝐑 − 𝟐𝐫) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ 𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
.𝐦𝒂 + 𝐬𝐢𝐧

𝐁

𝟐
.𝐦𝐛 + 𝐬𝐢𝐧

𝐁

𝟐
.𝐦𝐛 ≤

√𝟑

𝟐
. 𝐬 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4263. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
𝟏

𝟏𝟐
 ∑𝒎𝒂(𝒉𝒂 + 𝒉𝒃)(𝒉𝒂 + 𝒉𝒄)

𝒄𝒚𝒄

≤
𝟏

𝟖
∏(𝒓𝒂 + 𝒉𝒂)

𝒄𝒚𝒄

≤ 𝒎𝒂𝒎𝒃𝒎𝒄 

Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 

𝒉𝒂 + 𝒉𝒃 = 𝟐𝑭(
𝟏

𝒂
+
𝟏

𝒃
) =

𝟐𝑭(𝒂 + 𝒃)

𝒂𝒃
 & 𝒉𝒂 + 𝒉𝒄 =

𝟐𝑭(𝒂 + 𝒄)

𝒂𝒄
 

𝟏

𝟏𝟐
 ∑𝒎𝒂(𝒉𝒂 + 𝒉𝒃)(𝒉𝒂 + 𝒉𝒄)

𝒄𝒚𝒄

=
𝑭𝟐

𝟑
∑

𝒎𝒂(𝒂 + 𝒃)(𝒂 + 𝒄)

𝒂𝟐𝒃𝒄
 

𝒓𝒂 + 𝒉𝒂 =
𝑭

𝒔 − 𝒂
+
𝟐𝑭

𝒂
=
𝑭(𝟐𝒔 − 𝒂)

𝒂(𝒔 − 𝒂)
=
𝑭(𝒃 + 𝒄)

𝒂(𝒔 − 𝒂)
 & 𝑭𝟐 = 𝒔(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄) 

𝟏

𝟖
∏(𝒓𝒂 + 𝒉𝒂)

𝒄𝒚𝒄

=
𝑭𝟑

𝟖

(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝒂𝒃𝒄(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
=
𝑭𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟖𝒂𝒃𝒄
 

 𝒘𝒆 𝒏𝒆𝒆𝒅 𝒕𝒐 𝒔𝒉𝒐𝒘: 
𝟏

𝟏𝟐
 ∑𝒎𝒂(𝒉𝒂 + 𝒉𝒃)(𝒉𝒂 + 𝒉𝒄)

𝒄𝒚𝒄

≤
𝟏

𝟖
∏(𝒓𝒂 + 𝒉𝒂)

𝒄𝒚𝒄

 

 𝒐𝒓,
𝑭𝟐

𝟑
∑

𝒎𝒂(𝒂 + 𝒃)(𝒂 + 𝒄)

𝒂𝟐𝒃𝒄
≤
𝑭𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟖𝒂𝒃𝒄
 

𝒐𝒓, 𝟖𝑭∑
𝒎𝒂(𝒂 + 𝒃)(𝒂 + 𝒄)

𝒂
≤ 𝟑𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂) 

𝟖𝑭∑
𝒎𝒂(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒂 + 𝒄)

𝒂(𝒃 + 𝒄)
≤ 𝟑𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)  

∑
𝒎𝒂

𝒂(𝒃 + 𝒄)
≤
𝟑𝒔

𝟖𝑭
=
𝟑

𝟖𝒓
 

(∑
𝒎𝒂

𝒂(𝒃 + 𝒄)
)
𝟐

≤
𝑪−𝑺

 (∑𝒎𝒂
𝟐) (∑

𝟏

𝒂𝟐(𝒃 + 𝒄)𝟐
) ≤
𝑨𝑴−𝑮𝑴

 (
𝟑

𝟒
∑𝒂𝟐) (∑

𝟏

𝒂𝟐𝟒𝒃𝒄
) ≤ 

≤
𝑳𝒆𝒊𝒃𝒏𝒊𝒛

 (
𝟑

𝟒
. 𝟗𝑹𝟐) (

𝟏

𝟒
∑

𝒃𝒄

𝒂𝟐𝒃𝟐𝒄𝟐
) ≤

𝟐𝟕

𝟏𝟔𝒂𝟐𝒃𝟐𝒄𝟐
(𝒂 + 𝒃 + 𝒄)𝟐

𝟑
=

𝟐𝟕 × 𝟒𝒔𝟐

𝟒𝟖 × 𝟏𝟔𝑹𝟐𝒓𝟐𝒔𝟐
=

𝟗

𝟔𝟒𝒓𝟐
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𝒕𝒉𝒆𝒏 ∑
𝒎𝒂

𝒂(𝒃 + 𝒄)
≤
𝟑

𝟖𝒓
 & 

𝟏

𝟏𝟐
 ∑𝒎𝒂(𝒉𝒂 + 𝒉𝒃)(𝒉𝒂 + 𝒉𝒄)

𝒄𝒚𝒄

≤
𝟏

𝟖
∏(𝒓𝒂 + 𝒉𝒂)

𝒄𝒚𝒄

 (𝑨) 

𝟏

𝟖
∏(𝒓𝒂 + 𝒉𝒂)

𝒄𝒚𝒄

=
𝑭𝟑

𝟖

(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝒂𝒃𝒄(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄)
=
𝑭𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟖𝒂𝒃𝒄
 

=
𝑭𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟖 × 𝟒𝑹𝑭
=
𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟑𝟐𝑹
 

 𝒎𝒂𝒎𝒃𝒎𝒄 ≥
𝒃+ 𝒄

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑨

𝟐
×
𝒂 + 𝒄

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑩

𝟐
×
𝒃 + 𝒂

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑪

𝟐

=
(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟖
∏𝐜𝐨𝐬 (

𝑨

𝟐
) = 

=
(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟖

𝒔

𝟒𝑹
= 
𝒔(𝒂 + 𝒃)(𝒃 + 𝒄)(𝒄 + 𝒂)

𝟑𝟐𝑹
 

 
𝟏

𝟖
∏(𝒓𝒂 + 𝒉𝒂)

𝒄𝒚𝒄

≤ 𝒎𝒂𝒎𝒃𝒎𝒄  (𝑩)  

 𝑭𝒓𝒐𝒎 (𝑨) & (𝑩) 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕: 

 
𝟏

𝟏𝟐
 ∑𝒎𝒂(𝒉𝒂 + 𝒉𝒃)(𝒉𝒂 + 𝒉𝒄)

𝒄𝒚𝒄

≤
𝟏

𝟖
∏(𝒓𝒂 + 𝒉𝒂)

𝒄𝒚𝒄

≤ 𝒎𝒂𝒎𝒃𝒎𝒄   

Equality holds for an equilateral triangle. 

4264. 𝑰𝒏 𝒂𝒏𝒚   ∆𝑨𝑩𝑪  𝒕𝒉𝒆  𝒇𝒐𝒍𝒍𝒐𝒘𝒊𝒏𝒈  𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔𝒉𝒊𝒑 𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔: 
𝒓𝒂

𝒉𝒂 + 𝒉𝒃
+

𝒓𝒃
𝒉𝒄 + 𝒉𝒃

+
𝒓𝒄

𝒉𝒂 + 𝒉𝒄
≥
𝟐𝟎𝑹𝟐 − 𝑹𝒓 + 𝟑𝒓𝟐

𝟏𝟖𝒓(𝑹 + 𝒓)
 

Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 

𝒓𝒂
𝒉𝒂 + 𝒉𝒃

+
𝒓𝒃

𝒉𝒄 + 𝒉𝒃
+

𝒓𝒄
𝒉𝒂 + 𝒉𝒄

≤
𝒓𝒂
𝟒
(
𝟏

𝒉𝒂
+
𝟏

𝒉𝒃
) +

𝒓𝒃
𝟒
(
𝟏

𝒉𝒄
+
𝟏

𝒉𝒃
) +

𝒓𝒄
𝟒
(
𝟏

𝒉𝒂
+
𝟏

𝒉𝒄
) = 

=
𝟏

𝟒
(𝒓𝒂 (

𝟏

𝒓
−
𝟏

𝒉𝒄
) + 𝒓𝒃 (

𝟏

𝒓
−
𝟏

𝒉𝒂
) + 𝒓𝒄 (

𝟏

𝒓
−
𝟏

𝒉𝒃
)) =

𝟏

𝟒
(
(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃 + 𝒓𝒄)

𝒓
− (

𝒓𝒂
𝒉𝒄
+
𝒓𝒃
𝒉𝒂
+
𝒓𝒄
𝒉𝒃
))

= 

=
𝟏

𝟒𝒓
(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃 + 𝒓𝒄) −

𝟏

𝟒
(
𝒓𝒂
𝒉𝒄
+
𝒓𝒃
𝒉𝒂
+
𝒓𝒄
𝒉𝒃
) =

𝑹

𝒓
+
𝟏

𝟒
−
𝟏

𝟒
(
𝒓𝒂
𝒉𝒄
+
𝒓𝒃
𝒉𝒂
+
𝒓𝒄
𝒉𝒃
) 

𝒓𝒂
𝒉𝒄
+
𝒓𝒃
𝒉𝒂
+
𝒓𝒄
𝒉𝒃

≥⏞
𝑨𝑴−𝑮𝑴

𝟑√
𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄
𝒉𝒂𝒉𝒃𝒉𝒄

𝟑

= 𝟑√
𝑹

𝟐𝒓

𝟑

 

𝒓𝒂
𝒉𝒂 + 𝒉𝒃

+
𝒓𝒃

𝒉𝒄 + 𝒉𝒃
+

𝒓𝒄
𝒉𝒂 + 𝒉𝒄

≤
𝑹

𝒓
+
𝟏

𝟒
−
𝟑

𝟒
√
𝑹

𝟐𝒓

𝟑

 

𝑳𝒆𝒕′𝒔 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆  𝒕𝒉𝒂𝒕 ∶  
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𝑹

𝒓
+
𝟏

𝟒
−
𝟑

𝟒
√
𝑹

𝟐𝒓

𝟑

≤
𝟐𝟎𝑹𝟐 −𝑹𝒓 + 𝟑𝒓𝟐

𝟏𝟖𝒓(𝑹 + 𝒓)
 

𝑳𝒆𝒕 ∶  √
𝑹

𝟐𝒓

𝟑

= 𝒙 ≥ 𝟏  (𝑹 ≥ 𝟐𝒓)  

𝑻𝒉𝒆𝒏:   𝟐𝒙𝟑 −
𝟏

𝟒
−
𝟑

𝟒
𝒙 ≤

𝟖𝟎𝒙𝟔 − 𝟐𝒙𝟑 + 𝟑

𝟏𝟖(𝟐𝒙𝟑 + 𝟏)
⟺
𝟖𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟏

𝟒
≤
𝟖𝟎𝒙𝟔 − 𝟐𝒙𝟑 + 𝟑

𝟏𝟖(𝟐𝒙𝟑 + 𝟏)
 

(𝟖𝒙𝟑 − 𝟑𝒙+ 𝟏)(𝟏𝟖𝒙𝟑 + 𝟗) ≤ 𝟏𝟔𝟎𝒙𝟔 − 𝟒𝒙𝟑 + 𝟔 
𝟏𝟔𝒙𝟔 + 𝟓𝟒𝒙𝟒 − 𝟗𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝟕𝒙 − 𝟑 ≥ 𝟎 

(𝒙 − 𝟏)(𝟏𝟔𝒙𝟓 + 𝟏𝟔𝒙𝟒 + 𝟕𝟎𝒙𝟑 − 𝟐𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝟒𝒙 + 𝟑) ≥ 𝟎  − 𝒕𝒐 𝒑𝒓𝒐𝒗𝒆 

(𝒙 − 𝟏) ≥ 𝟎  →   𝒙 ≥ 𝟏 →  √
𝑹

𝟐𝒓

𝟑

≥ 𝟏 →   𝑹 ≥ 𝟐𝒓  (𝑻𝒓𝒖𝒆)   

Remains to prove:    𝟏𝟔𝒙𝟓 + 𝟏𝟔𝒙𝟒 + 𝟕𝟎𝒙𝟑 − 𝟐𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝟒𝒙 + 𝟑 > 0 
𝟏𝟔𝒙𝟓 + 𝟏𝟔𝒙𝟒 + 𝟐𝟒𝒙𝟐(𝒙 − 𝟏) + 𝟐𝟒𝒙(𝒙𝟐 − 𝟏) + 𝟐𝟐𝒙𝟑 + 𝟑 > 0  (𝑇𝑟𝑢𝑒) 

𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒇𝒐𝒓 ∶    𝒂 = 𝒃 = 𝒄 
 

4265. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟐𝐦𝒂

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
+
𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝟐𝐦𝒂

≤ √
𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝟐𝐦𝒂

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
= 𝒙 (𝐬𝒂𝐲) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐞 𝒂𝐫𝐞 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝒙 +

𝟏

𝒙
≤
?
√
𝐑+ 𝟔𝐫

𝟐𝐫
= 𝐭 (𝐬𝒂𝐲) 

⇔ 𝒙𝟐 − 𝒙𝐭 + 𝟏 ≤
?
𝟎 ⇔ 𝟐𝒙 ≤

?
⏟
①

𝐭 + √𝐭𝟐 − 𝟒 𝐀𝐍𝐃 𝟐𝒙 ≥
?
⏟
②

𝐭 − √𝐭𝟐 − 𝟒  

(∵ 𝐭𝟐 − 𝟒 =
𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
≥

𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫
𝟎) 

𝐍𝐨𝐰, (𝐛 + 𝐜)𝟐 ≥
?
𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
= 𝟖𝐫(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) = 𝟖𝐫

𝟐𝐬 (
𝟏

𝐬 − 𝐛
+

𝟏

𝐬 − 𝐜
) 

= 𝟖(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜).
𝒂

(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
= 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜 − 𝒂) 
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⇔ (𝐛 + 𝐜)𝟐 + 𝟒𝒂𝟐 − 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐛 + 𝐜 − 𝟐𝒂)𝟐 ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ 𝐛 + 𝐜 ≥ √𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬
𝐀

𝟐
⇒ 𝐦𝒂 ≥

𝐋𝒂𝐬𝐜𝐮 𝐛 + 𝐜

𝟐
. 𝐜𝐨𝐬

𝐀

𝟐
≥ √𝟖𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
 

⇒
𝟐𝐦𝒂

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≥
𝟒. √𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀
𝟐

𝟒𝐑. 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝐀
𝟐

= √
𝟐𝐫

𝐑
⇒ 𝟐𝒙 ≥ 𝟐.√

𝟐𝐫

𝐑
≥
?
𝐭 − √𝐭𝟐 − 𝟒 

= √
𝐑+ 𝟔𝐫

𝟐𝐫
− √

𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
⇔
𝟖𝐫

𝐑
≥
? 𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
+
𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
− 𝟐.√

𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
. √
𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
  

⇔ 𝟐.√
𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
. √
𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
≥
? 𝐑𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 − 𝟖𝐫𝟐

𝐑𝐫
 

⇔
(𝐑 + 𝟔𝐫)(𝐑 − 𝟐𝐫)

𝐫𝟐
≥
? (𝐑𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 − 𝟖𝐫𝟐)𝟐

𝐑𝟐𝐫𝟐
 

(∵ 𝐑𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 − 𝟖𝐫𝟐 = 𝐑𝟐 − 𝟒𝐫𝟐 + 𝟐𝐫(𝐑 − 𝟐𝐫) ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎) ⇔ 𝟑𝟐𝐫𝟑(𝐑 − 𝟐𝐫) ≥
?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 ⇒ ② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞  

𝐀𝐠𝒂𝐢𝐧, 𝟐𝒙 ≤
𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡

√
𝐑+ 𝟐𝐫

𝐫
  

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡 − 𝟑𝟓𝟐;

𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡.𝐫𝐨
) 

≤
?
𝐭 + √𝐭𝟐 − 𝟒 = √

𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
+ √

𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
 

⇔
𝐑+ 𝟐𝐫

𝐫
≤
? 𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
+
𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
+ 𝟐.√

𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
.√
𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
⇔ 𝟐.√

𝐑 + 𝟔𝐫

𝟐𝐫
. √
𝐑 − 𝟐𝐫

𝟐𝐫
≥
?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 ⇒ ① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ 𝐛𝐨𝐭𝐡 ① 𝒂𝐧𝐝 ② 𝒂𝐫𝐞 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝟐𝐦𝒂

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
+
𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝟐𝐦𝒂

≤ √
𝐑+ 𝟔𝐫

𝟐𝐫
 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

4266.  𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝, 𝐞, 𝐟 ≥ 𝟎, 𝐞 = 𝐦𝐢𝐝{𝐝, 𝐞, 𝐟} , 

𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 
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𝐝. (𝐫𝒂𝐡𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞. (𝐫𝐛𝐡𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐟. (𝐫𝐜𝐡𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥ 𝟎 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐫𝒂𝐡𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜 =
𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐

𝒂(𝐬 − 𝒂)
−
𝟒𝐫𝟐𝐬𝟐

𝐛𝐜
= 𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐.

(𝐛𝐜 − 𝟐𝒂(𝐬 − 𝒂))(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝒂𝐛𝐜(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
 

= 𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐.
(𝒂𝟐 + 𝐛𝐜 − 𝒂𝐛 − 𝒂𝐜)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝒂𝐛𝐜(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
= 𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐.

(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝒂𝐛𝐜(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
 

∴ 𝐫𝒂𝐡𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜 = 𝟐𝐫
𝟐𝐬𝟐.

𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)

𝒂𝐛𝐜(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬  

(
𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 𝐜 = 𝒙 + 𝐲

𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳
) ⇒ 𝐋𝐇𝐒 

≥
𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐

𝒂𝐛𝐜𝐫𝟐𝐬
(𝐝. 𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) + 𝐞. 𝐳𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲 − 𝒙) + 𝐟. 𝒙𝐲(𝐳 − 𝒙)(𝐳 − 𝐲)⏞                                          

𝐌

) →① 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐜𝒂𝐧 𝒂𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 ∶ 𝐞 = 𝐟 + 𝐦 𝒂𝐧𝐝 𝐝 = 𝐟 + 𝐦+ 𝐧  
(𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦, 𝐧 ≥ 𝟎) 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

∴ ①,②⇒ 𝐝. (𝐫𝒂𝐡𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞. (𝐫𝐛𝐡𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐟. (𝐫𝐜𝐡𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥ 𝟎 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝐟 ≥ 𝐞 ≥ 𝐝 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐜𝒂𝐧 𝒂𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 ∶ 𝐞 = 𝐝 +𝐦′ 𝒂𝐧𝐝 𝐟 = 𝐝 +𝐦′ + 𝐧′  
(𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦′, 𝐧′ ≥ 𝟎) 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

𝐌 = 𝐧′𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) + 𝐦′𝐳𝟐 (𝒙 − 𝐲)𝟐 + 𝐟(∑𝒙𝟐𝐲𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝒙𝐲𝐳(∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

)) ≥ 𝟎  

(
∵ 𝐦′, 𝐧′, 𝐟 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙 ⇒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) ≥ 𝟎
) ∴ 𝐌 ≥ 𝟎 →③ 

∴ ①,③ ⇒ 𝐝. (𝐫𝒂𝐡𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞. (𝐫𝐛𝐡𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐟. (𝐫𝐜𝐡𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 
 𝐜𝐨𝐦𝐛𝐢𝐧𝐢𝐧𝐠 𝐛𝐨𝐭𝐡 𝐜𝒂𝐬𝐞𝐬, 𝐝. (𝐫𝒂𝐡𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞. (𝐫𝐛𝐡𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐟. (𝐫𝐜𝐡𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥ 𝟎 

∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝, 𝐞, 𝐟 ≥ 𝟎│𝐞 = 𝐦𝐢𝐝{𝐝, 𝐞, 𝐟} , 
′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4267. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝, 𝐞, 𝐟 ≥ 𝟎, 𝐞 = 𝐦𝐢𝐝{𝐝, 𝐞, 𝐟} , 

𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐝. (𝐫𝒂 −
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐰𝒂

) + 𝐞. (𝐫𝐛 −
𝐰𝐜𝐰𝒂
𝐰𝐛

) + 𝐟. (𝐫𝐜 −
𝐰𝒂𝐰𝐛
𝐰𝐜

) ≥ 𝟎 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
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𝐫𝒂 −
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐰𝒂

=
𝐬 𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐 .

𝟐𝐛𝐜
𝐛 + 𝐜 . 𝐜𝐨𝐬

𝐀
𝟐 −

𝟐𝐜𝒂
𝐜 + 𝒂𝐜𝐨𝐬

𝐁
𝟐 .

𝟐𝒂𝐛
𝒂 + 𝐛 . 𝐜𝐨𝐬

𝐂
𝟐

𝐰𝒂
 

=
𝟐𝐛𝐜

𝐰𝒂
(
𝐬 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐

𝐛 + 𝐜
−

𝟐𝒂𝟐. 𝐬

𝟒𝐑(𝐜 + 𝒂)(𝒂 + 𝐛) 𝐜𝐨𝐬
𝐀
𝟐

) 

=
𝟐𝒂𝐛𝐜𝐬

𝐰𝒂
(

(𝐜 + 𝒂)(𝒂 + 𝐛) − 𝟐𝒂(𝐛 + 𝐜)

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂). 𝟒𝐑 𝐜𝐨𝐬
𝐀
𝟐

)

=
𝟐𝒂𝐛𝐜𝐬(𝒂 − 𝐛)(𝒂 − 𝐜)

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂). 𝟒𝐑.
𝟐𝐛𝐜
𝐛 + 𝐜 .

𝐬(𝐬 − 𝒂)
𝐛𝐜

 

=
𝟐𝒂𝐛𝐜𝐬(𝐬 + 𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜). 𝟒𝐑. 𝟐𝐬
 

(
𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 𝐜 = 𝒙 + 𝐲

𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳
) 

∴ 𝐫𝒂 −
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐰𝒂

=
𝒂𝐛𝐜(𝐬 + 𝒙)𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜). 𝟒𝐑
. 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 

⇒ 𝐝. (𝐫𝒂 −
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐰𝒂

) + 𝐞. (𝐫𝐛 −
𝐰𝐜𝐰𝒂
𝐰𝐛

) + 𝐟. (𝐫𝐜 −
𝐰𝒂𝐰𝐛
𝐰𝐜

) 

=
𝒂𝐛𝐜(𝐝. (𝐬 + 𝒙)𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) + 𝐞. (𝐬 + 𝐲)𝐳𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲 − 𝒙) + 𝐟. (𝐬 + 𝐳)𝒙𝐲(𝐳 − 𝒙)(𝐳 − 𝐲))

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜). 𝟒𝐑
 

 

=

𝒂𝐛𝐜

(

  
 
𝐬(𝐝. 𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) + 𝐞. 𝐳𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲 − 𝒙) + 𝐟. 𝒙𝐲(𝐳 − 𝒙)(𝐳 − 𝐲)⏞                                          

𝐌

) +

𝒙𝐲𝐳(𝐝. (𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) + 𝐞. (𝐲 − 𝐳)(𝐲 − 𝒙) + 𝐟. (𝐳 − 𝒙)(𝐳 − 𝐲)⏞                                    
𝐍

)
)

  
 

(𝒂 + 𝐛)(𝐛 + 𝐜)(𝐜 + 𝒂)(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜). 𝟒𝐑
 

= 𝐋𝐇𝐒 →① 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟏  𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐜𝒂𝐧 𝒂𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 ∶ 𝐞 = 𝐟 + 𝐦 𝒂𝐧𝐝 𝐝 = 𝐟 + 𝐦+ 𝐧  
(𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦, 𝐧 ≥ 𝟎) 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

𝐌 = 𝐧𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) + 𝐦𝐳𝟐(𝒙 − 𝐲)𝟐 + 𝐟(∑𝒙𝟐𝐲𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝒙𝐲𝐳(∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

)) ≥ 𝟎  

(∵ 𝐦, 𝐧, 𝐟 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙 ⇒ (𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) ≥ 𝟎) ∴ 𝐌 ≥ 𝟎 →② 

𝐀𝒍𝐬𝐨,𝐍 = 𝐧(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) +𝐦(𝒙 − 𝐲)𝟐 + 𝐟(∑𝒙𝟐

𝐜𝐲𝐜

−∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

) ≥ 𝟎  

(∵ 𝐦, 𝐧, 𝐟 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙 ⇒ (𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) ≥ 𝟎) ∴ 𝐍 ≥ 𝟎 →③ 
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∴ ①,②,③ ⇒ 𝐝. (𝐫𝒂 −
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐰𝒂

) + 𝐞. (𝐫𝐛 −
𝐰𝐜𝐰𝒂
𝐰𝐛

) + 𝐟. (𝐫𝐜 −
𝐰𝒂𝐰𝐛
𝐰𝐜

) ≥ 𝟎 

𝐂𝒂𝐬𝐞 𝟐  𝐟 ≥ 𝐞 ≥ 𝐝 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐜𝒂𝐧 𝒂𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 ∶ 𝐞 = 𝐝 +𝐦′ 𝒂𝐧𝐝 𝐟 = 𝐝 +𝐦′ + 𝐧′  
(𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦′, 𝐧′ ≥ 𝟎) 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

𝐌 = 𝐧′𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) +𝐦′𝐳𝟐 (𝒙 − 𝐲)𝟐 + 𝐟(∑𝒙𝟐𝐲𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝒙𝐲𝐳(∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

)) ≥ 𝟎  

(
∵ 𝐦′, 𝐧′, 𝐟 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙 ⇒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) ≥ 𝟎
) ∴ 𝐌 ≥ 𝟎 →④ 

𝐀𝒍𝐬𝐨,𝐍 = 𝐧′(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) +𝐦′(𝒙 − 𝐲)𝟐 + 𝐟(∑𝒙𝟐

𝐜𝐲𝐜

−∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

) ≥ 𝟎  

(
∵ 𝐦′, 𝐧′, 𝐟 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙 ⇒

(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳) ≥ 𝟎
) ∴ 𝐍 ≥ 𝟎 →⑤ ∴①,④,⑤ ⇒ 

𝐝. (𝐫𝒂 −
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐰𝒂

) + 𝐞. (𝐫𝐛 −
𝐰𝐜𝐰𝒂
𝐰𝐛

) + 𝐟. (𝐫𝐜 −
𝐰𝒂𝐰𝐛
𝐰𝐜

) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐜𝐨𝐦𝐛𝐢𝐧𝐢𝐧𝐠  

𝐛𝐨𝐭𝐡 𝐜𝒂𝐬𝐞𝐬, 𝐝. (𝐫𝒂 −
𝐰𝐛𝐰𝐜
𝐰𝒂

) + 𝐞. (𝐫𝐛 −
𝐰𝐜𝐰𝒂
𝐰𝐛

) + 𝐟. (𝐫𝐜 −
𝐰𝒂𝐰𝐛
𝐰𝐜

) ≥ 𝟎 

∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝, 𝐞, 𝐟 ≥ 𝟎│𝐞 = 𝐦𝐢𝐝{𝐝, 𝐞, 𝐟} , 
′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

 

4268. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐫𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜 + 𝐫𝐛𝐰𝐜𝐰𝒂 + 𝐫𝐜𝐰𝒂𝐰𝐛 ≥
𝟗√𝟑

𝟖
. 𝒂𝐛𝐜 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐇𝐒 =
𝟏𝟔𝐑𝐫𝟐𝐬𝟐

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐
.∑

𝐫𝒂
𝐰𝒂

𝐜𝐲𝐜

≥
𝟏𝟔𝐑𝐫𝟐𝐬𝟐

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐
.
𝟐𝟗𝐑𝟐 − 𝟐𝐬𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 + 𝟏𝟒𝐫𝟐

𝟏𝟔𝐑𝐫
 

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 − 𝟐𝟐𝟖 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡;

𝐩𝐮𝐛𝒍𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) ≥
? 𝟗√𝟑

𝟖
. 𝒂𝐛𝐜 

=
𝟗√𝟑.𝐑𝐫𝐬

𝟐
⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝟏𝟔𝐬𝟔 − (𝟕𝟎𝟕𝐑𝟐 + 𝟏𝟔𝟎𝐑𝐫 + 𝟐𝟐𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 

(𝟑𝟑𝟔𝟒𝐑𝟒 + 𝟏𝟑𝟒𝟖𝐑𝟑𝐫 + 𝟑𝟏𝟔𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟏𝟐𝟎𝐑𝐫𝟑 + 𝟕𝟖𝟒𝐫𝟒)𝐬𝟐 − 

𝟐𝟒𝟑𝐑𝟐𝐫𝟐(𝟐𝐑 + 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 
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𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
𝟏𝟔(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 

⇔−(𝟕𝟎𝟕𝐑𝟐 − 𝟔𝟎𝟖𝐑𝐫 + 𝟒𝟔𝟒𝐫𝟐)𝐬𝟒

+ (𝟑𝟑𝟔𝟒𝐑𝟒 + 𝟏𝟑𝟒𝟖𝐑𝟑𝐫 − 𝟗𝟏𝟐𝟔𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟖𝟖𝟎𝟎𝐑𝐫𝟑 − 𝟒𝟏𝟔𝐫𝟒)𝐬𝟐 − 

𝐫𝟐(𝟗𝟕𝟐𝐑𝟒 − 𝟔𝟒𝟓𝟔𝟒𝐑𝟑𝐫 + 𝟔𝟏𝟔𝟖𝟑𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟏𝟗𝟐𝟎𝟎𝐑𝐫𝟑 + 𝟐𝟎𝟎𝟎𝐫𝟒) ≥
?
⏟
②

𝟎 

𝐍𝐨𝐰, 𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 ⇒ 𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧) ≤ 𝟎,𝐰𝐡𝐞𝐫𝐞 𝐦 = 

𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 & 𝐧 = 𝟐(𝐑− 𝟐𝐫)√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 ∴ (𝐬𝟐 − (𝐦+ 𝐧))(𝐬𝟐 − (𝐦− 𝐧)) ≤ 𝟎 

⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟐𝐦) +𝐦𝟐 − 𝐧𝟐 ≤ 𝟎 ⇒ 𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≤ 𝟎 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?

 
−(𝟕𝟎𝟕𝐑𝟐 − 𝟔𝟎𝟖𝐑𝐫 + 𝟒𝟔𝟒𝐫𝟐)(𝐬𝟒 − 𝐬𝟐(𝟒𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐) + 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑) 

⇔ (𝟏𝟑𝟒𝐑𝟒 − 𝟐𝟓𝟗𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟔𝟒𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟒𝟐𝟒𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟐𝟖𝐫𝟒)𝐬𝟐 +  

𝐫(𝟏𝟏𝟑𝟏𝟐𝐑𝟓 − 𝟏𝟒𝟖𝟕𝐑𝟒𝐫 + 𝟏𝟖𝟑𝟗𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟏𝟏𝟓𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟔𝟎𝟒𝟎𝐑𝐫𝟒 − 𝟑𝟖𝟒𝐫𝟓) ≥
?
⏟
③

𝟎 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐑 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟐𝐫 ∴ ③ 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐢𝐟 ∶ 
𝟏𝟑𝟒𝐑𝟒 − 𝟐𝟓𝟗𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟔𝟒𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟒𝟐𝟒𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟐𝟖𝐫𝟒 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐟 ∶ 

𝟏𝟑𝟒𝐑𝟒 − 𝟐𝟓𝟗𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟔𝟒𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟒𝟐𝟒𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟐𝟖𝐫𝟒 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 
(𝟏𝟑𝟒𝐑𝟒 − 𝟐𝟓𝟗𝟎𝐑𝟑𝐫 + 𝟔𝟒𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟒𝟐𝟒𝐑𝐫𝟑 + 𝟏𝟐𝟖𝐫𝟒)(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐) + 

𝐫(𝟏𝟏𝟑𝟏𝟐𝐑𝟓 − 𝟏𝟒𝟖𝟕𝐑𝟒𝐫 + 𝟏𝟖𝟑𝟗𝟎𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟏𝟏𝟓𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟔𝟎𝟒𝟎𝐑𝐫𝟒 − 𝟑𝟖𝟒𝐫𝟓) ≥
?
𝟎 

⇔ 𝟓𝟑𝟔𝐭𝟓 + 𝟏𝟒𝟖𝟖𝐭𝟒 − 𝟖𝟖𝟓𝟑𝐭𝟑 + 𝟏𝟏𝟓𝟏𝟔𝐭𝟐 − 𝟏𝟎𝟕𝟒𝟎𝐭 + 𝟓𝟐𝟖𝟎 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟓𝟑𝟔𝐭𝟒 + 𝟐𝟓𝟔𝟎𝐭𝟑 − 𝟑𝟕𝟑𝟑𝐭𝟐 + 𝟒𝟎𝟓𝟎𝐭 − 𝟐𝟔𝟒𝟎) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 

⇒③⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 & 𝐬𝐨, 𝐫𝒂𝐰𝐛𝐰𝐜 + 𝐫𝐛𝐰𝐜𝐰𝒂 + 𝐫𝐜𝐰𝒂𝐰𝐛 ≥
𝟗√𝟑

𝟖
. 𝒂𝐛𝐜 

∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4269. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟏

𝐡𝒂 + 𝐫𝐛
+

𝟏

𝐡𝒂 + 𝐫𝐜
≥

𝟏

𝟐𝐡𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≥

𝟏

√𝐫𝐛𝐫𝐜
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝟏

𝐡𝒂 + 𝐫𝐛
+

𝟏

𝐡𝒂 + 𝐫𝐜
≥
? 𝟏

𝟐𝐡𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
 

⇔
𝒂(𝐬 − 𝐛)

𝐫𝐬(𝒂 + 𝟐(𝐬 − 𝐛))
+

𝒂(𝐬 − 𝐜)

𝐫𝐬(𝒂 + 𝟐(𝐬 − 𝐜))
≥
? 𝒂

𝟒𝐫𝐬
+
(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐫𝐬𝒂
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⇔
𝒂𝟐((𝐬 − 𝐛) + (𝐬 − 𝐜)) + 𝟒𝒂(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

(𝒂 + 𝟐(𝐬 − 𝐛))(𝒂 + 𝟐(𝐬 − 𝐜))
≥
? 𝒂𝟐 + 𝟒(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝟒𝒂
 

⇔
𝒂𝟑 + 𝟒𝒂(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

(𝒂 + 𝟐(𝐬 − 𝐛))(𝒂 + 𝟐(𝐬 − 𝐜))
≥
? 𝒂𝟐 + 𝟒(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝟒𝒂
 

⇔ 𝟒𝒂𝟐 ≥
?
𝒂𝟐 + 𝟒(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜) + 𝟐𝒂((𝐬 − 𝐛) + (𝐬 − 𝐜)) 

⇔ 𝟒𝒂𝟐 ≥
?
𝒂𝟐 + 𝟒(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜) + 𝟐𝒂𝟐 ⇔ 𝒂𝟐 ≥

?
𝒂𝟐 − (𝐛 − 𝐜)𝟐 ⇔ (𝐛 − 𝐜)𝟐 ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒈𝒂𝒊𝒏,
𝟏

𝟐𝐡𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≥
? 𝟏

√𝐫𝐛𝐫𝐜
 

⇔
𝒂𝟐 + 𝟒(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝟒𝒂. 𝐫𝐬
≥
? √(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐫𝐬
 

⇔ 𝒂𝟐 − 𝟒𝒂.√(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜) + 𝟒(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜) ≥
?
𝟎 

⇔ (𝒂 − 𝟐√(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜))
𝟐

≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴
𝟏

𝐡𝒂 + 𝐫𝐛
+

𝟏

𝐡𝒂 + 𝐫𝐜
≥

𝟏

𝟐𝐡𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≥

𝟏

√𝐫𝐛𝐫𝐜
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 𝐛 = 𝐜 (𝐐𝐄𝐃) 

 

 

 

4270. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂  𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟐𝟏

𝟏𝟔
.∑𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟖.
𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
≥ (𝐦𝒂𝐦𝐛 +𝐦𝐛𝐦𝐜 +𝐦𝐜𝐦𝒂)

𝟐 ≥
𝟗

𝟑𝟐
.∑𝒂𝟒

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟑𝟎.
𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐢𝐫𝐬𝐭𝒍𝐲, 𝐰𝐞 𝐬𝐞𝐞𝐤 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟐∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

+
𝟗𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
≥
?
𝟑𝒂𝐛𝐜(∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

) 

⇔ 𝟐((𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐) +
𝟕𝟐𝐑𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐

𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐
≥
?
𝟐𝟒𝐑𝐫𝐬𝟐 

⇔ 𝐬𝟔 − (𝟐𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 𝐫𝟐(𝟏𝟑𝟐𝐑𝟐 + 𝟐𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)𝐬𝟐 − 𝐫𝟑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 ⇔ (𝟏𝟐𝐑 − 𝟕𝐫)𝐬𝟒 − 



 
www.ssmrmh.ro 

72 RMM-TRIANGLE MARATHON 4201-4300 

 

𝐫(𝟑𝟏𝟖𝐑𝟐 − 𝟐𝟓𝟎𝐑𝐫 + 𝟑𝟖𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝐫𝟐(𝟐𝟎𝟏𝟔𝐑𝟑 − 𝟏𝟗𝟒𝟒𝐑𝟐𝐫 + 𝟓𝟗𝟒𝐑𝐫𝟐 − 𝟔𝟑𝐫𝟑) ≥
?
⏟
②

𝟎 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐏 = (𝟏𝟐𝐑− 𝟕𝐫) ((𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)(𝐑 − 𝐫) − 𝐫𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫))
𝟐

≥
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 + 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ (𝐑 − 𝐫)𝟐. 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
𝐏 

⇔ (𝟔𝟔𝐑𝟒 − 𝟐𝟎𝟐𝐑𝟑𝐫 + 𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟔𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟒𝐫𝟒)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
③

 

𝐫(𝟏𝟎𝟓𝟔𝐑𝟓 − 𝟑𝟒𝟗𝟔𝐑𝟒𝐫 + 𝟑𝟗𝟑𝟒𝐑𝟑𝐫𝟐 − 𝟏𝟕𝟏𝟕𝐑𝟐𝐫𝟑 + 𝟐𝟐𝟖𝐑𝐫𝟒) 

𝐍𝐨𝐰 ∵ 𝟔𝟔𝐑𝟒 − 𝟐𝟎𝟐𝐑𝟑𝐫 + 𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟔𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟒𝐫𝟒 = 

(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟔𝟔𝐑𝟑 − 𝟕𝟎𝐑𝟐𝐫 + 𝟔𝟎𝐑𝐫𝟐 + 𝟓𝟐𝐫𝟑) + 𝟏𝟎𝟖𝐫𝟑 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟏𝟎𝟖𝐫𝟑 > 0 ∴ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 

≥
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 + 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

(𝟔𝟔𝐑𝟒 − 𝟐𝟎𝟐𝐑𝟑𝐫 + 𝟐𝟎𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 − 𝟔𝟖𝐑𝐫𝟑 + 𝟒𝐫𝟒) (
𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐 +
𝐫𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫)

𝐑 − 𝐫

) 

≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ⇔ 𝟖𝐭𝟒 − 𝟒𝟑𝐭𝟑 + 𝟕𝟗𝐭𝟐 − 𝟓𝟔𝐭 + 𝟏𝟐 ≥

?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)𝟐(𝟖𝐭𝟐 − 𝟏𝟏𝐭 + 𝟑) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 ⇒③ ⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞  

∴ 𝟐∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

+
𝟗𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
≥ 𝟑𝒂𝐛𝐜(∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

) ; 𝐢𝐦𝐩𝒍𝐞𝐦𝐞𝐧𝐭𝐢𝐧𝐠 𝐢𝐭 𝐨𝐧 𝒂 ∆ 𝐗𝐘𝐙 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐬𝐢𝐝𝐞𝐬 

𝟐𝐦𝒂

𝟑
,
𝟐𝐦𝐛

𝟑
,
𝟐𝐦𝐜

𝟑
,𝐰𝐡𝐨𝐬𝐞 𝐦𝐞𝐝𝐢𝒂𝐧𝐬 & 𝒂𝐫𝐞𝒂 𝒂𝐫𝐞 

𝒂

𝟐
,
𝐛

𝟐
,
𝐜

𝟐
 𝒂𝐧𝐝 

𝐅

𝟑
 𝐫𝐞𝐬𝐩𝐞𝐜𝐭𝐢𝐯𝐞𝒍𝐲,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ 

𝟐.
𝟏𝟔

𝟖𝟏
.∑𝐦𝒂

𝟐𝐦𝐛
𝟐

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟗.

𝟔𝟒
𝟕𝟐𝟗 .𝐦𝒂

𝟐𝐦𝐛
𝟐𝐦𝐜

𝟐

𝟒
𝟗 .
∑ 𝐦𝒂

𝟐
𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟑.
𝟖

𝟐𝟕
𝐦𝒂𝐦𝐛𝐦𝐜.

𝟐

𝟑
. (∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

) 

⇒ 𝟐.
𝟏𝟔

𝟖𝟏
.
𝟗

𝟏𝟔
.∑𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟗.

𝟔𝟒
𝟕𝟐𝟗 .𝐦𝒂

𝟐𝐦𝐛
𝟐𝐦𝐜

𝟐

𝟒
𝟗 .
𝟑
𝟒 .
∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟑.
𝟖

𝟐𝟕
𝐦𝒂𝐦𝐛𝐦𝐜 .

𝟐

𝟑
.(∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

) 

⇒
𝟐

𝟗
.∑𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐜𝐲𝐜

+
𝟖

𝟐𝟕
.
𝟗

𝟏𝟔
.∑𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐜𝐲𝐜

+
𝟔𝟒

𝟐𝟕
.
𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
≥ 

𝟖

𝟐𝟕
(𝟐𝐦𝒂𝐦𝐛𝐦𝐜 (∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

) +∑𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐

𝐜𝐲𝐜

) 

⇒
𝟐𝟏

𝟏𝟔
.∑𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟖.
𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
≥ (𝐦𝒂𝐦𝐛 +𝐦𝐛𝐦𝐜 +𝐦𝐜𝐦𝒂)

𝟐  

𝐖𝐞 𝐧𝐨𝐰 𝐬𝐞𝐞𝐤 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ (∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
?
∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

+
𝟒𝟓𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

𝟑𝟐∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
−
𝐅𝟐

𝟐
≥
?
𝟎 ⇔ 
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(𝟒𝐑 + 𝟐𝐫) ≥
?
⏟
④

𝐫(𝟔𝟏𝐑𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫 + 𝟐𝐫𝟐); & 𝐋𝐇𝐒④ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

≥ (𝟒𝐑+ 𝟐𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) 

≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ④ ⇔ 𝐑𝟐 − 𝟒𝐫𝟐 ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫 ∴

𝟏

𝟏𝟔
.(∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥ 

𝟏

𝟏𝟔
.∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

+
𝟒𝟓𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

𝟑𝟐∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
−
𝐅𝟐

𝟐
 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐦𝐩𝒍𝐞𝐦𝐞𝐧𝐭𝐢𝐧𝐠 𝐢𝐭 𝐨𝐧 𝒂 𝐭𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐗𝐘𝐙,𝐰𝐞 𝐠𝐞𝐭 ∶ 

𝟏

𝟏𝟔
.
𝟏𝟔

𝟖𝟏
(∑𝐦𝒂𝐦𝐛

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥
𝟏

𝟏𝟔
.
𝟏𝟔

𝟖𝟏
.
𝟗

𝟑𝟐
(∑𝒂𝟒

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟏𝟔𝐅𝟐) +
𝟒𝟓.

𝟔𝟒
𝟕𝟐𝟗 .𝐦𝒂

𝟐𝐦𝐛
𝟐𝐦𝐜

𝟐

𝟑𝟐.
𝟒
𝟗 .
𝟑
𝟒 .
∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

−
𝐅𝟐

𝟏𝟖
⇒ 

(𝐦𝒂𝐦𝐛 +𝐦𝐛𝐦𝐜 +𝐦𝐜𝐦𝒂)
𝟐 ≥

𝟗

𝟑𝟐
.∑𝒂𝟒

𝐜𝐲𝐜

+ 𝟑𝟎.
𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 𝒂 = 𝐛 = 𝐜 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4271. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐦𝒂𝒙 {
𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛
+

𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐜
,
𝟏

𝟐𝐫𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
} ≤

𝟐

𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 

𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰 ∶
𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛
+

𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐜
≤
? 𝟐

𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
 

⇔
(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)

𝐫𝐬𝐜
+
(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐜)

𝐫𝐬𝐛
≤
? 𝟐𝐛𝐜

𝟐𝐫𝐬(𝐛 + 𝐜)
 

⇔ (𝐳 + 𝒙)𝟐(𝒙 + 𝐲)𝟐 ≥
?
(𝒙𝐲(𝐳 + 𝒙) + 𝐳𝒙(𝒙 + 𝐲))(𝟐𝒙 + 𝐲 + 𝐳) 

⇔
𝐞𝒙𝐩𝒂𝐧𝐝𝐢𝐧𝐠 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐲𝐢𝐧𝐠

𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐𝐲𝐳 + 𝐲𝟐𝐳𝟐 ≥
?
𝟎 ⇔ (𝒙𝟐 − 𝐲𝐳)𝟐 ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧,
𝟏

𝟐𝐫𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤
? 𝟐

𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
⇔
𝐬 − 𝒂

𝟐𝐫𝐬
+
(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐫𝐬𝒂
≤
? 𝟐𝐛𝐜

𝟐𝐫𝐬(𝐛 + 𝐜)
 

⇔ (𝟐𝒙+ 𝐲 + 𝐳)(𝒙(𝐲 + 𝐳) + 𝟐𝐲𝐳) ≥
?
𝟐(𝐲 + 𝐳)(𝐳 + 𝒙)(𝒙 + 𝐲) 

⇔
𝐞𝒙𝐩𝒂𝐧𝐝𝐢𝐧𝐠 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐲𝐢𝐧𝐠

𝒙(𝐲𝟐 − 𝟐𝐲𝐳 + 𝐳𝟐) ≥
?
𝟎 ⇔ 𝒙(𝐲 − 𝐳)𝟐 ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴
𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛
+

𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐜
,
𝟏

𝟐𝐫𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
≤

𝟐

𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
 

⇒ 𝐦𝒂𝒙 {
𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐛
+

𝟏

𝐫𝒂 + 𝐫𝐜
,
𝟏

𝟐𝐫𝒂
+

𝟏

𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
} ≤

𝟐

𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 
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′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4272. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

(𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜)
𝟒 ≤ 𝟏𝟔∑𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐜𝐲𝐜

−
𝟏𝟏𝟕𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

𝟏𝟔∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐖𝐞 𝐬𝐞𝐞𝐤 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶
𝟏

𝟏𝟔
(∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟒

≤
? 𝟏𝟔

𝟗
∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

−
𝟓𝟐

𝟐𝟕
.
𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐢𝐧𝐜𝐞 ∶ 

𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐 =

𝐬𝟔 − 𝐬𝟒(𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝟑𝟑𝐫𝟐) − 𝐬𝟐(𝟔𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟐𝟎𝐑𝐫𝟑 + 𝟑𝟑𝐫𝟒) − 𝐫𝟑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑

𝟏𝟔
 

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐒𝐨𝒍𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐭𝐨 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 − 𝟏𝟐𝟒 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡;

𝐩𝐮𝐛𝒍𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) 

∴ 𝐭𝐡𝐞 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐛𝐞𝐜𝐨𝐦𝐞𝐬 ∶ 𝐬𝟒 ≤
? 𝟏𝟔

𝟗
((𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫𝐬𝟐) − 

𝟓𝟐

𝟐𝟕
.
𝐬𝟔 − 𝐬𝟒(𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝟑𝟑𝐫𝟐) − 𝐬𝟐(𝟔𝟎𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟏𝟐𝟎𝐑𝐫𝟑 + 𝟑𝟑𝐫𝟒) − 𝐫𝟑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑

𝟑𝟐(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)
 

⇔ 𝟏𝟓𝟓𝐬𝟔 − (𝟑𝟓𝟖𝟖𝐑𝐫 − 𝟏𝟕𝟏𝐫𝟐)𝐬𝟒 + 𝐫𝟐(𝟏𝟗𝟐𝟏𝟐𝐑𝟐 + 𝟒𝟔𝟑𝟐𝐑𝐫 + 𝟒𝟓𝐫𝟐)𝐬𝟐 − 

𝐫𝟑(𝟐𝟑𝟕𝟒𝟒𝐑𝟑 + 𝟏𝟕𝟖𝟎𝟖𝐑𝟐𝐫 + 𝟒𝟒𝟓𝟐𝐑𝐫𝟐 + 𝟑𝟕𝟏𝐫𝟑) ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 

≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ① ≥
?
𝟏𝟓𝟓(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 

⇔ (𝟔𝟒𝟐𝐑− 𝟑𝟓𝟗𝐫)𝐬𝟒 − 𝐫(𝟏𝟔𝟔𝟑𝟖𝐑𝟐 − 𝟏𝟑𝟏𝟕𝟐𝐑𝐫 + 𝟏𝟗𝟑𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 

𝐫𝟐(𝟑𝟐(𝟑𝟏𝟖𝟑𝐑𝟑 − 𝟑𝟏𝟗𝟑𝐑𝟐𝐫 + 𝟗𝟒𝟓𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟎𝟑𝐫𝟑) + 𝟖𝐑𝟐𝐫 + 𝟏𝟖𝐑𝐫𝟐 + 𝟓𝐫𝟑) ≥
?
⏟
②

𝟎 𝒂𝐧𝐝 

∵ (𝟔𝟒𝟐𝐑− 𝟑𝟓𝟗𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
(𝟔𝟒𝟐𝐑 − 𝟑𝟓𝟗𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 

⇔ (𝟏𝟗𝟓𝟑𝐑𝟐 − 𝟐𝟑𝟔𝟖𝐑𝐫 + 𝟖𝟑𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
③

 

𝐫(𝟑𝟏𝟐𝟒𝟖𝐑𝟑 − 𝟒𝟔𝟐𝟐𝟖𝐑𝟐𝐫 + 𝟐𝟏𝟔𝟏𝟔𝐑𝐫𝟐 − 𝟐𝟖𝟒𝟐𝐫𝟑) 

𝐅𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, (𝟏𝟗𝟓𝟑𝐑𝟐 − 𝟐𝟑𝟔𝟖𝐑𝐫 + 𝟖𝟑𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 ≥
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞 + 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

 

(𝟏𝟗𝟓𝟑𝐑𝟐 − 𝟐𝟑𝟔𝟖𝐑𝐫 + 𝟖𝟑𝟎𝐫𝟐) (𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐 +
𝐫𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫)

𝐑 − 𝐫
) ≥

?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 
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⇔ 𝟓𝟐𝟖𝐭𝟑 − 𝟏𝟑𝟒𝟓𝐭𝟐 + 𝟕𝟓𝟒𝐭 − 𝟑𝟓𝟐 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟓𝟐𝟖𝐭𝟐 − 𝟐𝟖𝟗𝐭 + 𝟏𝟕𝟔) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 ⇒③ ⇒②⇒① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴
𝟏

𝟏𝟔
(∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟒

≤
𝟏𝟔

𝟗
.∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

−
𝟓𝟐

𝟐𝟕
.
𝐦𝒂
𝟐𝐦𝐛

𝟐𝐦𝐜
𝟐

∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐦𝐩𝒍𝐞𝐦𝐞𝐧𝐭𝐢𝐧𝐠 𝐢𝐭 𝐨𝐧 𝒂 𝐭𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞  

𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐬𝐢𝐝𝐞𝐬 
𝟐𝐦𝒂

𝟑
,
𝟐𝐦𝐛

𝟑
,
𝟐𝐦𝐜

𝟑
,𝐰𝐡𝐨𝐬𝐞 𝐦𝐞𝐝𝐢𝒂𝐧𝐬 𝒂𝐬 𝒂 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐞𝐪𝐮𝐞𝐧𝐜𝐞 𝐨𝐟 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍 𝐜𝒂𝒍𝐜𝐮𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 

𝒂𝐫𝐞 
𝒂

𝟐
,
𝐛

𝟐
,
𝐜

𝟐
 𝐫𝐞𝐬𝐩𝐞𝐜𝐭𝐢𝐯𝐞𝒍𝐲, 𝐰𝐞 𝒂𝐫𝐫𝐢𝐯𝐞 𝒂𝐭 ∶ 

𝟏

𝟏𝟔
.
𝟏𝟔

𝟖𝟏
(∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟒

≤
𝟏𝟔

𝟗
.
𝟏𝟔

𝟖𝟏
.∑𝐦𝒂

𝟐𝐦𝐛
𝟐

𝐜𝐲𝐜

−
𝟓𝟐

𝟐𝟕
.
𝟏

𝟔𝟒
.
𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

𝟒
𝟗 .
∑ 𝐦𝒂

𝟐
𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏𝟔

𝟗
.
𝟏𝟔

𝟖𝟏
.
𝟗

𝟏𝟔
.∑𝒂𝟐𝐛𝟐

𝐜𝐲𝐜

−
𝟓𝟐

𝟐𝟕
.
𝟏

𝟔𝟒
.
𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

𝟒
𝟗 .
𝟑
𝟒 .
∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

 

⇒ (𝐦𝒂 +𝐦𝐛 +𝐦𝐜)
𝟒 ≤ 𝟏𝟔∑𝐛𝟐𝐜𝟐

𝐜𝐲𝐜

−
𝟏𝟏𝟕𝒂𝟐𝐛𝟐𝐜𝟐

𝟏𝟔∑ 𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜
 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

 

4273. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
 

𝒎𝒂𝒉𝒃𝒉𝒄 +𝒎𝒃𝒉𝒄𝒉𝒂 +𝒎𝒄𝒉𝒂𝒉𝒃 ≤ 𝟑𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄 
 

Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 
 

4𝒎𝒂√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 = 𝟐√𝟐𝒃𝟐 + 𝟐𝒄𝟐 − 𝒂𝟐√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ≤
𝑨𝑴−𝑮𝑴

 𝟑(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐) 

 𝒎𝒂 ≤
 𝟑(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)

𝟒√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
(𝟏) 

𝒎𝒂𝒉𝒃𝒉𝒄 +𝒎𝒃𝒉𝒄𝒉𝒂 +𝒎𝒄𝒉𝒂𝒉𝒃 = 𝟒𝑭
𝟐 (
𝒎𝒂

𝒃𝒄
+
𝒎𝒃

𝒄𝒂
+
𝒎𝒄

𝒂𝒃
) =

𝟒𝑭𝟐

𝒂𝒃𝒄
(𝒂𝒎𝒂 + 𝒃𝒎𝒃 + 𝒄𝒎𝒄) = 

=
𝑭

𝑹
(𝒂𝒎𝒂 + 𝒃𝒎𝒃 + 𝒄𝒎𝒄) ≤

(𝟏) 𝑭

𝑹
∑

 𝟑𝒂(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)

𝟒√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
=
𝑭

𝟒𝑹
 

 𝟑

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
∑𝒂(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)

≤ 
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≤
𝑪𝑩𝑺

 
𝑭

𝑹
 

 𝟑

𝟒√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
.
𝟏

𝟑
∑𝒂 . (∑𝒃𝟐 + 𝒄𝟐) =

𝑭

𝑹
 

 𝟑

𝟒√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
.
𝟏

𝟑
∑𝒂 . (𝟐∑𝒃𝟐)

= 

=
𝑭

𝟒𝑹
𝟐𝒔 . 𝟐√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ≤

𝑳𝒆𝒊𝒃𝒏𝒊𝒛
 
𝑭

𝟒𝑹
𝟒𝒔 .√𝟗𝑹𝟐 = 𝟑𝑹𝒔.

𝑭

𝑹
= 𝟑𝑭𝒔 = 𝟑𝒓𝒂𝒓𝒃𝒓𝒄. 

 
Equality holds for an equilateral triangle. 

 

4274. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≥ 𝐦𝒂𝒙 {𝟑𝒂
𝟐 − 𝟏𝟐𝐑𝐫 + 𝟔𝟎𝐫𝟐, 𝟒𝒂𝟐 + 𝐛𝟐 + 𝐜𝟐 −

𝟗𝐛𝟐𝐜𝟐(𝐛 − 𝐜)𝟐

𝟏𝟔𝐅𝟐
} 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata India 

(𝐦𝐛 −𝐦𝐜)
𝟐 ≤

𝐬𝟐 + 𝟐𝐑𝐫 − 𝟑𝟏𝐫𝟐

𝟐
  

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 − 𝟑𝟒𝟓 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡;

𝐩𝐮𝐛𝒍𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡.𝐫𝐨
) 

⇒ 𝟒𝐦𝐛
𝟐 + 𝟒𝐦𝐜

𝟐 − 𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≤ 𝟐𝐬
𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟐𝐫𝟐 

⇒ 𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≥ 𝟐𝐜
𝟐 + 𝟐𝒂𝟐 − 𝐛𝟐 + 𝟐𝒂𝟐 + 𝟐𝐛𝟐 − 𝐜𝟐 − 𝟐𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 + 𝟔𝟐𝐫𝟐 

= 𝟒𝒂𝟐 + 𝐛𝟐 + 𝐜𝟐 − 𝟐𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 + 𝟔𝟐𝐫𝟐 = 𝟑𝒂𝟐 +∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟐𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 + 𝟔𝟐𝐫𝟐 

= 𝟑𝒂𝟐 + 𝟐(𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) − 𝟐𝐬𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 + 𝟔𝟐𝐫𝟐 = 𝟑𝒂𝟐 − 𝟏𝟐𝐑𝐫 + 𝟔𝟎𝐫𝟐 

∴ 𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≥ 𝟑𝒂
𝟐 − 𝟏𝟐𝐑𝐫 + 𝟔𝟎𝐫𝟐, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 𝒂 = 𝐛 = 𝐜  𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧, 

𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≥
?
𝟒𝒂𝟐 + 𝐛𝟐 + 𝐜𝟐 −

𝟗𝐛𝟐𝐜𝟐(𝐛 − 𝐜)𝟐

𝟏𝟔𝐅𝟐
 

⇔ 𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≥
?
𝟒𝐦𝐛

𝟐 + 𝟒𝐦𝐜
𝟐 −

𝟗𝐛𝟐𝐜𝟐(𝐛 − 𝐜)𝟐

𝟏𝟔𝐅𝟐
⇔
𝟗𝐛𝟐𝐜𝟐(𝐛 − 𝐜)𝟐

𝟏𝟔𝐅𝟐
≥
?
𝟒(𝐦𝐛 −𝐦𝐜)

𝟐 

=
𝟒(𝐦𝐛

𝟐 −𝐦𝐜
𝟐)
𝟐

(𝐦𝐛 +𝐦𝐜)𝟐
=
((𝟐𝐜𝟐 + 𝟐𝒂𝟐 − 𝐛𝟐) − (𝟐𝒂𝟐 + 𝟐𝐛𝟐 − 𝐜𝟐))

𝟐

𝟒(𝐦𝐛 +𝐦𝐜)𝟐
=
𝟗(𝐛 − 𝐜)𝟐(𝐛 + 𝐜)𝟐

𝟒(𝐦𝐛 +𝐦𝐜)𝟐
 

⇔
𝐛𝐜

𝟐𝐅
. (𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥

?
𝐛 + 𝐜 (∵ (𝐛 − 𝐜)𝟐 ≥

?
𝟎) → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∵
𝐛𝐜

𝟐𝐅
. (𝐦𝐛 +𝐦𝐜) ≥

𝐛𝐜

𝟐𝐅
. (𝐡𝐛 + 𝐡𝐜) =

𝒂𝐛𝐜(𝐛 + 𝐜)

𝟐𝐅. 𝟐𝐑
=
𝟒𝐑𝐅(𝐛 + 𝐜)

𝟒𝐑𝐅
= 𝐛 + 𝐜 

∴ 𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≥ 𝟒𝒂
𝟐 + 𝐛𝟐 + 𝐜𝟐 −

𝟗𝐛𝟐𝐜𝟐(𝐛 − 𝐜)𝟐

𝟏𝟔𝐅𝟐
, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 𝒂 = 𝐛 = 𝐜  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝟖𝐦𝐛𝐦𝐜 ≥ 𝐦𝒂𝒙 {𝟑𝒂
𝟐 − 𝟏𝟐𝐑𝐫 + 𝟔𝟎𝐫𝟐, 𝟒𝒂𝟐 + 𝐛𝟐 + 𝐜𝟐 −

𝟗𝐛𝟐𝐜𝟐(𝐛 − 𝐜)𝟐

𝟏𝟔𝐅𝟐
}∀ 𝐀𝐁𝐂, 



 
www.ssmrmh.ro 

77 RMM-TRIANGLE MARATHON 4201-4300 

 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4275. 𝑰𝒏 𝒂𝒏𝒚 𝒂𝒄𝒖𝒕𝒆 𝚫𝑨𝑩𝑪 𝒇𝒐𝒍𝒍𝒐𝒘𝒊𝒏𝒈 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔𝒉𝒊𝒑 𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔: 
 

𝒓𝒃 + 𝒓𝒄

√𝟐(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)
≥ 𝐜𝐨𝐬

𝑨

𝟐
≥
𝟐𝒉𝒂 + 𝒓𝒃 + 𝒓𝒄
𝟐(𝒃 + 𝒄)

 

 
Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
(𝟏𝒔𝒕 𝑷𝒂𝒓𝒕) 

𝑳𝒆𝒕 𝒙 = 𝒔 − 𝒂, 𝒚 = 𝒔 − 𝒃, 𝒛 = 𝒔 − 𝒄 𝒕𝒉𝒆𝒏 
 𝒂 = 𝒚 + 𝒛, 𝒃 = 𝒛 + 𝒙, 𝒄 = 𝒙 + 𝒚 & 𝑠 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 

𝒓𝒃 =
𝑭

𝒔 − 𝒃
=
𝑭

𝒚
 , 𝒓𝒄 =

𝑭

𝒔 − 𝒄
=
𝑭

𝒛
 & 𝒓𝒃 + 𝒓𝒄 =

𝑭(𝒚 + 𝒛)

𝒚𝒛
  

 𝑭𝟐 = 𝒔(𝒔 − 𝒂)(𝒔 − 𝒃)(𝒔 − 𝒄) = 𝒔𝒙𝒚𝒛 

𝐜𝐨𝐬
𝑨

𝟐
= √

𝒔(𝒔 − 𝒂)

𝒃𝒄
= √

𝒙(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

(𝒙 + 𝒛)(𝒙 + 𝒚)
  

𝑾𝒆 𝒏𝒆𝒆𝒅 𝒕𝒐 𝒔𝒉𝒐𝒘: 
𝒓𝒃 + 𝒓𝒄

√𝟐(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)
≥ 𝐜𝐨𝐬

𝑨

𝟐
 𝒐𝒓 

(𝒓𝒃 + 𝒓𝒄)
𝟐

𝟐(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)
≥ 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝑨

𝟐
 

 
(
𝑭(𝒚 + 𝒛)
𝒚𝒛 )

𝟐

𝟐((𝒙 + 𝒛)𝟐 + (𝒙 + 𝒚)𝟐)
≥
𝒙(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

(𝒙 + 𝒛)(𝒙 + 𝒚)
 

𝒔𝒙𝒚𝒛(𝒚 + 𝒛)𝟐

(𝒚𝒛)𝟐

𝟐((𝒙 + 𝒛)𝟐 + (𝒙 + 𝒚)𝟐)
≥
𝒙(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

(𝒙 + 𝒛)(𝒙 + 𝒚)
 

 (𝒚 + 𝒛)𝟐(𝒙 + 𝒛)(𝒙 + 𝒚) ≥ 𝟐𝒚𝒛((𝒙 + 𝒛)𝟐 + (𝒙 + 𝒚)𝟐)  
 

𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝒙𝟐𝒛𝟐 − 𝟐𝒙𝟐𝒚𝒛 + 𝒙𝒚𝟑 − 𝒙𝒚𝟐𝒛 − 𝒙𝒚𝒛𝟐 + 𝒙𝒛𝟑 − 𝒚𝟑𝒛 + 𝟑𝒚𝟐𝒛𝟐 − 𝒚𝒛𝟑 ≥ 𝟎  
𝒙𝟐(𝒚 − 𝒛)𝟐 + 𝒙(ý − 𝒛)𝟐(𝒚 + 𝒛) − 𝒚𝒛(𝒚 − 𝒛)𝟐 ≥ 𝟎 

 (𝒚 − 𝒛)𝟐(𝒙𝟐 + 𝒙(𝒚 + 𝒛) − 𝒚𝒛) ≥ 𝟎 𝒕𝒓𝒖𝒆  
 

(
𝒂𝒔 𝒕𝒓𝒊𝒂𝒏𝒈𝒍𝒆 𝒊𝒔 𝒂𝒄𝒖𝒕𝒆 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒂𝟐 < 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐𝒐𝒓

 (𝒚 + 𝒛)𝟐 < (𝒙 + 𝒛)𝟐 + (𝒙 + 𝒚)𝟐𝒐𝒓, 𝒙𝟐 + 𝒙(𝒚 + 𝒛) − 𝒚𝒛 > 0
)  

(𝟐𝒏𝒅 𝑷𝒂𝒓𝒕) 
𝒂𝒄𝒖𝒕𝒆 𝒕𝒓𝒊𝒂𝒏𝒈𝒍𝒆, 𝒂𝟐 + 𝒄𝟐 > 𝒃𝟐 𝒐𝒓 

 (𝒚 + 𝒙)𝟐 + (𝒛 + 𝒚)𝟐 > (𝒙 + 𝒛)𝟐 𝒐𝒓, 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 + 𝒚𝒛 − 𝒙𝒛 > 0 
𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 > 𝒄𝟐 𝒐𝒓, (𝒚 + 𝒛)𝟐 + (𝒛 + 𝒙)𝟐 > (𝒙 + 𝒚)𝟐𝒐𝒓, 𝒙𝒛 + 𝒚𝒛 + 𝒛𝟐 − 𝒙𝒚 > 0 

𝒖𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒂𝒃𝒐𝒗𝒆 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 (𝒙(𝒚 − 𝒛) + 𝒚𝟐 + 𝟑𝒚𝒛) = (𝒙𝒚 + 𝒚𝒛 + 𝒚𝟐 − 𝒙𝒛) + 𝟐𝒚𝒛 > 0 (𝐴) 
𝒂𝒏𝒅 
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 (𝒙(𝒚 − 𝒛) − 𝟑𝒚𝒛 − 𝒛𝟐)) = 𝒙𝒚 − 𝒚𝒛 − 𝟑𝒚𝒛 − 𝒛𝟐 = −(𝒙𝒛 + 𝒛𝟐 + 𝒚𝒛 − 𝒙𝒚) − 𝟐𝒚𝒛 < 0(𝐵) 

𝟐𝒉𝒂 + 𝒓𝒃 + 𝒓𝒄
𝟐(𝒃 + 𝒄)

=

𝟒𝑭
𝒂 +

𝑭
𝒔 − 𝒃 +

𝑭
𝒔 − 𝒄

𝟐(𝒃 + 𝒄)
=
𝑭(

𝟒
𝒚 + 𝒛 +

𝟏
𝒚 +

𝟏
𝒛)

𝟐(𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛)
=

𝑭(𝒚𝟐 + 𝟔𝒚𝒛 + 𝒛𝟐)

𝟐𝒚𝒛(𝒚 + 𝒛)(𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛)
  

 
𝑾𝒆 𝒏𝒆𝒆𝒅 𝒕𝒐 𝒔𝒉𝒐𝒘 ∶ 

 

 
𝟐𝒉𝒂 + 𝒓𝒃 + 𝒓𝒄
𝟐(𝒃 + 𝒄)

≤ 𝐜𝐨𝐬
𝑨

𝟐
  

 
𝑭(𝒚𝟐 + 𝟔𝒚𝒛 + 𝒛𝟐)

𝟐𝒚𝒛(𝒚 + 𝒛)(𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛)
 ≤ √

𝒙(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

(𝒙 + 𝒛)(𝒙 + 𝒚)
  

 
𝒔𝒙𝒚𝒛(𝒚𝟐 + 𝟔𝒚𝒛 + 𝒛𝟐)𝟐

𝟒𝒚𝟐𝒛𝟐(𝒚 + 𝒛)𝟐(𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛)𝟐
≤
𝒙(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)

(𝒙 + 𝒛)(𝒙 + 𝒚)
 

 

 𝟒𝒚𝒛(𝒚 + 𝒛)𝟐(𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛)𝟐 − (𝒙 + 𝒚)(𝒙 + 𝒛)(𝒚𝟐 + 𝟔𝒚𝒛 + 𝒛𝟐) ≤ 𝟎  
 

−(𝒚 − 𝒛)𝟐(𝒙(𝒚 − 𝒛) + 𝒚𝟐 + 𝟑𝒚𝒛)(𝒙(𝒚 − 𝒛) − 𝟑𝒚𝒛 − 𝒛𝟐))  ≥ 𝟎  𝒕𝒓𝒖𝒆 𝒃𝒚 (𝑨) & (𝐵) 
 

Equality holds for an equilateral triangle. 
 
 

 

 

4276. 𝑰𝒏 𝒂𝒏𝒚 𝚫𝑨𝑩𝑪 𝒇𝒐𝒍𝒍𝒐𝒘𝒊𝒏𝒈 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔𝒉𝒊𝒑 𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔: 
 

𝟐𝒎𝒂 + 𝒓𝒂 ≤ (𝟐√𝟐 + 𝟐)𝑹 − (𝟒√𝟐 − 𝟓)𝒓 

 
Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 

𝑳𝒆𝒕 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧
𝑨

𝟐
 & 𝑡 = 𝐜𝐨𝐬

𝑩 − 𝑪

𝟐
 & 𝐬𝐢𝐧𝑨 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝑨

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑨

𝟐
= 𝟐𝒙√𝟏 − 𝒙𝟐  

𝒏𝒐𝒘 𝟎 < 𝑥 < 1  𝑎𝑛𝑑 |
𝑩 − 𝑪

𝟐
| <

𝑩 + 𝑪

𝟐
=
𝝅

𝟐
−
𝑨

𝟐
 & 

 𝒕 =  𝐜𝐨𝐬
𝑩 − 𝑪

𝟐
> 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟐
−
𝑨

𝟐
) = 𝐬𝐢𝐧

𝑨

𝟐
= 𝒙 

 𝒔𝒐 𝒙 < 𝑡 < 1 
 

 𝒓 = 𝟒𝑹𝐬𝐢𝐧
𝑨

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝑩

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝑪

𝟐
 & 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝜋 
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 𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝑩

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝑪

𝟐
= 𝐜𝐨𝐬

𝑩 − 𝑪

𝟐
− 𝐜𝐨𝐬

𝑩 + 𝑪

𝟐
= 𝐜𝐨𝐬

𝑩 − 𝑪

𝟐
− 𝐬𝐢𝐧

𝑨

𝟐
= 𝒕 − 𝒙 

𝐬𝐢𝐧
𝑩

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝑪

𝟐
=
𝒕 − 𝒙

𝟐
 

 𝒓𝒂 =  𝒓 = 𝟒𝑹 𝐬𝐢𝐧
𝑨

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑩

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑪

𝟐
 &  2 𝐜𝐨𝐬

𝑩

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑪

𝟐
= 𝐜𝐨𝐬

𝑩 + 𝑪

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

𝑩 − 𝑪

𝟐
=

= 𝐬𝐢𝐧
𝑨

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

𝑩 − 𝑪

𝟐
= 𝒕 + 𝒙  𝒔𝒐, 

𝐜𝐨𝐬
𝑩

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝑪

𝟐
=
(𝒕 + 𝒙)

𝟐
 

 

 𝒎𝒂
𝟐 =

𝟐𝒃𝟐 + 𝟐𝒄𝟐 − 𝒂𝟐

𝟒
=
𝟒𝑹𝟐(𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑩+ 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑪 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨)

𝟒
 𝒕𝒉𝒆𝒏 

𝒎𝒂
𝟐

𝑹𝟐
= 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑪 + 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑩− 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨 = 𝟐(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝑩 + 𝑪) 𝐜𝐨𝐬(𝑩 − 𝑪))  − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨 

= 𝟐(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝑨𝐜𝐨𝐬(𝑩 − 𝑪)) − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨 = 
 

= 𝟐(𝟏+ (𝟏 − 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐
𝑨

𝟐
) (𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝑩− 𝑪

𝟐
− 𝟏)) − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑨 = 

 

= 𝟐(𝟏 − (𝟐𝒙𝟐 − 𝟏)(𝟐𝒕𝟐 − 𝟏)) − 𝟒𝒙𝟐(𝟏 − 𝒙𝟐) = 𝟒𝒕𝟐 − 𝟖𝒙𝟐𝒕𝟐 + 𝟒𝒙𝟒 

 

 𝑻𝒉𝒆𝒏
𝟐𝒎𝒂

𝑹
= 𝟒√𝒕𝟐 − 𝟐𝒙𝟐𝒕𝟐 + 𝒙𝟒,

𝒓𝒂
𝑹
= 𝟐𝒙(𝒕 + 𝒙),

𝒓

𝑹
= 𝟐𝒙(𝒕 − 𝒙) 

 
 𝑼𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒂𝒃𝒐𝒗𝒆 𝒓𝒆𝒔𝒖𝒍𝒕 𝒘𝒆 𝒏𝒆𝒆𝒅 𝒕𝒐 𝒔𝒉𝒐𝒘: 

𝟐𝒎𝒂 + 𝒓𝒂 ≤ (𝟐√𝟐+ 𝟐)𝑹 − (𝟒√𝟐 − 𝟓)𝒓  

 

 
𝟐𝒎𝒂

𝑹
+
𝒓𝒂
𝑹
+ (𝟒√𝟐 − 𝟓)

𝒓

𝑹
≤ (𝟐√𝟐 + 𝟐)  

 

𝟒√𝒕𝟐 − 𝟐𝒙𝟐𝒕𝟐 + 𝒙𝟒 + 𝟐𝒙(𝒕 + 𝒙) + 𝟐𝒙(𝒕 − 𝒙)(𝟒√𝟐 − 𝟓) ≤ (𝟐√𝟐 + 𝟐) 

 

   𝟒√(𝒕 − 𝒙𝟐)𝟐 + 𝟐𝒙(𝒕 + 𝒙) + 𝟐𝒙(𝒕 − 𝒙)(𝟒√𝟐 − 𝟓) ≤
.
(𝟐√𝟐 + 𝟐)  

 

   𝟒√(𝟏 − 𝒙𝟐)𝟐 + 𝟐𝒙(𝟏 + 𝒙) + 𝟐𝒙(𝟏 − 𝒙)(𝟒√𝟐 − 𝟓) ≤
.

𝒙<𝑡<1

(𝟐√𝟐 + 𝟐)  

 

𝟒(𝟏 − 𝒙𝟐) + 𝟐𝒙(𝟏 + 𝒙) + 𝟐𝒙(𝟏 − 𝒙)(𝟒√𝟐 − 𝟓) ≤
.

𝒙<𝑡<1

(𝟐√𝟐 + 𝟐)  

 

𝟒 + 𝟖(√𝟐 − 𝟏)𝒙(𝟏 − 𝒙) − (𝟐√𝟐 + 𝟐) ≤ 𝟎 𝒐𝒓, (√𝟐 − 𝟏)(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐 ≥ 𝟎  
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Equality holds for an equilateral triangle. 

 

4277. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
 

𝒎𝒂𝒘𝒂 <  𝑏𝑐 
 

Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 
 

 𝒎𝒂
𝟐 −

(𝒃 + 𝒄)𝟐

𝟒
=
𝟐𝒃𝟐 + 𝟐𝒄𝟐 − 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 − 𝒄𝟐 − 𝟐𝒃𝒄

𝟒
=
(𝒃 − 𝒄)𝟐 − 𝒂𝟐

𝟒
 

=
(𝒃 − 𝒄 + 𝒂)(𝒃 − 𝒄 − 𝒂)

𝟒
< 0 𝑠𝑜 𝒎𝒂 <

𝒃 + 𝒄

𝟐
 

 𝒘𝒂 =
𝟐𝒃𝒄

𝒃 + 𝒄
𝐜𝐨𝐬

𝑨

𝟐
≤
𝟐𝒃𝒄

𝒃 + 𝒄
 𝒂𝒔 𝐜𝐨𝐬

𝑨

𝟐
≤ 𝟏  

𝒏𝒐𝒘 𝒎𝒂𝒘𝒂 < 
𝟐𝒃𝒄

𝒃 + 𝒄
.
𝒃 + 𝒄

𝟐
= 𝒃𝒄 

 

4278. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 

 𝟎 ≤ 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐝(𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂) + 𝐞(𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛) + 𝐟(𝟑𝒂𝐛 − 𝟒𝐰𝐜𝐫𝐜) ≥ 𝟎 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐒𝐢𝐧𝐜𝐞 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝟑𝐛𝐜 ≤ 𝟑𝐜𝒂 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂 ≤
?
𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝟐𝐜𝒂

𝐜 + 𝒂
. 𝐜𝐨𝐬

𝐁

𝟐
. 𝐬 𝐭𝒂𝐧

𝐁

𝟐
≤
? 𝟐𝐛𝐜

𝐛 + 𝐜
. 𝐜𝐨𝐬

𝐀

𝟐
. 𝐬 𝐭𝒂𝐧

𝐀

𝟐
 

⇔
𝒂𝟐

(𝐜 + 𝒂)𝟐
.
(𝐬 − 𝐜)(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝒂
≤
? 𝐛𝟐

(𝐛 + 𝐜)𝟐
.
(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐛𝐜
 𝒂𝐧𝐝 ∵

𝟏

𝐜 + 𝒂
≤

𝟏

𝐛 + 𝐜
 

∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝒂(𝐬 − 𝒂) ≤
?
𝐛(𝐬 − 𝐛) ⇔ (𝒂 + 𝐛)(𝒂 − 𝐛) ≥

?
𝐬(𝒂 − 𝐛) 

⇔ (𝒂 − 𝐛)(𝟐𝐬 − 𝐜 − 𝐬) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝒂 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝒂 ≥ 𝐛 

∴ 𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂 ≤
①

𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧, 𝐬𝐢𝐧𝐜𝐞 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝟑𝐜𝒂 ≤ 𝟑𝒂𝐛 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛 ≤
?
𝟑𝒂𝐛 − 𝟒𝐰𝐜𝐫𝐜, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 
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𝟐𝒂𝐛

𝒂 + 𝐛
. 𝐜𝐨𝐬

𝐂

𝟐
. 𝐬 𝐭𝒂𝐧

𝐂

𝟐
≤
? 𝟐𝐜𝒂

𝐜 + 𝒂
. 𝐜𝐨𝐬

𝐁

𝟐
. 𝐬 𝐭𝒂𝐧

𝐁

𝟐
 

⇔
𝐛𝟐

(𝒂 + 𝐛)𝟐
.
(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)

𝒂𝐛
≤
? 𝐜𝟐

(𝐜 + 𝒂)𝟐
.
(𝐬 − 𝐜)(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝒂
 𝒂𝐧𝐝 ∵

𝟏

𝒂 + 𝐛
≤

𝟏

𝐜 + 𝒂
 

∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐛(𝐬 − 𝐛) ≤
?
𝐜(𝐬 − 𝐜) ⇔ (𝐛 + 𝐜)(𝐛 − 𝐜) ≥

?
𝐬(𝐛 − 𝐜) 

⇔ (𝐛 − 𝐜)(𝟐𝐬 − 𝒂 − 𝐬) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐛 − 𝐜)(𝐬 − 𝒂) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐛 ≥ 𝐜 

∴ 𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛 ≤
②

𝟑𝒂𝐛 − 𝟒𝐰𝐜𝐫𝐜 ∴ ① 𝒂𝐧𝐝 ② ⇒ 

𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟 𝒂𝐧𝐝 𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂 ≤ 𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛 ≤ 𝟑𝒂𝐛 − 𝟒𝐰𝐜𝐫𝐜 

∴ 𝐝. (𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂) + 𝐞. (𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛) + 𝐟. (𝟑𝒂𝐛 − 𝟒𝐰𝐜𝐫𝐜) ≥
𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯

 
𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟).∑(𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂)

𝐜𝐲𝐜

→ (∗) 

𝐍𝐨𝐰, 𝟒∑𝐰𝒂𝐫𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐀𝐌−𝐆𝐌

𝟒.∑(√𝐬(𝐬 − 𝒂).
√𝐬(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐬 − 𝒂
)

𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒

 

𝟒𝐬.√𝟑∑((𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜))

𝐜𝐲𝐜

= 𝟒𝐬.√𝟑(𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) ≤
?
𝟑∑𝐛𝐜

𝐜𝐲𝐜

= 𝟑(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) 

⇔
𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝟑𝐬𝟒 − (𝟒𝟎𝐑𝐫 + 𝟏𝟎𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 𝟑𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
(⦁)

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

𝟑(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 (⦁), 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 (⦁) ≥
?
𝟑(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 

⇔ (𝟕𝐑 − 𝟓𝐫)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
(⦁⦁)

𝐫(𝟗𝟎𝐑𝟐 − 𝟔𝟑𝐑𝐫 + 𝟗𝐫𝟐);  𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, (𝟕𝐑 − 𝟓𝐫)𝐬𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟕𝐑− 𝟓𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐫(𝟗𝟎𝐑𝟐 − 𝟔𝟑𝐑𝐫 + 𝟗𝐫𝟐) ⇔ 𝟐𝐫(𝟏𝟏𝐑− 𝟒𝐫)(𝐑 − 𝟐𝐫) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐑 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟐𝐫 ⇒ (⦁⦁) ⇒ (⦁) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴ ∑(𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂)

𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟎 → (∗∗) 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

𝐝, 𝐞, 𝐟 ≥ 𝟎 ⇒ 𝐝+ 𝐞 + 𝐟 ≥ 𝟎 ∴ (∗)  𝒂𝐧𝐝 (∗∗) ⇒ 
𝐝. (𝟑𝐛𝐜 − 𝟒𝐰𝒂𝐫𝒂) + 𝐞. (𝟑𝐜𝒂 − 𝟒𝐰𝐛𝐫𝐛) + 𝐟. (𝟑𝒂𝐛 − 𝟒𝐰𝐜𝐫𝐜) ≥ 𝟎 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 

𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝟎 ≤ 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 
4279. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 

 𝟎 ≤ 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐝(𝟒𝐫𝐛𝐫𝐜 − 𝟑𝐛𝐜) + 𝐞(𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂) + 𝐟(𝟒𝐫𝒂𝐫𝐛 − 𝟑𝒂𝐛) ≥ 𝟎 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 
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Solution by Soumava Charaborty-Kolkata-India 

𝟒𝐫𝐛𝐫𝐜 − 𝟑𝐛𝐜 ≤
?
𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂 ⇔ 𝟑𝐜(𝒂 − 𝐛) ≤

?
𝟒𝐬((𝐬 − 𝐛) − (𝐬 − 𝒂)) 

⇔ (𝟒(𝐬 − 𝐜) + 𝐜)(𝒂 − 𝐛) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝒂 ≥ 𝐛 ∴ 𝟒𝐫𝐛𝐫𝐜 − 𝟑𝐛𝐜 ≤

①

𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂 

𝐀𝒍𝐬𝐨, 𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂 ≤
?
𝟒𝐫𝒂𝐫𝐛 − 𝟑𝒂𝐛 ⇔ 𝟑𝒂(𝐛 − 𝐜) ≤

?
𝟒𝐬((𝐬 − 𝐜) − (𝐬 − 𝐛)) 

⇔ (𝟒(𝐬 − 𝒂) + 𝒂)(𝐛 − 𝐜) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐛 ≥ 𝐜 ∴ 𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂 ≤

①

𝟒𝐫𝒂𝐫𝐛 − 𝟑𝒂𝐛 

∴ ① 𝒂𝐧𝐝 ② ⇒ 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟 𝒂𝐧𝐝 𝟒𝐫𝐛𝐫𝐜 − 𝟑𝐛𝐜 ≤ 𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂 ≤ 𝟒𝐫𝒂𝐫𝐛 − 𝟑𝒂𝐛 

∴ 𝐝. (𝟒𝐫𝐛𝐫𝐜 − 𝟑𝐛𝐜) + 𝐞. (𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂) + 𝐟. (𝟒𝐫𝒂𝐫𝐛 − 𝟑𝒂𝐛) ≥
𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯

 
𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟).∑(𝟒𝐬(𝐬 − 𝒂) − 𝟑𝐛𝐜)

𝐜𝐲𝐜

=
𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟). (𝟒𝐬𝟐 − 𝟑(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)) 

=
𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟). (𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐 + 𝟒𝐫(𝐑− 𝟐𝐫)) ≥

𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧
𝒂𝐧𝐝
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎  

(∵ 𝐝, 𝐞, 𝐟 ≥ 𝟎 ⇒ 𝐝 + 𝐞 + 𝐟 ≥ 𝟎) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 
𝐝. (𝟒𝐫𝐛𝐫𝐜 − 𝟑𝐛𝐜) + 𝐞. (𝟒𝐫𝐜𝐫𝒂 − 𝟑𝐜𝒂) + 𝐟. (𝟒𝐫𝒂𝐫𝐛 − 𝟑𝒂𝐛) ≥ 𝟎 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 

𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝟎 ≤ 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

4280. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
 

√𝒂 + √𝒃

√𝒉𝒄
+
√𝒃 + √𝒄

√𝒉𝒂
+
√𝒄 + √𝒂

√𝒉𝒃
≥ 𝟐√𝟏𝟎𝟖

𝟒
 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝒔𝟐 ≤
𝑴𝒊𝒕𝒓𝒊𝒏𝒐𝒗𝒊𝒄 𝟐𝟕

𝟒
𝑹𝟐 𝒐𝒓,

𝑹

𝒔
≥

𝟐

𝟑√𝟑
 (𝟏) 

√𝒂 + √𝒃

√𝒉𝒄
+
√𝒃 + √𝒄

√𝒉𝒂
+
√𝒄 + √𝒂

√𝒉𝒃
=∑

√𝒂+ √𝒃

√𝒉𝒄
=∑

√𝒂+ √𝒃

√𝒂𝒃
𝟐𝑹

= √𝟐𝑹∑(
𝟏

√𝒃
+
𝟏

√𝒂
) = 

= 𝟐√𝟐𝑹∑
𝟏

√𝒂
= 𝟐√𝟐𝑹 ∑

𝟏
𝟑
𝟐

√𝒂
≥

𝑹𝒂𝒅𝒐𝒏
 𝟐√𝟐𝑹

(𝟏 + 𝟏 + 𝟏)
𝟑
𝟐

√𝒂 + 𝒃 + 𝒄
= 𝟐√𝟐𝑹

(𝟏 + 𝟏 + 𝟏)
𝟑
𝟐

√𝟐𝒔
= 

= 𝟐√
𝑹

𝒔
𝟑√𝟑 ≥ 𝟐√

𝟐

𝟑√𝟑
 × 𝟑√𝟑 = 𝟐√𝟔√𝟑 = 𝟐√𝟑𝟔 × 𝟑

𝟒
= 𝟐√𝟏𝟎𝟖

𝟒
 

Equality holds for an equilateral triangle. 
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4281. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐭𝐡𝒂𝐭 𝒂 ≠ 𝐛 ≠

𝐜, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐀
𝟐
(𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐
)(𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐
)
+

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐁
𝟐
(𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐
)(𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐
)
+ 

+
𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐂
𝟐
(𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐
− 𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐
) (𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐
− 𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐
)
<

𝟏

𝟑√𝟑
 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐨𝐫 𝒙 ≠ 𝐲 ≠ 𝐳,∑
𝟏

𝒙(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (−𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝐳𝒙(𝐳 − 𝒙) − 𝒙𝐲(𝒙 − 𝐲)) 

= −
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲 + 𝐳) + 𝒙𝟐(𝐲 − 𝐳)) 

= −
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (𝐲 − 𝐳)(𝐲(𝐳 − 𝒙) − 𝒙(𝐳 − 𝒙)) 

=
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)(𝒙 − 𝐲) 

∴∑
𝟏

𝒙(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

=
𝟏

𝒙𝐲𝐳
 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝒙 ≡ 𝐜𝐨𝐭

𝐀

𝟐
, 𝐲 ≡ 𝐜𝐨𝐭

𝐁

𝟐
, 𝐳 ≡ 𝐜𝐨𝐭

𝐂

𝟐
, 

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐀
𝟐 (𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐) (𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐)
+

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐁
𝟐 (𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐)(𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐)
+ 

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐂
𝟐 (𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐) (𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐)
=

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐀
𝟐 𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐

=
𝐫𝒂𝐫𝐛𝐫𝐛 

𝐬𝟑
=
𝐬𝟐𝐫

𝐬𝟑
=
𝐫

𝐬
 

<
𝐌𝐢𝐭𝐫𝐢𝐧𝐨𝐯𝐢𝐜 𝟏

𝟑√𝟑
 (𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐝𝐨𝐞𝐬𝐧′𝐭 𝐨𝐜𝐜𝐮𝐫 𝐛𝐞𝐜𝒂𝐮𝐬𝐞 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜) 

∴
𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐀
𝟐 (𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐)(𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐)
+

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐁
𝟐 (𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐) (𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐)
+ 

𝟏

𝐜𝐨𝐭
𝐂
𝟐 (𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐀
𝟐) (𝐜𝐨𝐭

𝐂
𝟐 − 𝐜𝐨𝐭

𝐁
𝟐)
<

𝟏

𝟑√𝟑
 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4282. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐭𝐡𝒂𝐭 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 
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𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐀
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐) (𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐)
+

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐁
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐)(𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐)
+ 

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐂
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐) (𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐)
> 𝟖 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐅𝐨𝐫 𝒙 ≠ 𝐲 ≠ 𝐳,∑
𝟏

𝒙(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (−𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝐳𝒙(𝐳 − 𝒙) − 𝒙𝐲(𝒙 − 𝐲)) 

= −
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (𝐲𝐳(𝐲 − 𝐳) − 𝒙(𝐲 − 𝐳)(𝐲 + 𝐳) + 𝒙𝟐(𝐲 − 𝐳)) 

= −
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (𝐲 − 𝐳)(𝐲(𝐳 − 𝒙) − 𝒙(𝐳 − 𝒙)) 

=
𝟏

𝒙𝐲𝐳(𝒙 − 𝐲)(𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)
. (𝐲 − 𝐳)(𝐳 − 𝒙)(𝒙 − 𝐲) 

∴∑
𝟏

𝒙(𝒙 − 𝐲)(𝒙 − 𝐳)
𝐜𝐲𝐜

=
𝟏

𝒙𝐲𝐳
 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝒙 ≡ 𝐬𝐢𝐧

𝐀

𝟐
, 𝐲 ≡ 𝐬𝐢𝐧

𝐁

𝟐
, 𝐳 ≡ 𝐬𝐢𝐧

𝐂

𝟐
, 

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐀
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐) (𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐)
+

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐁
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐)(𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐)
+ 

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐂
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐) (𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐)
=

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐀
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐

=
𝟒𝐑 

𝐫
= >
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟖 

(𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐝𝐨𝐞𝐬𝐧′𝐭 𝐨𝐜𝐜𝐮𝐫 𝐛𝐞𝐜𝒂𝐮𝐬𝐞 𝒂 ≠ 𝐛 ≠ 𝐜) 

∴
𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐀
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐) (𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐)
+

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐁
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐) (𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐)
+ 

𝟏

𝐬𝐢𝐧
𝐂
𝟐 (𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐) (𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 − 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐)
> 𝟖 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 (𝐐𝐄𝐃) 

 
4283. In △ 𝑨𝑩𝑪the following relationship holds: 

∑
𝒂𝟒

𝒂 + 𝟑𝒄
cyc

≥ 𝟏𝟖√𝟑𝒓𝟑 

Proposed by Adgozel Adgozalov-Azerbaijan 
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Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝒂𝟒

𝒂 + 𝟑𝒄
+

𝒃𝟒

𝒃 + 𝟑𝒂
+

𝒄𝟒

𝒄 + 𝟑𝒃
≥⏞

𝐇𝐎𝐋𝐃𝐄𝐑 (𝐚 + 𝐛 + 𝐜)𝟒

𝟗(𝐚 + 𝟑𝐜 + 𝐛 + 𝟑𝐚 + 𝐜 + 𝟑𝐛)
= 

 

=
(𝟐𝒔)𝟒

𝟗 ∙ 𝟖𝒔
=
𝟐𝒔𝟑

𝟗
≥⏞

𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪𝑰 𝟐 ∙ (𝟑√𝟑𝒓)
𝟑

𝟗
=
𝟐 ∙ 𝟐𝟕 ∙ 𝟑√𝟑𝒓𝟑

𝟗
= 𝟏𝟖√𝟑𝒓𝟑 

 
Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4284. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝟐𝐑

𝐫
. (𝐦𝒂𝒙(𝐫𝒂, 𝐫𝐛, 𝐫𝐜) +

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
𝟐

) ≥ 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜) −∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑ 𝐧𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢
√𝟑∑ (𝐬𝟐 −

𝐫
𝐑 . 𝐬

𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐
𝐀
𝟐 )𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
 

=
√𝟑(

(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑 )

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
?
√
𝐑

𝟐𝐫
⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

 

𝐑𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 + 𝟔𝐫𝟐(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
(∗)

𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 

𝐍𝐨𝐰,𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≤
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫) (𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 + 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

≤
?
(𝐑𝟐 + 𝟔𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 

⇔ 𝐑(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫). 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐑 − 𝟐𝐫 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠 ∶ 

𝐑𝟐(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟏𝟒𝟒𝐫𝟐(𝟑𝐑 − 𝐫)𝟐(𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

⇔ 𝟐𝟓𝟔𝐭𝟓 + 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟒 − 𝟑𝟐𝟗𝟔𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟓𝟐𝐭𝟐 + 𝟐𝟎𝟗𝟕𝐭 + 𝟐𝟖𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔
(𝟒𝐭 + 𝟏)𝟐

𝟏𝟎𝟎
((𝟏𝟔𝐭 +

𝟑𝟑𝟔

𝟓
) (𝟏𝟎𝐭 − 𝟐𝟏)𝟐 +

𝟐𝟑𝟒𝟎(𝐭 − 𝟐) + 𝟓𝟎𝟒

𝟓
) ≥

?
𝟎 
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→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 (𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝟒𝐑 + 𝐫) →①  

𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒍𝐬𝐨,∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

+∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

→② 

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐛𝐲 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢 − 𝟏𝟎𝟑;

𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) ∴ ①+  ② ⇒ 

𝟐∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

−∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝟒𝐑 + 𝐫) +∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

≤
?

 

√
𝟐𝐑

𝐫
. (𝟐𝐑+

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
𝟐

− 𝐫) = √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝟒𝐑− 𝟐𝐫 +

𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑
) 

⇔∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

≤
?
⏟
(∎)

√
𝐑

𝟐𝐫
. (
𝐬𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑
)  𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 ∶ 

∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

= 𝐫.∑√
𝐛𝐜(𝐬 − 𝒂)

(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒 𝐫

𝐫. √𝐬
.√∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

. √∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

 

= √𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐 ≤
?
√
𝐑

𝟐𝐫
. (
𝐬𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑
) 

⇔ (𝐬𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟖𝐑𝐫(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) 

⇔ 𝐬𝟒 − (𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐)𝐬𝟐 − 𝐫𝟐(𝟐𝟖𝐑𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) ≥
?
⏟
(⦁)

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧, 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 (⦁) ≥ (𝟒𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐)𝐬𝟐 − 𝐫𝟐(𝟐𝟖𝐑𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟒𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) − 𝐫𝟐(𝟐𝟖𝐑𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) = 𝟒𝐫𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟗𝐑 − 𝟐𝐫) ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 
⇒ (⦁) ⇒ (∎) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

√
𝟐𝐑

𝐫
. (𝟐𝐑 +

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
𝟐

− 𝐫) ≥ 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜) −∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

→ (𝐦)  

𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰,𝐦𝒂𝒙(𝐫𝒂, 𝐫𝐛, 𝐫𝐜) ≥ √𝟒𝐑𝟐 − 𝟕𝐫𝟐  

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐛𝐲 𝐃𝒂𝐧𝐠 𝐍𝐠𝐨𝐜 𝐌𝐢𝐧𝐡 − 𝟑𝟐𝟗;

𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) ≥
?
𝟐𝐑 − 𝐫 

⇔ 𝟒𝐑𝟐 − 𝟕𝐫𝟐 ≥
?
(𝟐𝐑 − 𝐫)𝟐 = 𝟒𝐑𝟐 − 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐 ⇔ 𝟒𝐑𝐫 ≥

?
𝟖𝐫𝟐 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫 

∴ 𝐦𝒂𝒙(𝐫𝒂, 𝐫𝐛, 𝐫𝐜) ≥ 𝟐𝐑 − 𝐫 → (𝐧) ∴ (𝐦) 𝒂𝐧𝐝 (𝐧) ⇒ 

√
𝟐𝐑

𝐫
. (𝐦𝒂𝒙(𝐫𝒂, 𝐫𝐛, 𝐫𝐜) +

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
𝟐

) ≥ 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜) −∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜
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∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4285. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝟐𝐑

𝐫
. (𝟐𝐑 +

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
𝟐

− 𝐫) ≥ 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜) −∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑ 𝐧𝒂𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
𝐂𝐁𝐒

√𝟑∑ 𝐧𝒂𝟐𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
=

𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢
√𝟑∑ (𝐬𝟐 −

𝐫
𝐑 . 𝐬

𝟐. 𝐬𝐞𝐜𝟐
𝐀
𝟐 )𝐜𝐲𝐜

𝟒𝐑 + 𝐫
 

=
√𝟑(

(𝟑𝐑− 𝐫)𝐬𝟐 − 𝐫(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐

𝐑 )

𝟒𝐑 + 𝐫
≤
?
√
𝐑

𝟐𝐫
⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

 

𝐑𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 + 𝟔𝐫𝟐(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 ≥
?
⏟
(∗)

𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 

𝐍𝐨𝐰,𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫)𝐬𝟐 ≤
𝐑𝐨𝐮𝐜𝐡𝐞

𝟔𝐫(𝟑𝐑− 𝐫) (𝟐𝐑𝟐 + 𝟏𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐 + 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

≤
?
(𝐑𝟐 + 𝟔𝐫𝟐)(𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 

⇔ 𝐑(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐) ≥
?
𝟔𝐫(𝟑𝐑 − 𝐫). 𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫).√𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐑 − 𝟐𝐫 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠 ∶ 

𝐑𝟐(𝟏𝟔𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 − 𝟔𝟑𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟏𝟒𝟒𝐫𝟐(𝟑𝐑 − 𝐫)𝟐(𝐑𝟐 − 𝟐𝐑𝐫) 

⇔ 𝟐𝟓𝟔𝐭𝟓 + 𝟏𝟐𝟖𝐭𝟒 − 𝟑𝟐𝟗𝟔𝐭𝟑 + 𝟐𝟗𝟓𝟐𝐭𝟐 + 𝟐𝟎𝟗𝟕𝐭 + 𝟐𝟖𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) 

⇔
(𝟒𝐭 + 𝟏)𝟐

𝟏𝟎𝟎
((𝟏𝟔𝐭 +

𝟑𝟑𝟔

𝟓
) (𝟏𝟎𝐭 − 𝟐𝟏)𝟐 +

𝟐𝟑𝟒𝟎(𝐭 − 𝟐) + 𝟓𝟎𝟒

𝟓
) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 (𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲) ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫

𝟐 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∴∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝟒𝐑 + 𝐫) →①  
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𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒍𝐬𝐨,∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

≤∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

+∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

→② 

(
𝐑𝐞𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐜𝐞 ∶ 𝐈𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐢𝐧 𝐓𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝒍𝐞 𝐛𝐲 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢 − 𝟏𝟎𝟑;

𝐩𝐮𝐛𝐥𝐢𝐬𝐡𝐞𝐝 𝒂𝐭 𝐰𝐰𝐰. 𝐬𝐬𝐦𝐫𝐦𝐡. 𝐫𝐨
) ∴ ①+  ② ⇒ 

𝟐∑𝐧𝒂
𝐜𝐲𝐜

−∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝟒𝐑 + 𝐫) +∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

≤
?

 

√
𝟐𝐑

𝐫
. (𝟐𝐑+

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
𝟐

− 𝐫) = √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝟒𝐑− 𝟐𝐫 +

𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑
) 

⇔∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

≤
?
⏟
(∎)

√
𝐑

𝟐𝐫
. (
𝐬𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑
)  𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 ∶ 

∑𝐀𝐈

𝐜𝐲𝐜

= 𝐫.∑√
𝐛𝐜(𝐬 − 𝒂)

(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
𝐜𝐲𝐜

≤
𝐂𝐁𝐒 𝐫

𝐫. √𝐬
.√∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

. √∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

 

= √𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐 ≤
?
√
𝐑

𝟐𝐫
. (
𝐬𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐

𝟐𝐑
) 

⇔ (𝐬𝟐 − 𝟐𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 ≥
?
𝟖𝐑𝐫(𝐬𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) 

⇔ 𝐬𝟒 − (𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐)𝐬𝟐 − 𝐫𝟐(𝟐𝟖𝐑𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) ≥
?
⏟
(⦁)

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧, 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 (⦁) ≥ (𝟒𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐)𝐬𝟐 − 𝐫𝟐(𝟐𝟖𝐑𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

 

(𝟒𝐑𝐫 − 𝟑𝐫𝟐)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) − 𝐫𝟐(𝟐𝟖𝐑𝟐 + 𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝐫𝟐) = 𝟒𝐫𝟐(𝐑 − 𝟐𝐫)(𝟗𝐑 − 𝟐𝐫) ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟎 

⇒ (⦁) ⇒ (∎) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

√
𝟐𝐑

𝐫
. (𝟐𝐑+

𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜
𝟐

− 𝐫) ≥ 𝟐(𝐧𝒂 + 𝐧𝐛 + 𝐧𝐜) −∑√(𝐛 − 𝐜)𝟐 + 𝐫𝟐

𝐜𝐲𝐜

 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
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4286. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐧𝒂
𝐡𝒂
≥
𝟏

𝟐
(
𝒈𝐜
𝒍𝐛
+
𝒈𝐛
𝒍𝐜
) 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 

𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐮𝐫𝐭𝐡𝐞𝐫𝐦𝐨𝐫𝐞,𝐰𝐞 𝐝𝐞𝐧𝐨𝐭𝐞 ∶
𝐲 + 𝐳

𝒙
= 𝐦 𝒂𝐧𝐝 

𝐲𝐳

𝒙𝟐
= 𝐧 

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐞𝐭 ′′𝐒′′ 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ∶ 𝐲𝟐 + 𝐳𝟐 = 𝒙𝟐(𝐦𝟐 − 𝟐𝐧), 

𝐲𝟑 + 𝐳𝟑 = 𝒙𝟑(𝐦𝟑 − 𝟑𝐧𝐧), 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰,𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤
?
𝐫𝒂𝐰𝒂 ⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

 

((𝐬 − 𝐛)𝟐 +
𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐛
)((𝐬 − 𝐜)𝟐 +

𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐜
) ≤

?
 

𝐬(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐬 − 𝒂
.
𝟒𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
. 𝐬(𝐬 − 𝒂) 

⇔ 𝟒(𝐳 + 𝒙)𝟐(𝒙 + 𝐲)𝟐(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
(𝟒𝐳𝒙 + 𝒙𝐲 + 𝐲𝐳)(𝟒𝒙𝐲 + 𝐳𝒙 + 𝐲𝐳)(𝟐𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 

⇔ 𝟒𝒙𝟔 + 𝟏𝟔𝒙𝟓(𝐲 + 𝐳) + 𝟖𝒙𝟒(𝐲𝟐 + 𝐳𝟐) − 𝟏𝟐𝒙𝟒. 𝐲𝐳 − 𝟑𝟐𝒙𝟑. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳) − 

𝟓𝒙𝟐. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳)𝟐 + 𝟑𝒙. 𝐲𝐳(𝐲𝟑 + 𝐳𝟑) + 𝟏𝟑𝒙. 𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳) + 𝟑𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 

𝐬𝐞𝐭 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ′′𝐒′′, 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

(𝟑𝐦𝟐 + 𝟒𝐦)⏞        
𝛀𝟏

𝐧𝟐 + (𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦− 𝟐𝟖)⏞                  
𝛀𝟐

𝐧 + (𝟖𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦 + 𝟒)⏞            
𝛀𝟑

+ ≥
?
⏟
②

𝟎  

𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦 − 𝟐𝟖 = (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) + 𝟔𝟐 < 0 

⇒ (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) < −62 < 0 ⇒ 𝐦 < 5 → (𝐢) 

𝐍𝐨𝐰, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 𝐢𝐬 𝒂 𝐪𝐮𝒂𝐝𝐫𝒂𝐭𝐢𝐜 𝐩𝐨𝒍𝐲𝐧𝐨𝐦𝐢𝒂𝒍 𝐢𝐧 ′′𝐧′′ 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐝𝐢𝐬𝐜𝐫𝐢𝐦𝐢𝐧𝒂𝐧𝐭, 𝛅 = 

𝛔𝟐
𝟐 − 𝟒𝛔𝟏𝛔𝟑 = (𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 ≤ 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝛅 ≤ 𝟎 ⇒② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 > 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦 + 𝟏𝟗𝟔 

= (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟏𝟒

𝟑
> 0 

⇒ (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) >

𝟏𝟒

𝟑
> 0 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐦 ≤

𝐯𝐢𝒂 (𝐢)

𝟓 

⇒ 𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
< 0 ∴ 𝐦 <

𝟕

𝟑
→ (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛅 > 0, 

𝐭𝐡𝐞𝐧 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟐𝛀𝟏. 𝐧 ≤
?
−𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐧 ≤

𝐀𝐌−𝐆𝐌 𝐦𝟐

𝟒
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∴ 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝛀𝟏.
𝐦𝟐

𝟐
≤
?
− 𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ −(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦 − 𝟏𝟒) ≥

?
𝟐.√𝛅 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒 = (𝐦+
𝟓

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟕

𝟑
<

𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢)

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(𝐦 + 𝟐)𝟒(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒)𝟐 ≥
?
𝟒(𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 

⇔ 𝐦(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝐦 − 𝟐)𝟐(𝟑𝐦+ 𝟒)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦+ 𝟒) ≥
?
𝟎 ∴ 𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤ 𝐫𝒂𝐰𝒂 

 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐨𝐮𝐬𝒍𝐲, 𝒈𝐜𝒈𝒂 ≤ 𝐫𝐛𝒍𝐛 → (∗) 𝒂𝐧𝐝 𝒈𝒂𝒈𝐛 ≤ 𝐫𝐜𝒍𝐜 → (∗∗) 

𝐍𝐨𝐰,𝐧𝒂 ≥
𝐦𝒂𝒍𝒂
𝒈𝒂

⇒
𝟐𝐧𝒂
𝐡𝒂

≥
𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢 𝟐𝐦𝒂𝒍𝒂

𝐡𝒂𝒈𝒂
≥

𝐋𝒂𝐬𝐜𝐮 + 𝐀𝐌−𝐆𝐌
𝟒𝐑.

𝐬(𝐬 − 𝒂)

𝐛𝐜
.
𝟏

𝒈𝒂
 

= 𝟒𝐑𝐜𝐨𝐬𝟐
𝐀

𝟐
.
𝟏

𝒈𝒂
=
𝐫𝐛 + 𝐫𝐜
𝒈𝒂

≥
? 𝒈𝐜
𝒍𝐛
+
𝒈𝐛
𝒍𝐜
⇔ 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ≥

? 𝒈𝐜𝒈𝒂
𝒍𝐛

+
𝒈𝒂𝒈𝐛
𝒍𝐜

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∵
𝒈𝐜𝒈𝒂
𝒍𝐛

+
𝒈𝒂𝒈𝐛
𝒍𝐜

≤
𝐯𝐢𝒂 (∗) 𝒂𝐧𝐝 (∗∗) 𝐫𝐛𝒍𝐛

𝒍𝐛
+
𝐫𝐜𝒍𝐜
𝒍𝐜
= 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 ∴

𝐧𝒂
𝐡𝒂
≥
𝟏

𝟐
(
𝒈𝐜
𝒍𝐛
+
𝒈𝐛
𝒍𝐜
) ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4287. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

∑(𝐭𝒂𝐧
𝐀

𝟐
.√
𝟏

𝟑
(𝐭𝒂𝐧𝟐

𝐁

𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐁

𝟐
𝐭𝒂𝐧

𝐂

𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧𝟐

𝐂

𝟐
))

𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟏 

  Proposed by Neculai Stanciu, Viorel Ovidiu Ignatescu-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐇𝐒 ≥∑(𝐭𝒂𝐧
𝐀

𝟐
.√
𝟏

𝟑
.
𝟑

𝟒
. (𝐭𝒂𝐧

𝐁

𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐂

𝟐
)
𝟐

)

𝐜𝐲𝐜

= 

=
𝟏

𝟐
∑(𝐭𝒂𝐧

𝐀

𝟐
(𝐭𝒂𝐧

𝐁

𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐂

𝟐
))

𝐜𝐲𝐜

=∑(𝐭𝒂𝐧
𝐀

𝟐
𝐭𝒂𝐧

𝐁

𝟐
)

𝐜𝐲𝐜

= 𝟏 

∴ ∑(𝐭𝒂𝐧
𝐀

𝟐
. √
𝟏

𝟑
(𝐭𝒂𝐧𝟐

𝐁

𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐁

𝟐
𝐭𝒂𝐧

𝐂

𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧𝟐

𝐂

𝟐
))

𝐜𝐲𝐜

≥ 𝟏 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4288.   𝑰𝒏    ∆𝑨𝑩𝑪 𝒕𝒉𝒆  𝒇𝒐𝒍𝒍𝒐𝒘𝒊𝒏𝒈  𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔𝒉𝒊𝒑 𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔:     

√∑
𝟏

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃) 𝐬𝐢𝐧(𝑨) 𝐬𝐢𝐧(𝑩)
𝒄𝒚𝒄

≥
𝟑√𝑹

𝒔
 

Proposed by Neculai Stanciu-Romania 
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Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
𝟏

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃) 𝐬𝐢𝐧(𝑨) 𝐬𝐢𝐧(𝑩)
=

𝟒𝑹𝟐

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃)𝒂𝒃
=

𝟒𝑹𝟐. 𝒄𝟐

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃)𝒂𝒃𝒄. 𝒄
= 

=
𝟒𝑹𝟐. 𝒄𝟐

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃)𝟒𝑹𝑭. 𝒄
=

𝑹. 𝒄𝟐

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃)𝑭. 𝒄
 

∑
𝑹.𝒄𝟐

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃)𝑭. 𝒄
𝒄𝒚𝒄

≥⏞
𝑩𝒆𝒓𝒈𝒔𝒕𝒓𝒐𝒎

𝑹

𝑭
.

(∑ 𝒄𝒄𝒚𝒄 )
𝟐

∑ (𝒓𝒂 + 𝒓𝒃). 𝒄𝒄𝒚𝒄
=
𝑹

𝑭
.

𝟒𝒔𝟐

𝟒𝒔(𝑹 + 𝒓)
= 

=
𝑹

𝒔𝒓
.

𝟒𝒔𝟐

𝟒𝒔(𝑹 + 𝒓)
=

𝑹

𝑹𝒓 + 𝒓𝟐
≥
𝑹

𝒔𝟐

𝟗

=
𝟗𝑹

𝒔𝟐
 𝒃𝒆𝒄𝒂𝒖𝒔𝒆: ∴ 𝑹𝒓 + 𝒓𝟐 ≤

𝟐𝒔𝟐

𝟐𝟕
+
𝒔𝟐

𝟐𝟕
=
𝒔𝟐

𝟗
 

√∑
𝟏

(𝒓𝒂 + 𝒓𝒃) 𝐬𝐢𝐧(𝑨) 𝐬𝐢𝐧(𝑩)
𝒄𝒚𝒄

≥ √
𝟗𝑹

𝒔𝟐
=
𝟑√𝑹

𝒔
 

 𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒇𝒐𝒓 ∶    𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 
 

4289. In ∆𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 
 

√𝒂 + √𝒃

√𝒓𝒂
+
√𝒄 + √𝒃

√𝒓𝒃
+
√𝒂 + √𝒄

√𝒓𝒄
≥ 𝟐√𝟏𝟎𝟖

𝟒
 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

√𝒂 + √𝒃

√𝒓𝒂
+
√𝒄 + √𝒃

√𝒓𝒃
+
√𝒂 + √𝒄

√𝒓𝒄
≥⏞

𝑨𝑴−𝑮𝑴

 

≥
𝟐√𝒂𝒃
𝟒

√𝒓𝒂
+
𝟐√𝒃𝒄
𝟒

√𝒓𝒃
+
𝟐√𝒂𝒄
𝟒

√𝒓𝒄
≥⏞

𝑨𝑴−𝑮𝑴

𝟑√
𝟐√𝒂𝒃
𝟒

. 𝟐√𝒃𝒄
𝟒

. 𝟐√𝒂𝒄
𝟒

√𝒓𝒂. 𝒓𝒃. 𝒓𝒄

𝟑

= 

= 𝟔√
𝐚𝐛𝐜

𝒓𝒂. 𝒓𝒃. 𝒓𝒄

𝟔

= 𝟔√
𝟒𝑹.𝑭

𝒔𝟐 . 𝒓

𝟔

= 𝟔√
𝟒𝑹. 𝒔𝒓

𝒔𝟐. 𝒓

𝟔

= 𝟔√
𝟒𝑹

𝒔

𝟔

≥⏞
𝑴𝒊𝒕𝒓𝒊𝒏𝒐𝒗𝒊𝒄𝒊

 

≥ 𝟔√
𝟒

𝒔
.
𝟐𝒔

𝟑√𝟑

𝟔

= 𝟔√(
𝟐𝟑

√𝟐𝟕
)

𝟔

= 𝟔√
𝟐

√𝟑
= 𝟐√𝟏𝟎𝟖

𝟒
 

 
𝑬𝒒𝒖𝒂𝒍𝒊𝒕𝒚  𝒉𝒐𝒍𝒅𝒔  𝒇𝒐𝒓 ∶    𝒂 = 𝒃 = 𝒄 
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4290. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝒂 𝐜𝐨𝐭
𝑨
𝟐

𝒉𝒂
+
𝒃𝐜𝐨𝐭

𝑩
𝟐

𝒉𝒃
+
𝒄 𝐜𝐨𝐭

𝑪
𝟐

𝒉𝒄
≥ 𝟔 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝒂𝐜𝐨𝐭
𝑨
𝟐

𝒉𝒂
+
𝒃 𝐜𝐨𝐭

𝑩
𝟐

𝒉𝒃
+
𝒄𝐜𝐨𝐭

𝑪
𝟐

𝒉𝒄
=∑

𝒂𝐜𝐨𝐭
𝑨
𝟐

𝒉𝒂
𝒄𝒚𝒄

=∑
𝒂

𝟐𝑭
𝒂 ⋅ 𝐭𝐚𝐧

𝑨
𝟐𝒄𝒚𝒄

=
𝟏

𝟐𝑭
∑

𝒂𝟐

𝐭𝐚𝐧
𝑨
𝟐𝒄𝒚𝒄

≥
𝑨𝑴−𝑮𝑴

 

≥
𝟏

𝟐𝑭
⋅ 𝟑√

(𝒂𝒃𝒄)𝟐

𝐭𝐚𝐧
𝑨
𝟐 𝐭𝐚𝐧

𝑩
𝟐 𝐭𝐚𝐧

𝑪
𝟐

𝟑
=
𝟑

𝟐𝑭 √
(𝟒𝑹𝒓𝒔)𝟐

𝒓
𝒔

𝟑
=
𝟑

𝟐𝑭
⋅ √
𝟏𝟔𝑹𝟐𝒓𝟐𝒔𝟐 ⋅ 𝒔

𝒓

𝟑

=
𝟑𝒔

𝟐𝑭
⋅ 𝟐√𝟐𝑹𝟐𝒓

𝟑
≥ 

≥
𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹 𝟔𝒔

𝟐𝒓𝒔
√𝟐 ⋅ (𝟐𝒓)𝟐 ⋅ 𝒓
𝟑

=
𝟑

𝒓
⋅ 𝟐𝒓 = 𝟔 

Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

4291. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝐬𝐢𝐧𝑨 𝐬𝐢𝐧𝑩 𝐬𝐢𝐧 𝑪 ≥
𝟑√𝟑𝒓𝟑

𝑹𝟑
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietnam  

Solution by Daniel Sitaru – Romania 

𝐬𝐢𝐧𝑨 𝐬𝐢𝐧𝑩 𝐬𝐢𝐧𝑪 =
𝒂

𝟐𝑹
⋅
𝒃

𝟐𝑹
⋅
𝒄

𝟐𝑹
=
𝒂𝒃𝒄

𝟖𝑹𝟑
≥
𝟑√𝟑𝒓𝟑

𝑹𝟑
 

⇔ 𝒂𝒃𝒄 ≥ 𝟐𝟒√𝟑𝒓𝟑⇔ 𝟒𝑹𝒓𝒔 ≥ 𝟐𝟒√𝟑𝒓𝟑⇔ 𝑹𝒔 ≥ 𝟔√𝟑𝒓𝟐   (to prove) 

𝑹𝒔 ≥
𝑬𝑼𝑳𝑬𝑹

𝟐𝒓 ⋅ 𝒔 ≥
𝑴𝑰𝑻𝑹𝑰𝑵𝑶𝑽𝑰𝑪

𝟐𝒓 ⋅ 𝟑√𝟑𝒓 = 𝟔√𝟑𝒓𝟐 

4292. In 𝚫𝑨𝑩𝑪 the following relationship holds: 

𝐜𝐨𝐬𝑨 𝐜𝐨𝐬𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪 ≤
𝒓

𝟒𝑹
 

Proposed by Nguyen Hung Cuong – Vietanam  
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Solution by Daniel Sitaru – Romania  

𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩𝐜𝐨𝐬𝑪 =
𝒔𝟐 − (𝟐𝑹+ 𝒓)𝟐

𝟒𝑹𝟐
≤
𝒓

𝟒𝑹
⇔ 

⇔ 𝒔𝟐 − (𝟒𝑹𝟐 + 𝟒𝑹𝒓 + 𝒓𝟐) ≤ 𝑹𝒓 

𝒔𝟐 ≤ 𝟒𝑹𝟐 + 𝟒𝑹𝒓 + 𝒓𝟐 + 𝑹𝒓 = 𝟒𝑹𝟐 + 𝟓𝑹𝒓 + 𝒓𝟐 

𝒔𝟐 ≤
𝑮𝑬𝑹𝑹𝑬𝑻𝑺𝑬𝑵

𝟒𝑹𝟐 + 𝟒𝑹𝒓 + 𝟑𝒓𝟐 ≤ 𝟒𝑹𝟐 + 𝟓𝑹𝒓 + 𝒓𝟐 ⇔ 𝟐𝒓𝟐 ≤ 𝑹𝒓 ⇔ 𝑹 ≥ 𝟐𝒓     (Euler) 

Equality holds for 𝑨 = 𝑩 = 𝑪. 

4293. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐀
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝐁
𝟐

+
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐁
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝐂
𝟐

+ 

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐂
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝐀
𝟐

≥ 𝟒 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐖𝐞 𝐬𝐡𝒂𝒍𝒍 𝐟𝐢𝐫𝐬𝐭 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐬𝟐 ((𝐬𝟐 − 𝟖𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐)𝟐 + (𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟐 + (𝐬𝟐 − 𝟖𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐)(𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐))

(𝐬𝟐 − 𝟖𝐑𝐫 − 𝟐𝐫𝟐)𝐫𝟐((𝟒𝐑+ 𝐫)𝟐 − 𝟐𝐬𝟐) + 𝐫𝟐𝐬(𝐬𝟑 − 𝟏𝟐𝐑𝐫𝐬) + (𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐)𝟑 − 𝟏𝟐𝐑𝐫𝟑𝐬𝟐 +

𝟐𝐫𝟐𝐬𝟐(𝟒𝐑𝐫 + 𝐫𝟐) − 𝟔𝐫𝟒𝐬𝟐

≥
?
⏟
(∗)

𝟗 

⇔ 𝐬𝟔 − (𝟏𝟐𝐑𝐫 − 𝟔𝐫𝟐)𝐬𝟒 − 𝐫𝟐(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐𝐬𝟐 + 𝟗𝐫𝟑(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 ∵ 

𝐏 = (𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟑 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐋𝐇𝐒① ≥
?
𝐏 

 

⇔ (𝟑𝟔𝐑 − 𝟗𝐫)𝐬𝟒 − 𝐫(𝟖𝟔𝟒𝐑𝟐 − 𝟒𝟑𝟐𝐑𝐫 + 𝟖𝟏𝐫𝟐)𝐬𝟐 + 

𝟒𝐫𝟐(𝟏𝟏𝟔𝟖𝐑𝟑 − 𝟖𝟓𝟐𝐑𝟐𝐫 + 𝟑𝟐𝟕𝐑𝐫𝟐 − 𝟐𝟗𝐫𝟑) ≥
?
⏟
②

𝟎 

𝒂𝐧𝐝 ∵ (𝟑𝟔𝐑− 𝟗𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ②, 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 
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𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② ≥
?
(𝟑𝟔𝐑 − 𝟗𝐫)(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐⇔ (𝟐𝟖𝟖𝐑𝟐 − 𝟐𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟗𝐫𝟐)𝐬𝟐 

≥
?
⏟
③

𝐫(𝟒𝟓𝟒𝟒𝐑𝟑 − 𝟒𝟔𝟓𝟔𝐑𝟐𝐫 + 𝟏𝟎𝟑𝟐𝐑𝐫𝟐 − 𝟏𝟎𝟗𝐫𝟑) 

𝐅𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

(𝟐𝟖𝟖𝐑𝟐 − 𝟐𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟗𝐫𝟐)(𝟏𝟔𝐑𝐫 − 𝟓𝐫𝟐) ≥
?
𝐑𝐇𝐒 𝐨𝐟 ③ 

⇔ 𝟒𝐭𝟑 − 𝟏𝟓𝐭𝟐 + 𝟏𝟐𝐭 + 𝟒 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) ⇔ (𝐭 − 𝟐)𝟐(𝟒𝐭 + 𝟏) ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥

𝐄𝐮𝐥𝐞𝐫
𝟐 

⇒③⇒②⇒①⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞  𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰, 𝐬𝐢𝐧𝐜𝐞 𝟏 ≥
𝐉𝐞𝐧𝐬𝐞𝐧 𝟒

𝟗
(∑𝐬𝐢𝐧

𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

 

∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ ∑
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐁
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝐂
𝟐𝐜𝐲𝐜

≥
?
𝟒, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(∑𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

.∑
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐁
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝟐 𝐂
𝟐𝐜𝐲𝐜

≥
?
𝟗 

⇔ (∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

.∑
(𝐳𝟐 + 𝐳𝒙 + 𝒙𝟐)(𝒙𝟐 + 𝒙𝐲 + 𝐲𝟐)

(𝒙𝟐 + 𝒙𝐲 + 𝐲𝟐)(𝐲𝟐 + 𝐲𝐳 + 𝐳𝟐)(𝐳𝟐 + 𝐳𝒙 + 𝒙𝟐)
𝐜𝐲𝐜

≥
?
𝟗 (

𝒙 = 𝐬𝐢𝐧
𝐀

𝟐
, 𝐲 = 𝐬𝐢𝐧

𝐁

𝟐
,

𝐳 = 𝐬𝐢𝐧
𝐂

𝟐

) 

⇔ (∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

.
(∑ 𝒙𝟐𝐜𝐲𝐜 )

𝟐
+ (∑ 𝒙𝐲𝐜𝐲𝐜 )

𝟐
+ (∑ 𝒙𝟐𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝒙𝐲𝐜𝐲𝐜 )

(
(∑ 𝒙𝟐𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝒙𝟐𝐲𝟐𝐜𝐲𝐜 ) + 𝒙𝐲𝐳(∑ 𝒙𝟑𝐜𝐲𝐜 ) + ∑ 𝒙𝟑𝐲𝟑𝐜𝐲𝐜 +

𝟐𝒙𝐲𝐳(∑ 𝒙𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝒙𝐲𝐜𝐲𝐜 ) − 𝟔𝒙𝟐𝐲𝟐𝐳𝟐
)

≥
?
⏟
(⦁)

𝟗 

𝐀𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧𝐢𝐧𝐠 𝐲 + 𝐳 = 𝐗, 𝐳 + 𝒙 = 𝐘, 𝒙 + 𝐲 = 𝐙 ⇒ 𝐗 + 𝐘 − 𝐙 = 𝟐𝐳 > 0, 𝑌 + 𝑍 − 𝑋 = 2𝒙 

> 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐙 + 𝐗 − 𝐘 = 𝟐𝐲 > 0 ⇒ 𝑋,𝑌, 𝑍 𝑓𝑜𝑟𝑚 𝑠𝑖𝑑𝑒𝑠 𝑜𝑓 𝑎 𝐭𝐫𝐢𝒂𝐧𝐠𝐥𝐞 ⇒ 𝐗 + 𝐘 > 𝑍, 

𝐘 + 𝐙 > 𝑋, 𝑍 + 𝑋 > 𝑌 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟, 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑚𝑟𝑎𝐝𝐢𝐮𝐬 & 𝐢𝐧𝐫𝒂𝐝𝐢𝐮𝐬 = 𝐬′, 𝐑, 𝐫′ (𝐬𝒂𝐲) 

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ ∑𝒙

𝐜𝐲𝐜

= 𝐬′, 𝒙𝐲𝐳 = 𝐫′𝟐𝐬′∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

= 𝟒𝐑′𝐫′ + 𝐫′𝟐,∑𝒙𝟐

𝐜𝐲𝐜

= 𝐬′𝟐 − 𝟖𝐑′𝐫′ − 𝟐𝐫′𝟐, 

∑𝒙𝟑

𝐜𝐲𝐜

= 𝐬′𝟑 − 𝟏𝟐𝐑′𝐫′𝐬′,∑𝒙𝟐𝐲𝟐

𝐜𝐲𝐜

= 𝐫′𝟐((𝟒𝐑′ + 𝐫′)𝟐 − 𝟐𝐬′𝟐) 𝒂𝐧𝐝  

∑𝒙𝟑𝐲𝟑

𝐜𝐲𝐜

= (𝟒𝐑′𝐫′ + 𝐫′𝟐)𝟑 − 𝟏𝟐𝐑′𝐫′𝟑𝐬′𝟐 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, (⦁) ⇔ 
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𝐬′𝟐 ((𝐬′𝟐 − 𝟖𝐑′𝐫′ − 𝟐𝐫′𝟐)𝟐 + (𝟒𝐑′𝐫′ + 𝐫′𝟐)𝟐 + (𝐬′𝟐 − 𝟖𝐑′𝐫′ − 𝟐𝐫′𝟐)(𝟒𝐑′𝐫′ + 𝐫′𝟐))

(𝐬′𝟐 − 𝟖𝐑′𝐫′ − 𝟐𝐫′𝟐)𝐫′𝟐((𝟒𝐑′ + 𝐫′)𝟐 − 𝟐𝐬′𝟐) + 𝐫′𝟐𝐬′(𝐬′
𝟑−𝟏𝟐𝐑′𝐫′𝐬′) +

(𝟒𝐑′𝐫′ + 𝐫′𝟐)𝟑 − 𝟏𝟐𝐑′𝐫′𝟑𝐬′𝟐 + 𝟐𝐫′𝟐𝐬′𝟐(𝟒𝐑′𝐫′ + 𝐫′𝟐) − 𝟔𝐫′𝟒𝐬′𝟐

≥
?
𝟗 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 (∗) ⇒ (⦁) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞  𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐀
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝟐 𝐁
𝟐

+
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐁
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝐁
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝟐 𝐂
𝟐

+ 

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝐂
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝐂
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝐀
𝟐 + 𝐬𝐢𝐧

𝟐𝐀
𝟐

≥ 𝟒 ∀ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

4294.   𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐫𝒂
𝟑

𝐫𝐛
𝟐 − 𝐫𝐛𝐫𝐜 + 𝐫𝐜

𝟐
+

𝐫𝐛
𝟑

𝐫𝐜
𝟐 − 𝐫𝐜𝐫𝒂 + 𝐫𝒂

𝟐 +
𝐫𝐜
𝟑

𝐫𝒂
𝟐 − 𝐫𝒂𝐫𝐛 + 𝐫𝐛

𝟐 ≥ 𝟗𝐫 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
𝐫𝒂
𝟑

𝐫𝐛
𝟐 − 𝐫𝐛𝐫𝐜 + 𝐫𝐜𝟐𝐜𝐲𝐜

=∑
𝐫𝒂
𝟒

𝐫𝒂𝐫𝐛
𝟐 − 𝐫𝒂𝐫𝐛𝐫𝐜 + 𝐫𝐜𝟐𝐫𝒂𝐜𝐲𝐜

≥
𝐁𝐞𝐫𝐠𝐬𝐭𝐫𝐨𝐦

 

(∑ 𝐫𝒂
𝟐

𝐜𝐲𝐜 )
𝟐

(∑ 𝐫𝒂𝐜𝐲𝐜 )(∑ 𝐫𝒂𝐫𝐛𝐜𝐲𝐜 ) − 𝟔𝐫𝒂𝐫𝐛𝐫𝐜
=
((𝟒𝐑 + 𝐫)𝟐 − 𝟐𝐬𝟐)𝟐

(𝟒𝐑 + 𝐫)𝐬𝟐 − 𝟔𝐫𝐬𝟐
≥
?
𝟗𝐫 

⇔ (𝟒𝐑 + 𝐫)𝟒 + 𝟒𝐬𝟒 − (𝟔𝟒𝐑𝟐 + 𝟔𝟖𝐑𝐫 − 𝟒𝟏𝐫𝟐)𝐬𝟐 ≥
?
⏟
(∗)

𝟎 

∵ 𝟒(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ≥
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

𝟎 ∴ 𝐢𝐧 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 (∗), 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 (∗) ≥
?
𝟒(𝐬𝟐 − 𝟏𝟔𝐑𝐫 + 𝟓𝐫𝟐)𝟐 ⇔ 

𝟐𝟓𝟔𝐑𝟒 + 𝟐𝟓𝟔𝐑𝟑𝐫 − 𝟗𝟐𝟖𝐑𝟐𝐫𝟐 + 𝟔𝟓𝟔𝐑𝐫𝟑 − 𝟗𝟗𝐫𝟒 ≥
?
⏟
(∗∗)

(𝟔𝟒𝐑𝟐 − 𝟔𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)𝐬𝟐 

𝐅𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, (𝟔𝟒𝐑𝟐 − 𝟔𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)𝐬𝟐 ≤
𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧

(𝟔𝟒𝐑𝟐 − 𝟔𝟎𝐑𝐫 − 𝐫𝟐)(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐) ≤
?

 

𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 (∗∗) ⇔ 𝟐𝟎𝐭𝟑 − 𝟕𝟑𝐭𝟐 + 𝟕𝟎𝐭 − 𝟖 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) ⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟎𝐭𝟐 − 𝟑𝟑𝐭 + 𝟒) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟐 ⇒ (∗∗) ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴
𝐫𝒂
𝟑

𝐫𝐛
𝟐 − 𝐫𝐛𝐫𝐜 + 𝐫𝐜𝟐

+
𝐫𝐛
𝟑

𝐫𝐜𝟐 − 𝐫𝐜𝐫𝒂 + 𝐫𝒂𝟐
+

𝐫𝐜
𝟑

𝐫𝒂𝟐 − 𝐫𝒂𝐫𝐛 + 𝐫𝐛
𝟐 ≥ 𝟗𝐫 ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 



 
www.ssmrmh.ro 

96 RMM-TRIANGLE MARATHON 4201-4300 

 

 

4295. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐭𝒂𝐧
𝐀
𝟐

(𝐭𝒂𝐧
𝐀
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐁
𝟐
) (𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐂
𝟐
)
+

𝐭𝒂𝐧
𝐁
𝟐

(𝐭𝒂𝐧
𝐁
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐂
𝟐
) (𝐭𝒂𝐧

𝐁
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐
)
+  

+
𝐭𝒂𝐧

𝐂
𝟐

(𝐭𝒂𝐧
𝐂
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐
) (𝐭𝒂𝐧

𝐂
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐁
𝟐
)
≥

𝟓𝟒

(
𝒂
𝐫𝒂
+
𝐛
𝐫𝐛
+
𝐜
𝐫𝐜
)
𝟑 

  Proposed by Zaza Mzhavanadze-Georgia 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
𝒂

𝐫𝒂
𝐜𝐲𝐜

=∑
𝟒𝐑𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝟐𝐀
𝟐

𝐬 𝐭𝒂𝐧
𝐀
𝟐𝐜𝐲𝐜

=
𝟒𝐑

𝐬
.
𝟒𝐑 + 𝐫

𝟐𝐑
 

∴ (∑
𝒂

𝐫𝒂
𝐜𝐲𝐜

)

𝟑

.∑
𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐

(𝐭𝒂𝐧
𝐀
𝟐 + 𝐭𝒂𝐧

𝐁
𝟐) (𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐 + 𝐭𝒂𝐧

𝐂
𝟐)𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟖(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑

𝐬𝟑
. 𝐬∑

𝐫𝒂(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)

(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛)(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜)(𝐫𝐜 + 𝐫𝒂)
𝐜𝐲𝐜

=
𝟖(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑

𝐬𝟐
.

𝟐𝐬𝟐

∏ (𝟒𝐑𝐜𝐨𝐬𝟐
𝐀
𝟐)𝐜𝐲𝐜

 

=
𝟏𝟔(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑

𝟔𝟒𝐑𝟑.
𝐬𝟐

𝟏𝟔𝐑𝟐

=
𝟒(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑

𝐑𝐬𝟐
≥

𝐆𝐞𝐫𝐫𝐞𝐭𝐬𝐞𝐧 𝟒(𝟒𝐑 + 𝐫)𝟑

𝐑(𝟒𝐑𝟐 + 𝟒𝐑𝐫 + 𝟑𝐫𝟐)
≥
?
𝟓𝟒 

⇔ 𝟐𝟎𝐭𝟑 − 𝟏𝟐𝐭𝟐 − 𝟓𝟕𝐭 + 𝟐 ≥
?
𝟎 (𝐭 =

𝐑

𝐫
) ⇔ (𝐭 − 𝟐)(𝟐𝟎𝐭𝟐 + 𝟐𝟖𝐭 − 𝟏) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐭 ≥
𝐄𝐮𝒍𝐞𝐫

𝟐 ∴∑
𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐

(𝐭𝒂𝐧
𝐀
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐁
𝟐
) (𝐭𝒂𝐧

𝐀
𝟐
+ 𝐭𝒂𝐧

𝐂
𝟐
)𝐜𝐲𝐜

≥
𝟓𝟒

(
𝒂
𝐫𝒂
+
𝐛
𝐫𝐛
+
𝐜
𝐫𝐜
)
𝟑  ∀ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
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4296. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝐑

𝟐𝐫
. (𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜) ≥

𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐫𝒂

+
𝒈𝐜𝒈𝒂
𝐫𝐛

+
𝒈𝒂𝒈𝐛
𝐫𝐜

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 

𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐮𝐫𝐭𝐡𝐞𝐫𝐦𝐨𝐫𝐞,𝐰𝐞 𝐝𝐞𝐧𝐨𝐭𝐞 ∶
𝐲 + 𝐳

𝒙
= 𝐦 𝒂𝐧𝐝 

𝐲𝐳

𝒙𝟐
= 𝐧 

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐞𝐭 ′′𝐒′′ 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ∶ 𝐲𝟐 + 𝐳𝟐 = 𝒙𝟐(𝐦𝟐 − 𝟐𝐧), 

𝐲𝟑 + 𝐳𝟑 = 𝒙𝟑(𝐦𝟑 − 𝟑𝐧𝐧), 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰,𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤
?
𝐫𝒂𝐰𝒂 ⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

 

((𝐬 − 𝐛)𝟐 +
𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐛
)((𝐬 − 𝐜)𝟐 +

𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐜
) ≤

?
 

𝐬(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐬 − 𝒂
.
𝟒𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
. 𝐬(𝐬 − 𝒂) 

⇔ 𝟒(𝐳 + 𝒙)𝟐(𝒙 + 𝐲)𝟐(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
(𝟒𝐳𝒙 + 𝒙𝐲 + 𝐲𝐳)(𝟒𝒙𝐲 + 𝐳𝒙 + 𝐲𝐳)(𝟐𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 

⇔ 𝟒𝒙𝟔 + 𝟏𝟔𝒙𝟓(𝐲 + 𝐳) + 𝟖𝒙𝟒(𝐲𝟐 + 𝐳𝟐) − 𝟏𝟐𝒙𝟒. 𝐲𝐳 − 𝟑𝟐𝒙𝟑. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳) − 

𝟓𝒙𝟐. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳)𝟐 + 𝟑𝒙. 𝐲𝐳(𝐲𝟑 + 𝐳𝟑) + 𝟏𝟑𝒙. 𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳) + 𝟑𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 

𝐬𝐞𝐭 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ′′𝐒′′, 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

(𝟑𝐦𝟐 + 𝟒𝐦)⏞        
𝛀𝟏

𝐧𝟐 + (𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦− 𝟐𝟖)⏞                  
𝛀𝟐

𝐧 + (𝟖𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦 + 𝟒)⏞            
𝛀𝟑

+ ≥
?
⏟
②

𝟎  

𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦 − 𝟐𝟖 = (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) + 𝟔𝟐 < 0 

⇒ (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) < −62 < 0 ⇒ 𝐦 < 5 → (𝐢) 

𝐍𝐨𝐰, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 𝐢𝐬 𝒂 𝐪𝐮𝒂𝐝𝐫𝒂𝐭𝐢𝐜 𝐩𝐨𝒍𝐲𝐧𝐨𝐦𝐢𝒂𝒍 𝐢𝐧 ′′𝐧′′ 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐝𝐢𝐬𝐜𝐫𝐢𝐦𝐢𝐧𝒂𝐧𝐭, 𝛅 = 

𝛔𝟐
𝟐 − 𝟒𝛔𝟏𝛔𝟑 = (𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 ≤ 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝛅 ≤ 𝟎 ⇒② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 > 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦 + 𝟏𝟗𝟔 

= (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟏𝟒

𝟑
> 0 

⇒ (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) >

𝟏𝟒

𝟑
> 0 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐦 ≤

𝐯𝐢𝒂 (𝐢)

𝟓 

⇒ 𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
< 0 ∴ 𝐦 <

𝟕

𝟑
→ (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛅 > 0, 
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𝐭𝐡𝐞𝐧 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟐𝛀𝟏. 𝐧 ≤
?
−𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐧 ≤

𝐀𝐌−𝐆𝐌 𝐦𝟐

𝟒
 

∴ 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝛀𝟏.
𝐦𝟐

𝟐
≤
?
− 𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ −(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦 − 𝟏𝟒) ≥

?
𝟐.√𝛅 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒 = (𝐦+
𝟓

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟕

𝟑
<

𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢)

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(𝐦 + 𝟐)𝟒(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒)𝟐 ≥
?
𝟒(𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 

⇔ 𝐦(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝐦 − 𝟐)𝟐(𝟑𝐦+ 𝟒)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦+ 𝟒) ≥
?
𝟎  

∴ 𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤ 𝐫𝒂𝐰𝒂 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 → (∗) 𝒂𝒏𝒅 𝐧𝐨𝐰, (𝐛 + 𝐜)𝟐 ≥
?
𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
 

= 𝟖𝐫(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) = 𝟖𝐫
𝟐𝐬 (

𝟏

𝐬 − 𝐛
+

𝟏

𝐬 − 𝐜
) = 𝟖(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜).

𝒂

(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
 

= 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜 − 𝒂) ⇔ (𝐛 + 𝐜)𝟐 + 𝟒𝒂𝟐 − 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐛 + 𝐜 − 𝟐𝒂)𝟐 ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ 𝐛 + 𝐜 ≥ √𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬
𝐀

𝟐
 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 → (∗∗) ⇒

𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐫𝒂

≤
𝐯𝐢𝒂 (∗) 𝐫𝒂𝐰𝒂

𝐫𝒂
= 𝐡𝒂.

𝐰𝒂
𝐡𝒂

 

= 𝐡𝒂.
𝟐𝐑. 𝟐𝐛𝐜. 𝐜𝐨𝐬

𝐀
𝟐

(𝐛 + 𝐜)𝐛𝐜
≤

𝐯𝐢𝒂 (∗∗)

𝐡𝒂.
𝟒𝐑. 𝐜𝐨𝐬

𝐀
𝟐

√𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬
𝐀
𝟐

= 𝐡𝒂. √
𝐑

𝟐𝐫
 

∴
𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐫𝒂

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. 𝐡𝒂 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒏𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 ⇒

𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐫𝒂

+
𝒈𝐜𝒈𝒂
𝐫𝐛

+
𝒈𝒂𝒈𝐛
𝐫𝐜

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝐡𝒂 + 𝐡𝐛 + 𝐡𝐜)  

∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4297. 𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

√
𝐑

𝟐𝐫
. (𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) ≥

𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐡𝒂

+
𝒈𝐜𝒈𝒂
𝐡𝐛

+
𝒈𝒂𝒈𝐛
𝐡𝐜

 

  Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 

𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐮𝐫𝐭𝐡𝐞𝐫𝐦𝐨𝐫𝐞,𝐰𝐞 𝐝𝐞𝐧𝐨𝐭𝐞 ∶
𝐲 + 𝐳

𝒙
= 𝐦 𝒂𝐧𝐝 

𝐲𝐳

𝒙𝟐
= 𝐧 

𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧,𝐰𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐞𝐭 ′′𝐒′′ 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ∶ 𝐲𝟐 + 𝐳𝟐 = 𝒙𝟐(𝐦𝟐 − 𝟐𝐧), 

𝐲𝟑 + 𝐳𝟑 = 𝒙𝟑(𝐦𝟑 − 𝟑𝐧𝐧), 𝒂𝐧𝐝 𝐧𝐨𝐰,𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤
?
𝐫𝒂𝐰𝒂 ⇔

𝐬𝐪𝐮𝒂𝐫𝐢𝐧𝐠

𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 𝐁𝐨𝐠𝐝𝒂𝐧 𝐅𝐮𝐬𝐭𝐞𝐢

 

((𝐬 − 𝐛)𝟐 +
𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐛
)((𝐬 − 𝐜)𝟐 +

𝟒(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐜
) ≤

?
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𝐬(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)

𝐬 − 𝒂
.
𝟒𝐛𝐜

(𝐛 + 𝐜)𝟐
. 𝐬(𝐬 − 𝒂) 

⇔ 𝟒(𝐳 + 𝒙)𝟐(𝒙 + 𝐲)𝟐(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
(𝟒𝐳𝒙 + 𝒙𝐲 + 𝐲𝐳)(𝟒𝒙𝐲 + 𝐳𝒙 + 𝐲𝐳)(𝟐𝒙 + 𝐲 + 𝐳)𝟐 

⇔ 𝟒𝒙𝟔 + 𝟏𝟔𝒙𝟓(𝐲 + 𝐳) + 𝟖𝒙𝟒(𝐲𝟐 + 𝐳𝟐) − 𝟏𝟐𝒙𝟒. 𝐲𝐳 − 𝟑𝟐𝒙𝟑. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳) − 

𝟓𝒙𝟐. 𝐲𝐳(𝐲 + 𝐳)𝟐 + 𝟑𝒙. 𝐲𝐳(𝐲𝟑 + 𝐳𝟑) + 𝟏𝟑𝒙. 𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳) + 𝟑𝐲𝟐𝐳𝟐(𝐲 + 𝐳)𝟐 ≥
?
⏟
①

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐯𝐢𝒂 

𝐬𝐞𝐭 𝐨𝐟 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ′′𝐒′′, 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ①, 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞, 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐬𝐢𝐦𝐩𝒍𝐢𝐟𝐢𝐜𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

(𝟑𝐦𝟐 + 𝟒𝐦)⏞        
𝛀𝟏

𝐧𝟐 + (𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦− 𝟐𝟖)⏞                  
𝛀𝟐

𝐧 + (𝟖𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦 + 𝟒)⏞            
𝛀𝟑

+ ≥
?
⏟
②

𝟎  

𝒂𝐧𝐝 𝐢𝐭′𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛀𝟐 < 0, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟑𝐦𝟑 − 𝟓𝐦𝟐 − 𝟑𝟐𝐦 − 𝟐𝟖 = (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) + 𝟔𝟐 < 0 

⇒ (𝐦− 𝟓)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟎𝐦+ 𝟏𝟖) < −62 < 0 ⇒ 𝐦 < 5 → (𝐢) 

𝐍𝐨𝐰, 𝐋𝐇𝐒 𝐨𝐟 ② 𝐢𝐬 𝒂 𝐪𝐮𝒂𝐝𝐫𝒂𝐭𝐢𝐜 𝐩𝐨𝒍𝐲𝐧𝐨𝐦𝐢𝒂𝒍 𝐢𝐧 ′′𝐧′′ 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐝𝐢𝐬𝐜𝐫𝐢𝐦𝐢𝐧𝒂𝐧𝐭, 𝛅 = 

𝛔𝟐
𝟐 − 𝟒𝛔𝟏𝛔𝟑 = (𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 

𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 ≤ 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 𝛅 ≤ 𝟎 ⇒② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐢𝐯𝐢𝒂𝒍𝒍𝐲 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝒂𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 
𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔 > 𝟎, 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦 + 𝟏𝟗𝟔 

= (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟏𝟒

𝟑
> 0 

⇒ (𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) >

𝟏𝟒

𝟑
> 0 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐦 ≤

𝐯𝐢𝒂 (𝐢)

𝟓 

⇒ 𝟑𝐦(𝐦− 𝟓) − 𝟑𝐦−
𝟖𝟔

𝟑
< 0 ∴ 𝐦 <

𝟕

𝟑
→ (𝐢𝐢) 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,𝐰𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝛅 > 0, 

𝐭𝐡𝐞𝐧 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝟐𝛀𝟏. 𝐧 ≤
?
−𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐧 ≤

𝐀𝐌−𝐆𝐌 𝐦𝟐

𝟒
 

∴ 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝛀𝟏.
𝐦𝟐

𝟐
≤
?
− 𝛀𝟐 − √𝛅 ⇔ −(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦 − 𝟏𝟒) ≥

?
𝟐.√𝛅 

𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒 = (𝐦+
𝟓

𝟑
) (𝟑𝐦− 𝟕) −

𝟕

𝟑
<

𝐯𝐢𝒂 (𝐢𝐢)

𝟎 ∴ 𝐢𝐭 𝐬𝐮𝐟𝐟𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐭𝐨 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 

(𝐦 + 𝟐)𝟒(𝟑𝐦𝟐 − 𝟐𝐦− 𝟏𝟒)𝟐 ≥
?
𝟒(𝐦+ 𝟏)(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝟗𝐦𝟑 − 𝟕𝟓𝐦𝟐 + 𝟒𝟎𝐦+ 𝟏𝟗𝟔) 

⇔ 𝐦(𝐦+ 𝟐)𝟐(𝐦 − 𝟐)𝟐(𝟑𝐦+ 𝟒)(𝟑𝐦𝟐 + 𝟏𝟔𝐦+ 𝟒) ≥
?
𝟎  

∴ 𝒈𝐛𝒈𝐜 ≤ 𝐫𝒂𝐰𝒂 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 → (∗) 𝒂𝒏𝒅 𝐧𝐨𝐰, (𝐛 + 𝐜)𝟐 ≥
?
𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝐀

𝟐
 

= 𝟖𝐫(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) = 𝟖𝐫
𝟐𝐬 (

𝟏

𝐬 − 𝐛
+

𝟏

𝐬 − 𝐜
) = 𝟖(𝐬 − 𝒂)(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜).

𝒂

(𝐬 − 𝐛)(𝐬 − 𝐜)
 

= 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜 − 𝒂) ⇔ (𝐛 + 𝐜)𝟐 + 𝟒𝒂𝟐 − 𝟒𝒂(𝐛 + 𝐜) ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐛 + 𝐜 − 𝟐𝒂)𝟐 ≥

?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 

∴ 𝐛 + 𝐜 ≥ √𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬
𝐀

𝟐
 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 → (∗∗) ⇒

𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐡𝒂

≤
𝐯𝐢𝒂 (∗) 𝐫𝒂𝐰𝒂

𝐡𝒂
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= 𝐫𝒂.
𝟐𝐑. 𝟐𝐛𝐜. 𝐜𝐨𝐬

𝐀
𝟐

(𝐛 + 𝐜)𝐛𝐜
≤

𝐯𝐢𝒂 (∗∗)

𝐫𝒂.
𝟒𝐑. 𝐜𝐨𝐬

𝐀
𝟐

√𝟑𝟐𝐑𝐫. 𝐜𝐨𝐬
𝐀
𝟐

= 𝐫𝒂. √
𝐑

𝟐𝐫
∴
𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐡𝒂

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. 𝐫𝒂 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝒏𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 

⇒
𝒈𝐛𝒈𝐜
𝐡𝒂

+
𝒈𝐜𝒈𝒂
𝐡𝐛

+
𝒈𝒂𝒈𝐛
𝐡𝐜

≤ √
𝐑

𝟐𝐫
. (𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜) ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂, 

′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
 

4298. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝟎 ≤ 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶ 

𝐝(𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 − 𝟐𝐦𝒂) + 𝐞(𝐫𝐜 + 𝐫𝒂 − 𝟐𝐦𝐛) + 𝐟(𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 − 𝟐𝐦𝐜) ≥ 𝟎 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐖𝐞 𝐬𝐡𝒂𝒍𝒍 𝐟𝐢𝐫𝐬𝐭 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 ∶ 𝐛(𝐬 − 𝐛) ≥
?
⏟
①

𝟐𝐫.𝐦𝐛 𝒂𝐧𝐝 𝐜(𝐬 − 𝐜) ≥
?
⏟
②

𝟐𝐫.𝐦𝐜;  

𝐰𝐡𝐞𝐧𝐞𝐯𝐞𝐫 ∶ 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜; 𝐋𝐞𝐭 𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐭𝐡𝐞𝐧 ∶ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 
𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝 𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 
𝐲 + 𝐳 ≥ 𝐳 + 𝒙 ≥ 𝒙 + 𝐲 ⇒ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨,𝐰𝐞 𝐜𝒂𝐧 𝒂𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 ∶ 

𝐲 = 𝒙 + 𝐠  𝒂𝐧𝐝 𝐳 = 𝒙 + 𝐠 + 𝐡  (𝐠, 𝐡 ≥ 𝟎) 

𝐀𝒍𝐬𝐨, 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟 ⇒ 𝐰𝐞 𝐜𝒂𝐧 𝒂𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 ∶ 𝐞 = 𝐝 +𝐦  𝒂𝐧𝐝 𝐟 = 𝐝 +𝐦+ 𝐧  (𝐦,𝐧 ≥ 𝟎) 

𝐍𝐨𝐰,①⇔ (𝐳 + 𝒙)𝟐𝐲𝟐 ≥
? 𝒙𝐲𝐳

𝒙 + 𝐲 + 𝐳
. (𝟒𝐲(𝒙 + 𝐲 + 𝐳) + (𝐳 − 𝒙)𝟐) 

⇔ (𝒙+ 𝐠 + 𝐡 + 𝒙)𝟐(𝒙 + 𝐠)(𝒙 + 𝒙 + 𝐠 + 𝒙 + 𝐠 + 𝐡) ≥
?

 
𝒙(𝒙 + 𝐠 + 𝐡)(𝟒(𝒙 + 𝐠)(𝒙 + 𝒙 + 𝐠 + 𝒙 + 𝐠 + 𝐡) + (𝐠 + 𝐡)𝟐) 

⇔ 𝟐𝐠𝟒 + 𝟓𝐠𝟑𝐡 + 𝟒𝐠𝟑𝒙 + 𝟒𝐠𝟐𝐡𝟐 + 𝟖𝐠𝟐𝐡𝒙 + 𝟐𝐠𝟐𝒙𝟐 + 𝐠𝐡𝟑 + 𝟒𝐠𝐡𝟐𝒙 + 𝟒𝐠𝐡𝒙𝟐 + 𝟐𝐡𝟐𝒙𝟐 

≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐠, 𝐡 ≥ 𝟎 ⇒ ① 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞  𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐠𝒂𝐢𝐧,② ⇔ 

(𝒙 + 𝐲)𝟐𝐳𝟐 ≥
? 𝒙𝐲𝐳

𝒙 + 𝐲 + 𝐳
. (𝟒𝐳(𝒙 + 𝐲 + 𝐳) + (𝒙 − 𝐲)𝟐) 

⇔ (𝒙+ 𝒙 + 𝐠)𝟐(𝒙 + 𝐠 + 𝐡)(𝒙 + 𝒙 + 𝐠 + 𝒙 + 𝐠 + 𝐡) ≥
?

 
𝒙(𝒙 + 𝐠)(𝟒(𝒙 + 𝐠 + 𝐡)(𝒙 + 𝒙 + 𝐠 + 𝒙 + 𝐠 + 𝐡) + 𝐠𝟐) 

⇔ 𝟐𝐠𝟒 + 𝟑𝐠𝟑𝐡 + 𝟒𝐠𝟑𝒙𝐠𝟐𝐡𝟐 + 𝟒𝐠𝟐𝐡𝒙 + 𝟐𝐠𝟐𝒙𝟐 ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐠, 𝐡 ≥ 𝟎 ⇒ ② 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞  

𝐖𝐞 𝐡𝒂𝐯𝐞 ∶ 𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 − 𝟐𝐦𝒂 =
𝐫𝐬. 𝒂(𝐬 − 𝒂)

𝐫𝟐𝐬
− 𝟐𝐦𝒂 =

𝒂(𝐬 − 𝒂) − 𝟐𝐫.𝐦𝒂

𝐫
 𝒂𝐧𝐝 𝒂𝐧𝒂𝒍𝐨𝐠𝐬 

∴ 𝐩𝐫𝐨𝐩𝐨𝐬𝐞𝐝 𝐢𝐧𝐞𝐪𝐮𝒂𝒍𝐢𝐭𝐲 𝐛𝐞𝐜𝐨𝐦𝐞𝐬 ∶ 𝐝(𝒂(𝐬 − 𝒂) − 𝟐𝐫.𝐦𝒂) + 

(𝐝 + 𝐦)(𝐛(𝐬 − 𝐛) − 𝟐𝐫.𝐦𝐛) + (𝐝 +𝐦+ 𝐧)(𝐜(𝐬 − 𝐜) − 𝟐𝐫.𝐦𝐜) ≥
?
𝟎 

⇔ 𝐝(𝒙(𝐲 + 𝐳) − 𝟐𝐫.𝐦𝒂) + (𝐝 +𝐦)(𝐲(𝐳 + 𝒙) − 𝟐𝐫.𝐦𝐛) + 
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(𝐝 +𝐦 + 𝐧)(𝐳(𝒙 + 𝐲) − 𝟐𝐫.𝐦𝐜) ≥
?
𝟎 

⇔ 𝟐𝐝(∑𝒙𝐲

𝐜𝐲𝐜

− 𝐫(∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

)) +𝐦(((𝒙𝐲 + 𝐲𝐳) − 𝟐𝐫.𝐦𝐛) + ((𝒙𝐳 + 𝐲𝐳) − 𝟐𝐫.𝐦𝐜)) 

+𝐧((𝒙𝐳 + 𝐲𝐳) − 𝟐𝐫.𝐦𝐜) ≥
?
𝟎 

⇔ 𝟐𝐝(𝐫(𝟒𝐑+ 𝐫) − 𝐫(∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

)) +𝐦((𝐛(𝐬 − 𝐛) − 𝟐𝐫.𝐦𝐛) + (𝐜(𝐬 − 𝐜) − 𝟐𝐫.𝐦𝐜)) 

+𝐧(𝐜(𝐬 − 𝐜) − 𝟐𝐫.𝐦𝐜) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 𝐯𝐢𝒂 ① 𝒂𝐧𝐝 ② 𝐜𝐨𝐦𝐛𝐢𝐧𝐞𝐝 𝐰𝐢𝐭𝐡 ∶ 

∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

≤ 𝟒𝐑 + 𝐫 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐝,𝐦,𝐧 ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝐝. (𝐫𝐛 + 𝐫𝐜 − 𝟐𝐦𝒂) + 𝐞. (𝐫𝐜 + 𝐫𝒂 − 𝟐𝐦𝐛) + 𝐟. (𝐫𝒂 + 𝐫𝐛 − 𝟐𝐦𝐜) ≥ 𝟎  
∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝟎 ≤ 𝐝 ≤ 𝐞 ≤ 𝐟, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

 

4299. 
𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩 𝐡𝐨𝒍𝐝𝐬 ∶

𝐝(𝟑𝐑𝐦𝒂 − 𝟐𝐫𝐛𝐫𝐜) + 𝐞(𝟑𝐑𝐦𝐛 − 𝟐𝐫𝐜𝐫𝒂) + 𝐟(𝟑𝐑𝐦𝐜 − 𝟐𝐫𝒂𝐫𝐛) ≥ 𝟎
 

 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐒𝐢𝐧𝐜𝐞 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎 ∴ 𝐰𝐞 𝐜𝒂𝐧 𝒂𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 ∶ 

𝐞 = 𝐟 + 𝐠  𝒂𝐧𝐝 𝐝 = 𝐟 + 𝐠 + 𝐡  (𝐠, 𝐡 ≥ 𝟎) & 𝑣𝐢𝒂 𝐬𝐮𝐜𝐡 𝐬𝐮𝐛𝐬𝐭𝐢𝐭𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬, 

𝐝. (𝟑𝐑𝐦𝒂 − 𝟐𝐫𝐛𝐫𝐜) + 𝐞. (𝟑𝐑𝐦𝐛 − 𝟐𝐫𝐜𝐫𝒂) + 𝐟. (𝟑𝐑𝐦𝐜 − 𝟐𝐫𝒂𝐫𝐛) ≥
?
𝟎 

⇔ 𝐟. (𝟑𝐑∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

− 𝟐𝐬∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

) + 𝐠. (𝟑𝐑(𝐦𝒂 +𝐦𝐛) − 𝟐𝐬((𝐬 − 𝒂) + (𝐬 − 𝐛))) + 

𝐡. (𝟑𝐑𝐦𝒂 − 𝟐𝐬(𝐬 − 𝒂)) ≥
?
⏟
(∗)

𝟎 

𝐅𝐢𝐫𝐬𝐭𝒍𝐲, 𝟑𝐑(𝐦𝒂 +𝐦𝐛) − 𝟐𝐬((𝐬 − 𝒂) + (𝐬 − 𝐛)) ≥
𝐓𝐞𝐫𝐞𝐬𝐡𝐢𝐧 𝟑(𝐛𝟐 + 𝟐𝐜𝟐 + 𝒂𝟐)

𝟒
− 𝟐𝐬𝐜 ≥

?
𝟎 

⇔ 𝟑((𝐳 + 𝒙)𝟐 + 𝟐(𝒙 + 𝐲)𝟐 + (𝐲 + 𝐳)𝟐) ≥
?
𝟖(𝒙 + 𝐲 + 𝐳)(𝒙 + 𝐲) 

(
𝒙 = 𝐬 − 𝒂, 𝐲 = 𝐬 − 𝐛, 𝐳 = 𝐬 − 𝐜 ⇒ 𝒂 = 𝐲 + 𝐳, 𝐛 = 𝐳 + 𝒙, 𝐜 = 𝒙 + 𝐲 𝒂𝐧𝐝

𝐬 = 𝒙 + 𝐲 + 𝐳
) 

⇔ 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙𝐲 − 𝟐𝐳𝒙 + 𝐲𝟐 − 𝟐𝐲𝐳 + 𝟔𝐳𝟐 ≥
?
𝟎 ⇔ (𝐲 − 𝐳)𝟐 + (𝐳 − 𝒙)𝟐 + 𝟒(𝐳𝟐 − 𝒙𝐲) ≥

?
𝟎 

→ 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐳𝟐 ≥
?
𝒙𝐲(∵ 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 ⇒ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙) 
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∴ 𝟑𝐑(𝐦𝒂 +𝐦𝐛) − 𝟐𝐬((𝐬 − 𝒂) + (𝐬 − 𝐛)) ≥
①

𝟎 

𝐍𝐨𝐰, (𝟑𝐑𝐦𝒂)
𝟐 ≥

𝐋𝐞𝐢𝐛𝐧𝐢𝐭𝐳
𝒂𝐧𝐝

𝐋𝒂𝐬𝐜𝐮 + 𝐀𝐌−𝐆𝐌
(∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

) 𝐬(𝐬 − 𝒂) ≥
?
𝟒𝐬𝟐(𝐬 − 𝒂)𝟐 

⇔ (𝐲 + 𝐳)𝟐 + (𝐳 + 𝒙)𝟐 + (𝒙 + 𝐲)𝟐 ≥
?
𝟒𝒙(𝒙 + 𝐲 + 𝐳) 

⇔ (𝐲𝟐 − 𝒙𝟐) + 𝐲(𝐳 − 𝒙) + 𝐳(𝐳 − 𝒙) ≥
?
𝟎 → 𝐭𝐫𝐮𝐞 ∵ 𝐳 ≥ 𝐲 ≥ 𝒙 

∴ 𝟑𝐑𝐦𝒂 − 𝟐𝐬(𝐬 − 𝒂) ≥
②

𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐟𝐢𝐧𝒂𝒍𝒍𝐲, 𝟑𝐑∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

− 𝟐𝐬∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

≥
𝐓𝐞𝐫𝐞𝐬𝐡𝐢𝐧

 

𝟑

𝟐
.∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

− 𝟐𝐬𝟐 = 𝟑∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

−(∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

≥ 𝟎 ∴ 𝟑𝐑∑𝐦𝒂

𝐜𝐲𝐜

− 𝟐𝐬∑(𝐬 − 𝒂)

𝐜𝐲𝐜

≥
③

𝟎 

∴ ①,② 𝒂𝐧𝐝 ③ 𝐜𝐨𝐦𝐛𝐢𝐧𝐞𝐝 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝐟, 𝐠, 𝐡 ≥ 𝟎 ⇒ (∗) 𝐢𝐬 𝐭𝐫𝐮𝐞 
∴ 𝐝. (𝟑𝐑𝐦𝒂 − 𝟐𝐫𝐛𝐫𝐜) + 𝐞. (𝟑𝐑𝐦𝐛 − 𝟐𝐫𝐜𝐫𝒂) + 𝐟. (𝟑𝐑𝐦𝐜 − 𝟐𝐫𝒂𝐫𝐛) ≥ 𝟎 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 

𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 

4300. 

𝐈𝐧 𝒂𝐧𝐲 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎, 𝐭𝐡𝐞 𝐟𝐨𝒍𝒍𝐨𝐰𝐢𝐧𝐠 𝐫𝐞𝒍𝒂𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬𝐡𝐢𝐩𝐬 𝐡𝐨𝒍𝐝 ∶

𝐝(𝐡𝐛𝐡𝐜 − 𝟑𝐫𝐡𝒂) + 𝐞(𝐡𝐜𝐡𝒂 − 𝟑𝐫𝐡𝐛) + 𝐟(𝐡𝒂𝐡𝐛 − 𝟑𝐫𝐡𝐜) ≥ 𝟎

𝐟(𝟑𝐫𝐦𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞(𝟑𝐫𝐦𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐝(𝟑𝐫𝐦𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥ 𝟎
 

  Proposed by Dang Ngoc Minh-Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

𝐒𝐢𝐧𝐜𝐞 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜, ∴ 𝐡𝐛𝐡𝐜 ≥ 𝐡𝐜𝐡𝒂 ≥ 𝐡𝒂𝐡𝐛 𝒂𝐧𝐝 − 𝟑𝐫𝐡𝒂 ≥ −𝟑𝐫𝐡𝐛 ≥ −𝟑𝐫𝐡𝐜 
∴ 𝐡𝐛𝐡𝐜 − 𝟑𝐫𝐡𝒂 ≥ 𝐡𝐜𝐡𝒂 − 𝟑𝐫𝐡𝐛 ≥ 𝐡𝒂𝐡𝐛 − 𝟑𝐫𝐡𝐜 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎 

∴ 𝐝. (𝐡𝐛𝐡𝐜 − 𝟑𝐫𝐡𝒂) + 𝐞. (𝐡𝐜𝐡𝒂 − 𝟑𝐫𝐡𝐛) + 𝐟. (𝐡𝒂𝐡𝐛 − 𝟑𝐫𝐡𝐜) ≥
𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯

 

𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟)(∑(𝐡𝐛𝐡𝐜 − 𝟑𝐫𝐡𝒂)

𝐜𝐲𝐜

) =
𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟)(

𝟐𝐫𝐬𝟐

𝐑
−
𝟑𝐫

𝟐𝐑
.∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

) 

=
𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟) (

𝐫

𝟐𝐑
)((∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

− 𝟑∑𝒂𝐛

𝐜𝐲𝐜

) ≥ 𝟎 

(∵ 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎 ⇒ 𝐝 + 𝐞 + 𝐟 ≥ 𝟎) 
∴ 𝐝. (𝐡𝐛𝐡𝐜 − 𝟑𝐫𝐡𝒂) + 𝐞. (𝐡𝐜𝐡𝒂 − 𝟑𝐫𝐡𝐛) + 𝐟. (𝐡𝒂𝐡𝐛 − 𝟑𝐫𝐡𝐜) ≥ 𝟎 

𝐀𝐠𝒂𝐢𝐧, 𝐒𝐢𝐧𝐜𝐞 𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜, ∴ −𝐡𝐛𝐡𝐜 ≤ −𝐡𝐜𝐡𝒂 ≤ −𝐡𝒂𝐡𝐛 𝒂𝐧𝐝 𝟑𝐫𝐦𝒂 ≤ 𝟑𝐫𝐦𝐛 ≤ 𝟑𝐫𝐦𝐜 
∴ 𝟑𝐫𝐦𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜 ≤ 𝟑𝐫𝐦𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂 ≤ 𝟑𝐫𝐦𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛 𝒂𝐧𝐝 ∵ 𝟎 ≤ 𝐟 ≤ 𝐞 ≤ 𝐝 

∴ 𝐟. (𝟑𝐫𝐦𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞. (𝟑𝐫𝐦𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐝. (𝟑𝐫𝐦𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥
𝐂𝐡𝐞𝐛𝐲𝐬𝐡𝐞𝐯
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𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟)(∑(𝟑𝐫𝐦𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜)

𝐜𝐲𝐜

) ≥
𝐓𝐞𝐫𝐞𝐬𝐡𝐢𝐧 𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟)(𝟑𝐫∑

𝐛𝟐 + 𝐜𝟐

𝟒𝐑
𝐜𝐲𝐜

−
𝟐𝐫𝐬𝟐

𝐑
) 

=
𝟏

𝟑
(𝐝 + 𝐞 + 𝐟) (

𝐫

𝟐𝐑
)(𝟑∑𝒂𝟐

𝐜𝐲𝐜

−(∑𝒂

𝐜𝐲𝐜

)

𝟐

) ≥ 𝟎  

(∵ 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎 ⇒ 𝐝+ 𝐞 + 𝐟 ≥ 𝟎)  
∴ 𝐟. (𝟑𝐫𝐦𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞. (𝟑𝐫𝐦𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐝. (𝟑𝐫𝐦𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝 𝐬𝐨, 

𝐝. (𝐡𝐛𝐡𝐜 − 𝟑𝐫𝐡𝒂) + 𝐞. (𝐡𝐜𝐡𝒂 − 𝟑𝐫𝐡𝐛) + 𝐟. (𝐡𝒂𝐡𝐛 − 𝟑𝐫𝐡𝐜) ≥ 𝟎 𝒂𝐧𝐝  
𝐟. (𝟑𝐫𝐦𝒂 − 𝐡𝐛𝐡𝐜) + 𝐞. (𝟑𝐫𝐦𝐛 − 𝐡𝐜𝐡𝒂) + 𝐝. (𝟑𝐫𝐦𝐜 − 𝐡𝒂𝐡𝐛) ≥ 𝟎 ∀ ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐰𝐢𝐭𝐡 

𝒂 ≥ 𝐛 ≥ 𝐜 𝒂𝐧𝐝 𝐝 ≥ 𝐞 ≥ 𝐟 ≥ 𝟎, ′′ = ′′ 𝐢𝐟𝐟 ∆ 𝐀𝐁𝐂 𝐢𝐬 𝐞𝐪𝐮𝐢𝒍𝒂𝐭𝐞𝐫𝒂𝒍 (𝐐𝐄𝐃) 
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At this paper works a TEAM. 

This is RMM TEAM. 

To be continued! 

Daniel Sitaru 

 

 

 

 


