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2701. Find a closed form: 

∑(𝒏𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(
𝟏

𝒏
) − 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

 

Proposed by Abo Alzahrani-Iran 
Solution by Rana Ranino-Algeria 

𝑰 = ∑(𝒏𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 (
𝟏

𝒏
) − 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

=∑∫ (
𝒏𝟐

𝒏𝟐 + 𝒙𝟐
− 𝟏)𝒅𝒙 =

𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

 

−∫ (∑
𝒙𝟐

𝒏𝟐 + 𝒙𝟐
)

∞

𝒏=𝟏

=
𝟏

𝟐
∫ (𝟏 − 𝝅𝒙𝒄𝒐𝒕𝒉(𝝅𝒙))𝒅𝒙
𝟏

𝟎

=⏞

𝝅𝒙=
𝒕
𝟐𝟏

𝟎

 

=
𝟏

𝟐
−
𝟏

𝟖𝝅
∫ 𝒕(

𝟏 + 𝒆−𝒕

𝟏 − 𝒆−𝒕
)𝒅𝒕 =⏞

𝒚=𝒆−𝒕 𝟏

𝟐
+

𝟐𝝅

𝟎

𝟏

𝟖𝝅
∫ (

𝟏 + 𝒚

𝟏 − 𝒚
)
𝒍𝒏𝒚

𝒚
𝒅𝒚 =

𝟏

𝒆−𝟐𝝅
 

=
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟖𝝅
∫ (

𝟐𝒍𝒏𝒚

𝟏 − 𝒚
+
𝒍𝒏𝒚

𝒚
)𝒅𝒚 =

𝟏

𝒆−𝟐𝝅

𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟖𝝅
[
𝟏

𝟐
𝒍𝒏𝟐𝒚 + 𝟐𝑳𝒊𝟐(𝟏 − 𝒚)]

𝟏

𝒆−𝟐𝝅
= 

=
𝟏

𝟐
−
𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟒𝝅
𝑳𝒊𝟐(𝟏 − 𝒆

−𝟐𝝅) 

2702. Find: 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝟎

= ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝟎

= 

−∫
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒙. √𝟐 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
𝒅(𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝝅
𝟑

𝟎

=⏞
𝒄𝒐𝒔𝒙=𝒕

∫
𝟏

𝒕√𝟐 − 𝒕𝟐
𝒅𝒕 =⏞

𝒕=√𝟐𝒔𝒊𝒏𝜭𝟏

𝟏
𝟐

 

∫
√𝟐𝒄𝒐𝒔𝜭

𝟐𝒔𝒊𝒏𝜭. 𝒄𝒐𝒔𝜭
𝒅𝜭

𝝅
𝟒

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(
𝟏

𝟐√𝟐
)

=
𝟏

√𝟐
∫

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝜭
𝒅𝜭

𝝅
𝟒

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(
𝟏

𝟐√𝟐
)

=
𝟏

√𝟐
𝒍𝒏 |𝒕𝒂𝒏

𝜭

𝟐
|

𝝅
𝟒

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (
𝟏

𝟐√𝟐
)
= 

=
𝟏

√𝟐
(𝐥𝐧 (𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟖
) − 𝐥𝐧(𝒕𝒂𝒏

𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝟐√𝟐
𝟐

)) 
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𝐭𝐚𝐧(

𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝟐√𝟐
𝟐

) = 𝒎 → 

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (
𝟏

𝟐√𝟐
)

𝟐
= 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒎) → 

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (
𝟏

𝟐√𝟐
) = 𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒎) →  𝐭𝐚𝐧 (𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (

𝟏

𝟐√𝟐
)) = 𝐭𝐚𝐧(𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒎)) → 

𝟏

√𝟕
=

𝟐𝒎

𝟏 −𝒎𝟐
→  𝒎 = √𝟖 − √𝟕 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝟎

=
𝟏

√𝟐
(𝐥𝐧(√𝟐 − 𝟏) − 𝐥𝐧(√𝟖 − √𝟕)) = 

=
𝟏

√𝟐
𝐥𝐧(

√𝟐 − 𝟏

√𝟖 − √𝟕
) =

𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 ((√𝟐 − 𝟏)(√𝟖 + √𝟕)) 

 
2703. Find a closed form: 

∫(
𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒙)

𝒙
+ 𝒙𝟑 𝐥𝐧 (√𝒔𝒊𝒏(𝒙)))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
Solution 1 by Exodo Halcalias-Angola 

𝑰 = ∫ (
𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒙)

𝒙
+ 𝒙𝟑 𝐥𝐧 (√𝒔𝒊𝒏(𝒙)))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

+∫𝒙𝟑 𝐥𝐧 (√𝒔𝒊𝒏(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 

= ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

+
𝟏

𝟐
∫𝒙𝟑 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 

= −∫
𝑳𝒊𝟏(−𝟐𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

+
𝟏

𝟐
∫𝒙𝟑 (𝐥𝐧 (

𝟏

𝟐
) −∑

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)

𝒌
𝒌∈𝑵

)𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 

−∫𝒅

𝝅
𝟐

𝟎

𝑳𝒊𝟐(−𝟐𝒙) +
𝟏

𝟐
∫(𝒙𝟑 𝐥𝐧 (

𝟏

𝟐
) − 𝒙𝟑∑

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)

𝒌
𝒌∈𝑵

)𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 

−∫𝒅

𝝅
𝟐

𝟎

𝑳𝒊𝟐(−𝟐𝒙) −
𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑
𝟏

𝒌
∫𝒙𝟑 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎𝒌∈𝑵

= 

−𝑳𝒊𝟐(−𝝅) −
𝟒𝟓

𝟔𝟒
𝐥𝐧(𝟐) 𝜻(𝟒) − 
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𝟏

𝟐
∑
𝟏

𝒌
𝒌∈𝑵

(
𝟔 + 𝝅𝒌𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒌)(𝝅𝟐𝒌𝟐 − 𝟔)

𝒌
) −

𝟏

𝟐
∑
𝟏

𝒌
𝒌∈𝑵

(
𝟑𝒄𝒐𝒔(𝝅𝒌)(𝝅𝟐𝒌𝟐 − 𝟐)

𝟏𝟔𝒌𝟒
) = 

−𝑳𝒊𝟐(−𝝅) −
𝟒𝟓

𝟔𝟒
𝐥𝐧(𝟐) 𝜻(𝟒) −

𝟏

𝟐
∑
𝟏

𝒌
𝒌∈𝑵

(
𝟑(−𝟏)𝒌(𝝅𝟐𝒌𝟐 − 𝟐) + 𝟔

𝟏𝟔𝒌𝟒
) = 

−𝑳𝒊𝟐(−𝝅) −
𝟒𝟓

𝟔𝟒
𝐥𝐧(𝟐) 𝜻(𝟒) −

𝟏

𝟐
(−

𝟑

𝟏𝟔
𝝅𝟐𝜼(𝟑) +

𝟑

𝟖
𝜼(𝟓) +

𝟑

𝟖
𝜻(𝟓)) = 

−𝑳𝒊𝟐(−𝝅) −
𝟒𝟓

𝟔𝟒
𝐥𝐧(𝟐) 𝜻(𝟒) −

𝟏

𝟐
(
𝟐𝟕

𝟑𝟐
𝜻(𝟐)𝜻(𝟑) +

𝟗𝟑

𝟏𝟐𝟖
𝜻(𝟓)) = 

𝟐𝟕

𝟔𝟒
𝜻(𝟐)𝜻(𝟑) −

𝟗𝟑

𝟐𝟓𝟔
𝜻(𝟓) −

𝟒𝟓

𝟔𝟒
𝐥𝐧(𝟐) 𝜻(𝟒) − 𝑳𝒊𝟐(−𝝅) 

 

𝑰 =  
𝟗

𝟏𝟐𝟖
𝝅𝟐𝜻(𝟑) −

𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟗𝟑

𝟐𝟓𝟔
𝜻(𝟓) − 𝑳𝒊𝟐(−𝝅) 

 

Solution 2 by Cosghun Memmedov-Azerbaijan 

Ω = ∫(
𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒙)

𝒙
+ 𝒙𝟑 𝐥𝐧 (√𝒔𝒊𝒏(𝒙)))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

 

Ω = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

⏞          
Ω𝟏

+∫𝒙𝟑 𝐥𝐧 (√𝒔𝒊𝒏(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

⏞              
Ω𝟐

 

Ω𝟏 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

=⏞
𝟐𝒙→𝒙

∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝝅

𝟎

= −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏
∫𝒙𝒏−𝟏𝒅𝒙

𝝅

𝟎

=

∞

𝒏=𝟏

 

= −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
=

∞

𝒏=𝟏

− 𝑳𝒊𝟐(−𝝅) 

Ω𝟐 = ∫𝒙
𝟑 𝐥𝐧 (√𝒔𝒊𝒏(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫𝒙𝟑 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧 (𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 

−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)∫ 𝒙𝟑𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

−
𝟏

𝟐
∫∑

𝒙𝟑 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙)

𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

=⏞
𝑰.𝑩.𝑷

 

−
𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟑

𝟒
∑

𝟏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

∫𝒙𝟐𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒏𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

=⏞
𝑰.𝑩.𝑷
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−
𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑

𝟑𝟐
𝝅𝟐∑

𝐜𝐨𝐬(𝝅𝒏)

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

+
𝟑

𝟒
∑

𝟏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

∫𝐱𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 

−
𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑

𝟑𝟐
𝝅𝟐∑

(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑
+
𝟑

𝟖
∑

𝟏

𝒏𝟒

∞

𝒏=𝟏

∫𝐱𝒅(𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒏𝒙))

𝝅
𝟐

𝟎

=

∞

𝒏=𝟏

 

−
𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟗

𝟏𝟐𝟖
𝝅𝟐𝜻(𝟑) −

𝟑

𝟖
∑

𝟏

𝒏𝟒

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐧𝐱)𝐝𝐱

𝝅
𝟐

𝟎

= 

−
𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟗

𝟏𝟐𝟖
𝝅𝟐𝜻(𝟑) +

𝟑

𝟏𝟔
∑

𝟏

𝒏𝟓
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙)|

𝝅
𝟐
𝟎

∞

𝒏=𝟏

= 

−
𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟗

𝟏𝟐𝟖
𝝅𝟐𝜻(𝟑) −

𝟒𝟓

𝟐𝟓𝟔
𝜻(𝟓) −

𝟑

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) = 

𝟗

𝟏𝟐𝟖
𝝅𝟐𝜻(𝟑) −

𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟗𝟑

𝟐𝟓𝟔
𝜻(𝟓) 

Ω = Ω𝟏 + Ω𝟐 
 

Ω =
𝟗

𝟏𝟐𝟖
𝝅𝟐𝜻(𝟑) −

𝝅𝟒

𝟏𝟐𝟖
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟗𝟑

𝟐𝟓𝟔
𝜻(𝟓) − 𝑳𝒊𝟐(−𝝅) 

 
2704. Prove that: 

∫ 𝐥𝐧(− 𝒍𝒏(𝒙))
𝒙𝟐

√−𝐥𝐧 (𝒙)
𝒅𝒙 = −√

𝝅

𝟑
(𝜸 + 𝐥𝐧(𝟏𝟐))

𝟏

𝟎

 

Proposed by Cosghun Memmedov-Azerbaijan 
Solution by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 

Ω = ∫ 𝐥𝐧(− 𝒍𝒏(𝒙))
𝒙𝟐

√−𝐥𝐧 (𝒙)
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

− 𝐥𝐧(𝒙) = 𝒛 , 𝒅𝒙 = −𝒆−𝒛𝒅𝒛 
𝒙 = 𝒆−𝒛 , 𝒙𝟐 = 𝒆−𝟐𝒛 

Ω = ∫ (𝒆−𝟐𝒛. 𝒆−𝒛)𝒛−
𝟏
𝟐 𝐥𝐧(𝒛)𝒅𝒛 =

∞

𝟎

∫ 𝒆−𝟑𝒛𝒛−
𝟏
𝟐 𝐥𝐧(𝒛) 𝒅𝒛 =

∞

𝟎

𝜞(
𝟏
𝟐)

√𝟑
(𝝍(

𝟏

𝟐
) − 𝐥𝐧(𝟑)) = 

= √
𝝅

𝟑
(𝝍(

𝟏

𝟐
) − 𝐥𝐧(𝟑)) = √

𝝅

𝟑
(−𝜸 − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝐥𝐧(𝟑)) = −√

𝝅

𝟑
(𝜸 + 𝐥𝐧(𝟏𝟐)) 

𝑵𝒐𝒕𝒆 ∶  

𝑭(𝒔) = ∫ 𝒌𝒔−𝟏𝒆−𝒎𝒌𝒅𝒌
∞

𝟎
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𝑭′(𝒔) = ∫ 𝒌𝒔−𝟏𝒆−𝒎𝒌 𝐥𝐧(𝒌)𝒅𝒌 =
𝒅

𝒅𝒔
(
𝜞(𝒔)

𝒎𝒔
) =

∞

𝟎

𝜞(𝒔)

𝒎𝒔
(𝝍(𝒔) − 𝐥𝐧(𝒎)) 

𝝍(𝒛) + 𝝍(𝒛 +
𝟏

𝟐
) = 𝟐𝝍(𝟐𝒛) − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) 

𝝍(
𝟏

𝟐
) = −𝜸 − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) 

2705. Find a closed form: 

𝛀 = ∫
(𝒙 + 𝟐) 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)

𝒙(𝒙 + 𝟑)
 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

Proposed by Shirvan Tahirov, Elsen Kerimov-Azerbaijan 
 

Solution 1 by Pratham Prasad-India 

𝛀 =
𝟏

𝟑
∫
𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)

𝒙 + 𝟑
 𝒅𝒙

𝟏

𝟎⏟          
𝑰𝑩𝑷

+
𝟐

𝟑
∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

=
𝟐

𝟑
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟑
∫
𝐥𝐧(𝒙 + 𝟑)

𝒙 + 𝟏

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 +
𝟐

𝟑
∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
∫ 𝒙𝒏−𝟏𝒅𝒙
𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

= 

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟑
∫
𝐥𝐧 (
𝒙 + 𝟑
𝟐 )

𝒙 + 𝟏

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 +
𝟐

𝟑
∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

= 

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟏

𝟑
∫

𝒅

𝒅𝒙
(𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙 + 𝟏

𝟐
))

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 +
𝟏

𝟑
𝜻(𝟐) = 

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟏

𝟑
(𝑳𝒊𝟐(−𝟏) − 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
)) +

𝟏

𝟑
𝜻(𝟐) =

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟏

𝟑
𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟔
𝜻(𝟐) 

 

Solution 2 by Cosghun Memmedov-Azerbaijan 

Ω = ∫
(𝒙 + 𝟐)𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)

𝒙(𝒙 + 𝟑)
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

=
𝟏

𝟑
∫
(𝒙 + 𝟐)𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)

𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎⏟                
𝑴

− 

𝟏

𝟑
∫
(𝒙 + 𝟐) 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)

𝒙 + 𝟑
𝒅𝒙

𝟏

𝟎⏟                
𝑵

=
𝟏

𝟑
(𝑴−𝑵) 

𝑴 = ∫
(𝒙 + 𝟐)𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)

𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫
𝒙𝒏+𝟏 + 𝟐𝒙𝒏

𝒙
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟎

 

−∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫ (𝒙𝒏 + 𝟐𝒙𝒏−𝟏)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

(
𝟏

𝒏 + 𝟏
+
𝟐

𝒏
) = 



 
www.ssmrmh.ro 

8 RMM-CALCULUS MARATHON 2701-2800 

 

−∑
(−𝟏)𝒏

𝒏(𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

− 𝟐∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

= ∑
(−𝟏)𝒏

(𝒏 + 𝟏)
−∑

(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

+
𝝅𝟐

𝟔
= 

−∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

−∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

− 𝟏 +
𝝅𝟐

𝟔
= 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 +

𝝅𝟐

𝟔
 

𝑵 = ∫
(𝒙 + 𝟐) 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)

𝒙 + 𝟑
𝒅𝒙

𝟏

𝟎⏟                
𝒙+𝟏→𝒙

= ∫
𝐥𝐧 (𝒙)(𝒙 + 𝟏)

𝒙 + 𝟐
𝒅𝒙

𝟐

𝟏

= ∫ 𝐥𝐧 (𝒙)𝒅𝒙
𝟐

𝟏⏟      
𝑰.𝑩.𝑷

− 

∫
𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙 + 𝟐
𝒅𝒙

𝟐

𝟏

= 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 −
𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧(𝒙)
𝒙
𝟐 + 𝟏

𝟐

𝟏

𝒅𝒙 = 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 − 

𝟏

𝟐
∑(−

𝟏

𝟐
)
𝒏

∫ 𝒙𝒏𝐥𝐧 (𝒙)
𝟐

𝟏

𝒅𝒙

∞

𝒏=𝟏

= 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 − 𝐥𝐧(𝟐)∑
(−𝟏)𝒏

𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

+ 

𝟏

𝟐
∑
(−
𝟏
𝟐)
𝒏

𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒙𝒏𝒅𝒙 =
𝟐

𝟏

𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 − 𝐥𝐧 (𝟐)∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
+

∞

𝒏=𝟏

 

𝟏

𝟐
∑
(−
𝟏
𝟐
)
𝒏

(𝟐𝒏+𝟏 − 𝟏)

(𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

= 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 − 𝒍𝒏𝟐(𝟐) +
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+ 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 

Ω =
𝟏

𝟑
(𝑴−𝑵) =

𝟏

𝟑
(𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 +

𝝅𝟐

𝟔
− 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟏 + 𝒍𝒏𝟐(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
− 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
)) = 

=
𝝅𝟐

𝟑𝟔
+
𝒍𝒏𝟐(𝟐)

𝟑
−
𝟏

𝟑
𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 

2706. Find: 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

∫
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟐(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= 𝟐∫ (
𝟐

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
− 𝟏)  𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

= 𝟒∫
𝟏

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

− 𝟐∫ 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= 𝟒∫
𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 + 𝟏
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

− 𝟐 (𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 = 𝟒∫

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 + 𝟐
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

−
𝝅

𝟑
= 𝟒𝑰 −

𝝅

𝟑
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 𝑳𝒆𝒕 𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙𝒅𝒙 = 𝒅𝒖 ,𝒘𝒉𝒆𝒏 𝒙 = 𝟎 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 = 𝟎;  𝒙 =
𝝅

𝟔
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 =

𝟏

√𝟑
 

𝑰 = ∫
𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 + 𝟐
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

= 𝑰 = ∫
𝒅𝒖

𝐮𝟐 + 𝟐
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

√𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝟏

√𝟑

√𝟐
) =

𝟏

√𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟏

√𝟔
) 

∫
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝐝𝐱

𝝅
𝟔

𝟎

= 𝟒𝑰 −
𝝅

𝟑
=
𝟒

√𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟏

√𝟔
) −

𝝅

𝟑
 

2707. Find: 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬𝒙

𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = (𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝒙)𝟐 
 

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙) − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝟐 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 
 

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) −

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 

=
𝟏

𝟐
(𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 −

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
) 

=
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 −

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
) 

∫ (𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= (−
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙)

𝟎

𝝅
𝟔
= 

 

= (−
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟐
) + (

𝝅

𝟔
− 𝟎) + (

√𝟑

𝟒
− 𝟎) =

√𝟑 + 𝟏

𝟒
+
𝝅

𝟔
 

 

∫ (
𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ (
𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + (𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = 

 

= ∫ (𝟏 +
(𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = (𝒙 + 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙))
𝟎

𝝅
𝟔 = 
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=
𝝅

𝟔
+ 𝐥𝐧(

√𝟑 + 𝟏

𝟐
) =

𝝅

𝟔
+ 𝐥𝐧 (

𝟏

√𝟑 − 𝟏
) =

𝝅

𝟔
− 𝐥𝐧(√𝟑 − 𝟏) 

 

∫
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 −

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = 

 

=
𝟏

𝟐
(
√𝟑 + 𝟏

𝟒
+
𝝅

𝟔
−
𝝅

𝟔
+ 𝐥𝐧(√𝟑 − 𝟏)) =

√𝟑 + 𝟏

𝟖
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(√𝟑 − 𝟏) 

2708. Find: 

∫
𝟏− 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 = 𝟏 − 𝟑𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟒𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 = (𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) + 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 = 

 

= (𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 
 

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
= 𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝟐.

𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
= 

 

= 𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝟐.
𝟏 − (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙)

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
= 

 

= 𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) +
𝟐

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
−
𝟐(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
= 

 

= −𝟏− 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟒𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 +
𝟐(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)

(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)
= 

 

= −𝟏 − 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟐(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) +
𝟐(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
= 

 

= −𝟑 − 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐(𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧𝒙) 
 

∫
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ (−𝟑 − 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐(𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧𝒙)) 

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 =  
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= (−𝟑𝒙 + 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟐𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝟐𝒔𝒆𝒄𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 = 

 

= −
𝝅

𝟐
+ 𝟒 ×

√𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
+ 𝟐 ×

𝟐

√𝟑
+ 𝟐 ×

𝟏

√𝟑
= −

𝝅

𝟐
+ 𝟐√𝟑 +

𝟔

√𝟑
+
𝟏

𝟐
 

2709. Find: 
 

∫
𝒄𝒐𝒕𝒙 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝒄𝒐𝒕𝒙 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
=

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)
=

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)
= 

 

=
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙
−

𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
=

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙
−

𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

 

∫
𝒄𝒐𝒕𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫ (
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙
−

𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 )

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫ 𝒄𝒔𝒄𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

− 𝟐∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 

 

= (𝐥𝐧| 𝐭𝐚𝐧
𝒙

𝟐
|)
𝝅
𝟔

𝝅
𝟑
+∫

𝒅(𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧
𝝅

𝟔
| − 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟏𝟐
| +

𝟏

√𝟐 
(𝐥𝐧 |

√𝟐 + 𝒄𝒐𝒔𝒙

√𝟐 − 𝒄𝒐𝒔𝒙
|)
𝝅
𝟔

𝝅
𝟑

= 

 

= 𝐥𝐧 (
𝟏

√𝟑
) − 𝐥𝐧(𝟐 − √𝟑 ) +

𝟏

√𝟐 
𝐥𝐧 |
𝟐√𝟐 + 𝟏

𝟐√𝟐 − 𝟏
| −

𝟏

√𝟐 
𝐥𝐧 |
𝟐√𝟐 + √𝟑

𝟐√𝟐 − √𝟑
|  

 

2710. Find: 

∫
𝟏 − 𝒄𝒔𝒄𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏 − 𝒄𝒔𝒄𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙
=

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟏)

𝒔𝒊𝒏𝒙(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
=

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
−

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒙)
= 
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=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) −

(𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
= 

 

=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) − 𝒄𝒔𝒄𝒙 +

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
= 

 

=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) − 𝒄𝒔𝒄𝒙 +

𝟏

√𝟐
𝟏

√𝟐
𝒔𝒊𝒏𝒙 +

𝟏

√𝟐
𝒄𝒐𝒔𝒙

= 

 

=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) − 𝒄𝒔𝒄𝒙 +

𝟏

√𝟐

𝟏

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅
𝟒 + 𝒙)

= 

 

=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) − 𝒄𝒔𝒄𝒙 +

𝟏

√𝟐
𝐜𝐬𝐜 (

𝝅

𝟒
+ 𝒙) 

 

∫
𝟏 − 𝒄𝒔𝒄𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫ (
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) − 𝒄𝒔𝒄𝒙 +

𝟏

√𝟐
𝐜𝐬𝐜 (

𝝅

𝟒
+ 𝒙))

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = 

= (
𝒙

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙| − 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝒙

𝟐
|+

𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟖
+
𝒙

𝟐
)| `)

𝝅
𝟔

𝝅
𝟑
= 

(
𝝅

𝟑
−
𝝅

𝟔
) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 |
√𝟑 + 𝟏

√𝟑 + 𝟏
| − 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟔
|+ 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟏𝟐
| +

𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝟕𝝅

𝟐𝟒
|−

𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝟓𝝅

𝟐𝟒
| = 

 

= (
𝝅

𝟔
) − 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟔
|+ 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟏𝟐
| +

𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝟕𝝅

𝟐𝟒
|−

𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧

𝟓𝝅

𝟐𝟒
| ` 

 

2711. Find: 

∫
𝟏 + 𝒔𝒆𝒄𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏 + 𝒔𝒆𝒄𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝒙
=

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒔𝒊𝒏𝒙

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒄𝒐𝒔𝒙
=

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
+

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
= 

 

=
(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙) − 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
+

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
=

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒙
−

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
+

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
= 

 



 
www.ssmrmh.ro 

13 RMM-CALCULUS MARATHON 2701-2800 

 

= 𝒔𝒆𝒄𝒙 −
𝟏

√𝟐

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙.
𝟏

√𝟐
+
𝟏

√𝟐
𝒄𝒐𝒔𝒙

+
𝟏

𝟐
(𝟏 −

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) = 

= 𝒔𝒆𝒄𝒙 −
𝟏

√𝟐

𝟏

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅
𝟒 + 𝒙)

+
𝟏

𝟐
(𝟏 −

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) = 

= 𝒔𝒆𝒄𝒙 −
𝟏

√𝟐
𝐜𝐬𝐜 (

𝝅

𝟒
+ 𝒙) +

𝟏

𝟐
(𝟏 −

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) 

 

∫
𝟏 + 𝒔𝒆𝒄𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫ (𝒔𝒆𝒄𝒙 −
𝟏

√𝟐
𝐜𝐬𝐜 (

𝝅

𝟒
+ 𝒙) +

𝟏

𝟐
(𝟏 −

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
))

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = 

= (𝐥𝐧|𝒔𝒆𝒄𝒙 + 𝒕𝒂𝒏𝒙| −
𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟖
+
𝒙

𝟐
) | +

𝒙

𝟐
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙|)

𝝅
𝟔

𝝅
𝟑
= 

 

= 𝐥𝐧 |
𝟐 + √𝟑

√𝟑
| −

𝟏

√𝟐
(𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝟕𝝅

𝟐𝟒
)| − 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝟓𝝅

𝟐𝟒
)|  )  + (

𝝅

𝟑
−
𝝅

𝟔
) −

𝟏

𝟐
(𝐥𝐧 |

√𝟑 + 𝟏

𝟐
| − 𝐥𝐧 |

√𝟑 + 𝟏

𝟐
|) = 

 

= 𝐥𝐧 |
𝟐 + √𝟑

√𝟑
| −

𝟏

√𝟐
(𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝟕𝝅

𝟐𝟒
)| − 𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝟓𝝅

𝟐𝟒
)|) +

𝝅

𝟔
 

2712. Find: 

∫
𝟏+ 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙 = (𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐 
 

  𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙
=
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒄𝒐𝒔𝒙

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
=

𝒄𝒐𝒔𝒙

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
+

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
= 

 

=
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
+
𝟏

𝟐

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
=

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
+
𝟏

𝟐

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
+
𝟏

𝟐

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
= 

 

=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) +

𝟏

𝟐

𝟏

√𝟐

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙.
𝟏

√𝟐
+
𝟏

√𝟐
𝒄𝒐𝒔𝒙

+
𝟏

𝟐

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 
= 
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=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) +

𝟏

𝟐

𝟏

√𝟐
𝐜𝐬𝐜 (

𝝅

𝟒
+ 𝒙) +  

𝟏

𝟒

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 
 

 

 ∫
𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫ (
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) +

𝟏

𝟐√𝟐
𝐜𝐬𝐜 (

𝝅

𝟒
+ 𝒙) +  

𝟏

𝟒

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 
)

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 

= (
𝒙

𝟐
+ 𝐥𝐧|𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙| +

𝟏

𝟐√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝒙

𝟐
+
𝝅

𝟖
) |  + 

𝟏

𝟒
× 𝟐√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)

𝝅
𝟔

𝝅
𝟑

 

=
𝟏

𝟐
(
𝝅

𝟑
−
𝝅

𝟔
) +

𝟏

𝟐√𝟐
(𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝟕𝝅

𝟐𝟒
)|− 𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝟓𝝅

𝟐𝟒
)|) +

𝟏

𝟐
(√𝟏 +

√𝟑

𝟐
− √𝟏 +

𝟏

𝟐
) = 

=
𝟏

𝟐
(
𝝅

𝟔
) +

𝟏

𝟐√𝟐
(𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝟕𝝅

𝟐𝟒
)|  − 𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝟓𝝅

𝟐𝟒
)|  ) +

𝟏

𝟐
(√𝟏 +

√𝟑

𝟐
− √

𝟑

𝟐
)  

 

2713. Find: 

∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 = (𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐  (𝟏) 

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 = √𝟐(
𝟏

√𝟐
𝒔𝒊𝒏𝒙 +

𝟏

√𝟐
𝒄𝒐𝒔𝒙) = √𝟐𝐬𝐢𝐧 (𝒙 +

𝝅

𝟒
)     (𝟐) 

 
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙
=
𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝐜𝐨𝐬𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
=
𝟏

𝟐

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
=
𝟏

𝟐
(
𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝟏

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
) 

=
𝟏

𝟐
(√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 −

𝟏

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
) =
(𝟏) 𝟏

𝟐
(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 −

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) =
(𝟐)
  

=
𝟏

𝟐
(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 −

𝟏

√𝟐
𝐜𝐬𝐜 ( 𝒙 +

𝝅

𝟒
)) 

∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫ ( 
𝟏

𝟐
(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 −

𝟏

√𝟐
𝐜𝐬𝐜 ( 𝒙 +

𝝅

𝟒
)))𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

=
𝟏

𝟐
(−𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 −

𝟏

√𝟐
𝐥𝐧 |𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟖
+
𝒙

𝟐
) | `)

𝟎

𝝅
𝟔
= 
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=
𝟏

𝟐
(
𝟏 − √𝟑

𝟐
+ 𝟏) −

𝟏

𝟐√𝟐
(𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝟕𝝅

𝟐𝟒
)|− 𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟖
)| `) = 

 

=
𝟏

𝟐
(
𝟑 − √𝟑

𝟐
) −

𝟏

𝟐√𝟐
(𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝟕𝝅

𝟐𝟒
)|− 𝐥𝐧 | 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟖
)| `) 

2714. 

𝑰𝒇  ∆= ∫
𝒙𝟑

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙, ∆ = 𝒂𝝅𝑮 −
𝟏𝟎𝟓

𝟖
𝜻(𝒃) +

𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟖
 

𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒔𝒐𝒍𝒗𝒆 𝒇𝒐𝒓 𝒓𝒆𝒂𝒍𝒔 ∶   𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝒂 − 𝒃 
 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
Solution 1 by Exodo Halcalias-Angola 
 

∆= ∫
𝒙𝟑

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 = 𝟐∫
(𝟐𝒙)𝟑

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝒙𝟑

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 = 

𝟖 (𝒙𝟑∫𝒅𝒄𝒕𝒈(−𝒙))|

𝝅
𝟒
𝟎
+ 𝟐𝟒∫ 𝒙𝟐𝒄𝒕𝒈(𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= −
𝝅𝟑

𝟖
+ 

𝟖(𝒙𝟐∫𝒅𝒍𝒏(𝒔𝒊𝒏𝒙))|

𝝅
𝟒
𝟎
− 𝟒𝟖∫ 𝒙𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= −
𝝅𝟑

𝟖
−
𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) − 

𝟒𝟖∫ 𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

(𝐥𝐧 (
𝟏

𝟐
) −∑

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)

𝒌
𝒌∈𝑵

)𝒅𝒙 = −
𝝅𝟑

𝟖
−
𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 

𝟒𝟖 𝐥𝐧(𝟐)∫ 𝒙𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

+ 𝟒𝟖∑
𝟏

𝒌
𝒌∈𝑵

∫ 𝒙𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= −
𝝅𝟑

𝟖
−
𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 

𝟑

𝟐
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟒𝟖∑

𝟏

𝒌
𝒌∈𝑵

(
𝝅

𝟖𝒌
𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒌

𝟐
) +

𝟏

𝟒𝒌𝟐
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒌

𝟐
) −

𝟏

𝟒𝒌𝟐
) = 

−
𝝅𝟑

𝟖
−
𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟔𝝅∑

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅𝒌
𝟐 )

𝒌𝟐
𝒌∈𝑵

+ 𝟏𝟐∑
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒌
𝟐 )

𝒌𝟑
𝒌∈𝑵

− 𝟏𝟐∑
𝟏

𝒌𝟑
𝒌∈𝑵

= 

−
𝝅𝟑

𝟖
−
𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟔𝝅∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

(𝟐𝒌 − 𝟏)𝟐
𝒌∈𝑵

+ 𝟏𝟐∑
(−𝟏)𝒌

(𝟐𝒌)𝟑
𝒌∈𝑵

− 𝟏𝟐𝜻(𝟑) = 

−
𝝅𝟑

𝟖
−
𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟔𝝅𝑮 +

𝟑

𝟐
(𝟐𝟏−𝟑 − 𝟏)𝜻(𝟑) − 𝟏𝟐𝜻(𝟑) = 

𝟔𝝅𝑮 −
𝟏𝟎𝟓

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟖
 

𝒂 = 𝟔  , 𝒃 = 𝟑 
𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝟔 − 𝟑 
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𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 
𝒙𝟐(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏) − 𝒙(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏) − (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 

(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏) = 𝟎  →   {𝒙
𝟐 + 𝒙 + 𝟏 = 𝟎
𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏 = 𝟎

  

→  

{
 
 

 
 
(𝒙 +

𝟏

𝟐
)
𝟐

= −
𝟑

𝟒

(𝒙 −
𝟏

𝟐
)
𝟐

=
𝟓

𝟒

 →  

{
 
 

 
 
𝒙 +

𝟏

𝟐
= ±𝒊

√𝟑

𝟐

𝒙 −
𝟏

𝟐
= ±

√𝟓

𝟐

 → 

{
 
 

 
 
𝒙 = −

𝟏

𝟐
± 𝒊
√𝟑

𝟐

𝒙 =
𝟏

𝟐
±
√𝟓

𝟐

 

𝑺 = {−
𝟏

𝟐
± 𝒊
√𝟑

𝟐
  𝒂𝒏𝒅  

𝟏

𝟐
±
√𝟓

𝟐
} 

 

Solution 2 by Yang Silva Cartolin-Peru 
 

∆= ∫
𝒙𝟑

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟐

𝟎

  (  𝒚 = 𝒕𝒈 (
𝒙

𝟐
) →   𝒙 = 𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒚) →   𝒅𝒙 =

𝟐𝒅𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐
) 

∆= ∫
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝟑(𝒙)

𝟏 −
𝟏 − 𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐

(
𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝟖∫
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝟑(𝒙)

𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

=⏞
𝒙=𝒕𝒈(𝒕),   𝒅𝒙=𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒙)

 

𝟖∫
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝟑(𝒕𝒈(𝒙))

𝒕𝒈𝟐(𝒙)
𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= 𝟖∫ 𝒙𝟑𝒄𝒔𝒄𝟐(𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

 =⏞

𝒊.𝒑.𝒑:{
𝒖=𝒙𝟑→ 𝒅𝒖=𝟑𝒙𝟐𝒅𝒙

𝒖=∫𝒄𝒔𝒄𝟐(𝒙)𝒅𝒙=−𝒄𝒕𝒈(𝒙)

 

𝟖([−𝒙𝟑𝒄𝒕𝒈(𝒙)]

𝝅
𝟒
𝟎
+ 𝟑∫ 𝒙𝟐𝒄𝒕𝒈(𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

) = −
𝝅𝟑

𝟖
+ 𝟐𝟒∆𝟏 −−(𝒂) 

𝑬𝒏  ∆𝟏= ∫ 𝒙𝟐𝒄𝒕𝒈(𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

=⏞

𝒊.𝒑.𝒑:{
𝒖=𝒙𝟐→ 𝒅𝒖=𝟐𝒙𝒅𝒙

𝒖=∫𝒄𝒕𝒈𝒅𝒙=𝐥𝐧 (𝒔𝒆𝒏(𝒙)) 

[𝒙𝟐 𝐥𝐧(𝒔𝒆𝒏(𝒙))]

𝝅
𝟒
𝟎
− 

𝟐∫ 𝒙𝒍𝒏(𝒔𝒆𝒏(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

  ∆𝟏= −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐∫ 𝒙𝒍𝒏(𝒔𝒆𝒏(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

 

#𝑶𝒃𝒔: 𝐥𝐧(𝒔𝒆𝒏(𝒙)) = − 𝐥𝐧(𝟐) −∑
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙)

𝒏

∞

𝒏=𝟏

 

  ∆𝟏= −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐 𝐥𝐧(𝟐)∫ 𝒙𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

+ 𝟐∑
𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒙𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒏𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎⏟                

𝒊.𝒑.𝒑:{
𝒖=𝒙→ 𝒅𝒖=𝒅𝒙

𝒖=∫𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙)𝒅𝒙=
𝟏
𝟐𝒏
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒏𝒙) 

= 

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐∑

𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

(
𝝅

𝟖𝒏
𝒔𝒆𝒏(

𝝅𝒏

𝟐
) +

𝟏

𝟒𝒏𝟐
[𝒄𝒐𝒔 (

𝝅𝒏

𝟐
) − 𝟏]) = 
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𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
∑
𝒔𝒆𝒏 (

𝝅𝒏
𝟐 )

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

+
𝟏

𝟐
∑
𝒄𝒐𝒔 (

𝝅𝒏
𝟐 )

𝒏𝟑
−
𝟏

𝟐
∑

𝟏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

#𝑶𝒃𝒔 ∶  𝑺𝟏 = ∑
𝒔𝒆𝒏 (

𝝅𝒏
𝟐 )

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

 , 𝒔𝒆𝒏 (
𝝅𝒏

𝟐
) = {

𝟎, 𝒏 = 𝟐𝒌
𝟏, 𝒏 = 𝟒𝒌 + 𝟏
−𝟏,𝒏 = 𝟒𝒌 + 𝟑

 

𝑺𝟏 =∑
𝟏

(𝟒𝒌 + 𝟏)𝟐

∞

𝒌=𝟎

−∑
𝟏

(𝟒𝒌 + 𝟑)𝟐

∞

𝒌=𝟎

= 𝜷(𝟐) = 𝑮 

#𝑶𝒃𝒔 ∶  𝑺𝟐 =∑
𝒄𝒐𝒔 (

𝝅𝒏
𝟐 )

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

 

𝑵𝒐𝒕𝒂𝒎𝒐𝒔 ∶  𝒄𝒐𝒔 (
𝝅𝒏

𝟐
) = {

𝟎, 𝒏 = 𝒊𝒎𝒑𝒂𝒓

(−𝟏)
𝒏
𝟐, 𝒏 = 𝒑𝒂𝒓

 

𝑺𝒐𝒍𝒐  𝒒𝒖𝒆𝒅𝒂𝒏  𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒐𝒔  𝒄𝒐𝒏  "n"  par:  n=2m → cos(
𝟐𝒎𝝅

𝟐
) = 𝐜𝐨𝐬(𝒎𝝅) = 

(−𝟏)𝒎    𝑺𝟐 = ∑
(−𝟏)𝒎

(𝟐𝒎)𝟑

∞

𝒎=𝟏

=
𝟏

𝟖
∑

(−𝟏)𝒎

𝒎𝟑

∞

𝒎=𝟏

= −
𝟏

𝟖
𝜼(𝟑) = −

𝟑

𝟑𝟐
𝜻(𝟑) 

∆𝟏=
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 +

𝟏

𝟐
(−

𝟑

𝟑𝟐
𝜻(𝟑)) −

𝟏

𝟐
∑

𝟏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

= 

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟑

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝜻(𝟑) =

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟑𝟓

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

∆= −
𝝅𝟑

𝟖
+ 𝟐𝟒∆𝟏= −

𝝅𝟑

𝟖
+ 𝟐𝟒(

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟑𝟓

𝟔𝟒
𝜻(𝟑)) 

∆= 𝟔𝝅𝑮 −
𝟏𝟎𝟓

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟖
 

𝒂 = 𝟔  , 𝒃 = 𝟑 
𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝟔 − 𝟑 

𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟎 →   (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

{
 
 

 
 
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 = 𝟎  ,   𝒙 = −

𝟏

𝟐
± 𝒊
√𝟑

𝟐

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏 = 𝟎  ,   𝒙 =
𝟏

𝟐
±
√𝟓

𝟐

 

𝑪. 𝑺 = {−
𝟏

𝟐
± 𝒊
√𝟑

𝟐
  𝒂𝒏𝒅  

𝟏

𝟐
±
√𝟓

𝟐
} 

Solution 3 by Pratham Prasad-India 

∆= ∫
𝒙𝟑

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
∫

𝒙𝟑

𝒔𝒊𝒏𝟐 (
𝒙
𝟐)⏟      

𝒙
𝟐
 →𝒚

𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 
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𝟖∫ 𝒚𝟑𝒄𝒔𝒄𝟐(𝒚)𝒅𝒚

𝝅
𝟒

𝟎

=⏞
𝑰,𝑩,𝑷

[−𝟖𝒚𝟑𝒄𝒕𝒈(𝒚) + 𝟐𝟒𝒚𝟐 𝐥𝐧(𝒔𝒊𝒏(𝒚))]

𝝅
𝟒
𝟎
− 

𝟒𝟖∫ 𝒚𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧(𝒚))𝒅𝒚 = −
𝝅𝟑

𝟖

𝝅
𝟒

𝟎

+
𝟑

𝟐
𝝅𝟐 𝐥𝐧 (

𝟏

√𝟐
) − 𝟒𝟖(

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟖
𝑮 −

𝟑𝟓

𝟏𝟐𝟖
𝜻(𝟑)) 

∆= 𝟔𝝅𝑮 −
𝟏𝟎𝟓

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟖
 

𝒂 = 𝟔  , 𝒃 = 𝟑 
𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝟔 − 𝟑 

𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟎 →   (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

{
 
 

 
 
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 = 𝟎  ,   𝒙 = −

𝟏

𝟐
± 𝒊
√𝟑

𝟐

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏 = 𝟎  ,   𝒙 =
𝟏

𝟐
±
√𝟓

𝟐

 

 

Solution 4 by Quadri Faruk Temitope-Nigeria 

∆= ∫
𝒙𝟑

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙  ;   
𝟏

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)
=
𝟏

𝟐
𝒄𝒔𝒄𝟐 (

𝒙

𝟐
) 

∆= ∫
𝒙𝟑

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
∫ 𝒙𝟑
𝝅
𝟐

𝟎

𝒄𝒔𝒄𝟐 (
𝒙

𝟐
)𝒅𝒙 =⏞

𝒙
𝟐
=𝒚  𝒅𝒙=𝟐𝒅𝒚

 

𝟏

𝟐
∫ (𝟐𝒚)𝟑
𝝅
𝟒

𝟎

𝒄𝒔𝒄𝟐(𝒚). 𝟐𝒅𝒚 = 𝟖∫ (𝒚)𝟑
𝝅
𝟒

𝟎

𝒄𝒔𝒄𝟐(𝒚)𝒅𝒚 =⏞
𝑰,𝑩,𝑷

 

𝟖 [((−𝒚𝟑𝒄𝒕𝒈(𝒚))

𝝅
𝟒
𝟎
) + 𝟑∫ 𝒚𝟐𝒄𝒕𝒈(𝒚)𝒅𝒚

𝝅
𝟒

𝟎

] = 𝟖 [−
𝝅𝟑

𝟔𝟒
+ 𝟑∫ 𝒚𝟐𝒄𝒕𝒈(𝒚)𝒅𝒚

𝝅
𝟒

𝟎

] 

∫ 𝒚𝟐𝒄𝒕𝒈(𝒚)𝒅𝒚 =⏞
𝑰,𝑩,𝑷

𝝅
𝟒

𝟎

𝒚𝟐 𝐥𝐧(𝒔𝒊𝒏(𝒚))|

𝝅
𝟒
𝟎
− 𝟐∫ 𝒚𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧(𝒚))𝒅𝒚

𝝅
𝟒

𝟎

= 

−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐∫ 𝒚𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧(𝒚))𝒅𝒚

𝝅
𝟒

𝟎

 

∴ 𝐥𝐧(𝒔𝒊𝒏(𝒚)) = 𝐥𝐧(𝟐) −∑
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒚)

𝒏

∞

𝒏=𝟏

 

−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐∫ 𝐥𝐧(𝟐)𝒚𝒅𝒚

𝝅
𝟒

𝟎

+ 𝟐∑
𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒚𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒏𝒚)𝒅𝒚

𝝅
𝟒

𝟎

= 

−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐∑

𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

[
𝝅

𝟖𝒏
𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒏

𝟐
) +

𝟏

𝟒𝒏𝟐
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒏

𝟐
) −

𝟏

𝟒𝒏𝟐
] = 
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−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
∑
𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒏
𝟐 )

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

+
𝟏

𝟐
∑
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒏
𝟐 )

𝒏𝟑
−
𝟏

𝟐

∞

𝒏=𝟏

∑
𝟏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

= 

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 +

𝟏

𝟐
(−
𝟑𝜻(𝟑)

𝟑𝟐
) −

𝜻(𝟑)

𝟐
=
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟑𝟓

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

∆= 𝟖 [−
𝝅𝟑

𝟔𝟒
+ 𝟑(

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟑𝟓

𝟔𝟒
𝜻(𝟑))] 

∆= 𝟔𝝅𝑮 −
𝟏𝟎𝟓

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟑

𝟒
𝝅𝟐 𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟖
 

𝒂 = 𝟔  , 𝒃 = 𝟑 
𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝟔 − 𝟑 

𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟎  𝒐𝒓   (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

{
 
 

 
 
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 →   𝒙 = (𝒙 +

𝟏

𝟐
)
𝟐

= −
𝟑

𝟒
 →  𝒙 = −

𝟏

𝟐
± 𝒊
√𝟑

𝟐
 

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 →  𝒙 = (𝒙 −
𝟏

𝟐
)
𝟐

=
𝟓

𝟒
 →   𝒙 =

𝟏

𝟐
±
√𝟓

𝟐

 

2715. Find: 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 . 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 . 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 . (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙). 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏+𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

  

( 𝒍𝒆𝒕  𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒅𝒙 = 𝒅𝒖 𝒘𝒉𝒆𝒏 𝒙 = 𝟎 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 = 𝟎,𝒘𝒉𝒆𝒏 𝒙 =
𝝅

𝟔
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 =

𝟏

𝟐
) 

= ∫
𝒖𝟐(𝟏 − 𝒖𝟐)

𝟏 + 𝒖
𝒅𝒖

𝟏
𝟐

𝟎

= ∫
𝒖𝟐(𝟏 − 𝒖)(𝟏 + 𝒖)

𝟏 + 𝒖
𝒅𝒖

𝟏
𝟐

𝟎

= ∫ (𝒖𝟐 − 𝒖𝟒)𝒅𝒖

𝟏
𝟐

𝟎

 

= (
𝒖𝟑

𝟑
−
𝒖𝟓

𝟓
)
𝟎

𝟏
𝟐

=
𝟏

𝟐𝟒
−
𝟏

𝟔𝟒
=
𝟓

𝟏𝟗𝟐
 

2716. Find: 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
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Solution by Tapas Das-India 
 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝒙
=
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝟏+ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
 . (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) = 

=
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
+
(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙
= 

= 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) + 𝐭𝐚𝐧𝒙 (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) = (𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟏) −
𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙
+ 𝒕𝒂𝒏𝒙 −

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 

= (𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟏) −
𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙
𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒕𝒂𝒏𝒙 −

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 

∫ (𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= (𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 =

𝟏

√𝟑
−
𝝅

𝟔
 

∫
𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙
𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫ (𝟏 −
𝟏

𝒖𝟐
)𝒅𝒖

√𝟑
𝟐

𝟏

= (𝒖 +
𝟏

𝒖
)
𝟏

√𝟑
𝟐
= (
√𝟑

𝟐
+
𝟐

√𝟑
) − 𝟐 

(𝒍𝒆𝒕 𝒖 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒅𝒖 = −𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 , 𝒘𝒉𝒆𝒏 𝒙 = 𝟎 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 = 𝟏, 𝒙 =
𝝅

𝟔
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 =

√𝟑

𝟐
) 

∫ 𝒕𝒂𝒏𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= (𝐥𝐨𝐠|𝒔𝒆𝒄𝒙|)
𝟎

𝝅
𝟔 = 𝒍𝒐𝒈 (

𝟐

√𝟑
) 

∫ (
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
)  𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫ (𝒔𝒆𝒄𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙) 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= (𝐥𝐨𝐠|𝒔𝒆𝒄𝒙 + 𝒕𝒂𝒏𝒙| − 𝒔𝒊𝒏𝒙 )
𝟎

𝝅
𝟔 = 𝐥𝐨𝐠√𝟑 −

𝟏

𝟐
 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝐝𝐱 =

𝝅
𝟔

𝟎

  

= (
𝟏

√𝟑
−
𝝅

𝟔
) − ((

√𝟑

𝟐
+
𝟐

√𝟑
) − 𝟐) + 𝐥𝐨𝐠 (

𝟐

√𝟑
) − (𝐥𝐨𝐠√𝟑 −

𝟏

𝟐
) =

𝟓

𝟐
−
𝟓√𝟑

𝟔
−
𝝅

𝟔
− 𝐥𝐨𝐠

𝟑

𝟐
 

2717. Find: 

∫
𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟑𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 
= 𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟑 − 𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟒𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟏) 

 
𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
=

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)
(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) = 
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=
𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟏)

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) = 

= 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝟐𝒕𝒂𝒏𝒙(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) −
𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
= 

= 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟐(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) + 𝟐𝒕𝒂𝒏𝒙 −
𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
− (𝒕𝒂𝒏𝒙. 𝒔𝒆𝒄𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙) = 

= 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟐 + 𝟐𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝟐(𝒔𝒆𝒄𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙) − 𝒔𝒆𝒄𝒙. 𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟏 = 
= 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝟐𝒔𝒆𝒄𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒆𝒄𝒙. 𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟑 

 

∫
𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= ∫ ( 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝟐𝒔𝒆𝒄𝒙 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒆𝒄𝒙. 𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟑)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= (−𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟐 𝐥𝐨𝐠|𝒔𝒆𝒄𝒙| − 𝟐 𝐥𝐨𝐠|𝒔𝒆𝒄𝒙 + 𝒕𝒂𝒏𝒙| + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒔𝒆𝒄𝒙 + 𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝟑𝒙)𝟎

𝝅
𝟔 = 

= (−
𝟒√𝟑

𝟐
+
√𝟑

𝟐
+ 𝟐 𝐥𝐨𝐠

𝟐

√𝟑
− 𝟐 𝐥𝐨𝐠√𝟑 + 𝟐 ×

𝟏

𝟐
−
𝟐

√𝟑
+
𝟏

√𝟑
− 𝟑 ×

𝝅

𝟔
) − 𝟒 − 𝟏 = 

= −
𝟑√𝟑

𝟐
+ 𝟐 𝐥𝐨𝐠 (

𝟐

𝟑
) −

𝟏

√𝟑
−
𝝅

𝟐
+ 𝟔 

2718. Find: 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙

𝟏+𝒔𝒊𝒏𝒙
= 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 +

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
 

 

∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙  𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒙(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒙  𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

−∫ 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒙  𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

+∫ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙𝒅(𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= (−𝒄𝒐𝒔𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 +

𝟏

𝟑
(𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙)

𝟎

𝝅
𝟔 = −

√𝟑

𝟐
+ 𝟏 +

𝟏

𝟑
(
𝟑√𝟑

𝟖
− 𝟏) 

 

∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙  𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫ (𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟐
(𝒙 −

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
)
𝟎

𝝅
𝟔
=
𝟏

𝟐
(
𝝅

𝟔
−
√𝟑

𝟒
) 
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∫ 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= (−𝒄𝒐𝒔𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 = 𝟏 −

√𝟑

𝟐
 

∫  𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= (𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 =

𝝅

𝟔
 

∫  
𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫  
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫  (𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝐱 𝐬𝐞𝐜𝐱)𝐝𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= (𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝒔𝒆𝒄𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 =

𝟏

√𝟑
−
𝟐

√𝟑
+ 𝟏 = −

𝟏

√𝟑
+ 𝟏 

 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= −
√𝟑

𝟐
+ 𝟏 +

𝟏

𝟑
(
𝟑√𝟑

𝟖
− 𝟏) −

𝟏

𝟐
(
𝝅

𝟔
−
√𝟑

𝟒
) + 𝟏 −

√𝟑

𝟐
−
𝝅

𝟔
−
𝟏

√𝟑
+ 𝟏 = 

=
𝟖

𝟑
−
𝝅

𝟒
−
𝟑√𝟑

𝟒
−
𝟏

√𝟑
 

2719. Find: 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
=

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)
 

𝑳𝒆𝒕 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 = −𝒅𝒖  

𝒘𝒉𝒆𝒏 𝒙 = 𝟎 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 = 𝟏, 𝒘𝒉𝒆𝒏 𝒙 =
𝝅

𝟔
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 =

√𝟑

𝟐
 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)
 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= −∫
𝒅𝒖

𝒖(𝟐 − 𝒖𝟐)

√𝟑
𝟐

𝟏

= 

= ∫
𝒅𝒖

𝒖(𝟐 − 𝒖𝟐)

𝟏

√𝟑
𝟐

=
𝟏

𝟐
∫ (

𝟏

𝒖
−

𝒖

𝟐 − 𝒖𝟐
)𝒅𝒖

𝟏

√𝟑
𝟐

=
𝟏

𝟐
(𝐥𝐧(|𝒖|))

√𝟑
𝟐

𝟏 −
𝟏

𝟒
∫ (

𝟐𝒖

𝟐 − 𝒖𝟐
)𝒅𝒖

𝟏

√𝟑
𝟐

= 

= −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

√𝟑

𝟐
) −

𝟏

𝟒
(𝐥𝐧|𝟐 − 𝒖𝟐|)√𝟑

𝟐

𝟏
= −

𝟏

𝟒
𝐥𝐧 (
𝟑

𝟒
) +

𝟏

𝟒
𝐥𝐧 (
𝟓

𝟒
) =

𝟏

𝟒
𝐥𝐧 (
𝟓

𝟑
) 
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2720. Find: 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 

𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
=

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)
  

𝑳𝒆𝒕 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 = −𝒅𝒖  

𝑰𝒇 𝒙 = 𝟎 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 = 𝟏 , 𝒊𝒇 𝒙 =
𝝅

𝟔
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒖 =

√𝟑

𝟐
 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫  
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)
 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 = −∫
𝒅𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)
 

√𝟑
𝟐

𝟏

= 

= ∫
𝒅𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

√𝟑
𝟐

= ∫
(𝟏 + 𝒖𝟐) − 𝒖𝟐

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟐)
 𝒅𝒖

𝟏

√𝟑
𝟐

= ∫
𝒅𝒖

𝒖

𝟏

√𝟑
𝟐

−∫
𝒖 𝒅𝒖

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

√𝟑
𝟐

= 

= (𝐥𝐧| 𝒖| −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝟏 + 𝒖𝟐|)

√𝟑
𝟐

𝟏

= − 𝐥𝐧(
√𝟑

𝟐
) −

𝟏

𝟐
(𝐥𝐧 𝟐 − 𝐥𝐧

𝟕

𝟒
) = 

= −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (
𝟑

𝟒
) −

𝟏

𝟐
(𝐥𝐧𝟐 − 𝐥𝐧

𝟕

𝟒
) =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧
𝟕

𝟔
 

2721. Find: 

∫
𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 = 𝟒𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙 − 𝟑𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏 = (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)(𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏) = 

= (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)(𝟐 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏) = (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)(𝟑 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙) (𝟏) 

∫
𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
(𝟏)
  ∫   (𝟑 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙) 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= (𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝟒𝒔𝒊𝒏𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 =

𝝅

𝟐
+
√𝟑

𝟐
− 𝟐 
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2722. Find: 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
=

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)
=

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

(𝟏−𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) (𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)
= 

 

=
(𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙) − 𝟐(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)

 (𝟏−𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) (𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)
=

𝟏

(𝟏− 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) 
−

𝟐

𝟐−𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
= 

 

= 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 −
𝟐 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝟐𝐬𝐞𝐜𝟐𝐱−𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙
= 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 −

𝟐 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝟐+𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙
 

 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

− 𝟐∫
 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝟐+𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

 

= (𝒕𝒂𝒏𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 − 𝟐∫

 𝒅(𝒕𝒂𝒏𝒙)

𝟐+𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

√𝟑
−
𝟐

√𝟐
(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝒕𝒂𝒏𝒙

√𝟐
))
𝟎

𝝅
𝟔
=
𝟏

√𝟑
− √𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟏

√𝟔
) 

 
2723. Find: 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟒 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 
 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟒 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙.

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙. 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙.

𝝅
𝟔

𝟎

  

 

𝑳𝒆𝒕 𝒕𝒂𝒏𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙𝒅𝒙 = 𝒅𝒖 

 𝒙 = 𝟎 → 𝒖 = 𝟎 𝒂𝒏𝒅 𝒙 =
𝝅

𝟔
→ 𝒖 =

𝟏

√𝟑
 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 =
𝒖𝟐

𝟏 + 𝒖𝟐
, 𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 =

𝒖𝟒

(𝟏 + 𝒖𝟐)𝟐
, 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 = 𝟏 + 𝒖𝟐 
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 𝑼𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒂𝒃𝒐𝒗𝒆 𝒓𝒆𝒔𝒖𝒍𝒕: 

∫
𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙. 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝒅𝒙.

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝒖𝟒

𝟏+𝟐𝒖𝟐
𝒅𝒖 =

𝟏

√𝟑

𝟎

  

= ∫ (
𝒖𝟐

𝟐
−
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟒
.

𝟏

𝟐𝒖𝟐 + 𝟏
)𝒅𝒖.

𝟏

√𝟑

𝟎

= ∫
𝒖𝟐

𝟐
𝒅𝒖.

𝟏

√𝟑

𝟎

−
𝟏

𝟒
 ∫ 𝒅𝒖

𝟏

√𝟑

𝟎

+
𝟏

𝟒
∫

𝟏

𝟐𝒖𝟐 + 𝟏
 𝒅𝒖

𝟏

√𝟑

𝟎

= 

= (
𝒖𝟑

𝟔
)
𝟎

𝟏

√𝟑
−
𝟏

𝟒
(𝒖)

𝟎

𝟏

√𝟑 +
𝟏

𝟒√𝟐
(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(√𝟐𝒖))

𝟎

𝟏

√𝟑 =
𝟏

𝟒√𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(√

𝟐

𝟑
) +

𝟏

𝟏𝟖√𝟑
−
𝟏

𝟒√𝟑
= 

=
𝟏

𝟒√𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(√

𝟐

𝟑
) −

𝟕

𝟑𝟔√𝟑
 

2724. Find: 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟒𝒙

𝟏+𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

    

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝑳𝒆𝒕 𝒕𝒂𝒏𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙𝒅𝒙 = 𝒅𝒖  

𝒙 = 𝟎 → 𝒖 = 𝟎 𝒂𝒏𝒅 𝒙 =
𝝅

𝟔
→ 𝒖 =

𝟏

√𝟑
 

 𝒔𝒊𝒏𝒙 =
𝒖

√𝒖𝟐 + 𝟏
 , 𝒄𝒐𝒔𝒙 =

𝟏

√𝒖𝟐 + 𝟏
, 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 = 𝟏 + 𝒖𝟐 

 
𝑼𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒂𝒃𝒐𝒗𝒆 𝒓𝒆𝒔𝒖𝒍𝒕: 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟒𝒙

𝟏+𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

  = ∫
𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙

𝟏+𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙. 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙𝐝𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

  = ∫
𝒖𝟒

𝟐+𝒖𝟐
𝒅𝒖

𝟏

√𝟑

𝟎

= 

 

 = ∫ 𝒖𝟐𝒅𝒖

𝟏

√𝟑

𝟎

− 𝟐∫ 𝒅𝒖

𝟏

√𝟑

𝟎

+ 𝟒∫
𝒅𝒖

𝟐+𝒖𝟐

𝟏

√𝟑

𝟎

= (
𝒖𝟑

𝟑
)
𝟎

𝟏

√𝟑
− 𝟐(𝒖)

𝟎

𝟏

√𝟑 +
𝟒

√𝟐
(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝒖

√𝟐
))
𝟎

𝟏

√𝟑 = 

 

= 𝟐√𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝟏

√𝟔
) +

𝟏

𝟗√𝟑
−
𝟐

√𝟑
= 𝟐√𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟏

√𝟔
) −

𝟏𝟕

𝟗√𝟑
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2725. Find: 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 
 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 

 
 𝑳𝒆𝒕 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 = −𝒅𝒖 

𝒙 = 𝟎 → 𝒖 = 𝟏𝒂𝒏𝒅 𝒙 =
𝝅

𝟔
→ 𝒖 =

√𝟑

𝟐
  

∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ −
𝒅𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟑)

√𝟑
𝟐

𝟏

= ∫
𝒅𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟑)

𝟏

√𝟑
𝟐

= 

 

= ∫
(𝟏 + 𝒖𝟑) − 𝒖𝟑

𝒖(𝟏 + 𝒖𝟑)

𝟏

√𝟑
𝟐

𝒅𝒖 = ∫
𝒅𝒖

𝒖

𝟏

√𝟑
𝟐

−∫
𝒖𝟐 𝒅𝒖

(𝟏 + 𝒖𝟑)

𝟏

√𝟑
𝟐

= (𝐥𝐨𝐠|𝒖|)
√𝟑
𝟐

𝟏 −
𝟏

𝟑
(𝐥𝐨𝐠|𝟏 + 𝒖𝟑|)√𝟑

𝟐

𝟏
= 

 

= − 𝐥𝐨𝐠 (
√𝟑

𝟐
) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝟏

𝟑
𝐥𝐨𝐠 (

𝟖 + 𝟑√𝟑

𝟖
) =

𝟏

𝟑
𝐥𝐨𝐠 (

𝟖 + 𝟑√𝟑

𝟔√𝟑
) 

 

2726. Find: 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
=

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

. 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)
=  

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)
= 

 

=
𝟏

𝟐

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙) − (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)

(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)
=
𝟏

𝟐
(

𝟏

(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)
−

𝟏

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙)
) = 
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=
𝟏

𝟐
(𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 −

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
) =

𝟏

𝟐
(𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 −

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙

𝟏 + 𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
) 

 

∫
𝐭𝐚𝐧𝟐𝒙

𝟏+𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟐
 ∫ (𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 −

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙

𝟏 + 𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
)𝒅𝒙 = 

𝝅
𝟔

𝟎

 

 

=
𝟏

𝟐
(𝒕𝒂𝒏𝒙)

𝟎

𝝅
𝟔 −

𝟏

𝟐
∫ (

𝒅(𝒕𝒂𝒏𝒙)

𝟏 + 𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟐
.
𝟏

√𝟑
−
𝟏

𝟐√𝟐
(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(√𝟐𝒕𝒂𝒏𝒙))

𝟎

𝝅
𝟔 = 

 

=
𝟏

𝟐√𝟑
−
𝟏

𝟐√𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(√

𝟐

𝟑
) 

2727. Find: 

∫
𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

∫
𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 + ∫
𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = 𝑰𝟏 + 𝑰𝟐 

 

𝑰𝟏 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = 

 

= ∫
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

− ∫ 𝒔𝒆𝒄 𝒙 . 𝐭𝐚𝐧 𝒙𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 

= (𝒕𝒂𝒏𝒙)
𝟎

𝝅
𝟔 − (𝒔𝒆𝒄𝒙)

𝟎

𝝅
𝟔 =

𝟏

√𝟑
− (

𝟐

√𝟑
− 𝟏) =

√𝟑 − 𝟏

√𝟑
  

 

𝑰𝟐 = ∫
𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙

(𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = 

(𝑳𝒆𝒕 𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒅𝒙 = 𝒅𝒖 , 𝒙 = 𝟎 → 𝒖 = 𝟎 𝒂𝒏𝒅 𝒙 =
𝝅

𝟔
→ 𝒖 =

𝟏

𝟐
) 

= ∫
𝟐𝒖

(𝟏 − 𝟐𝐮𝟐)(𝟏 + 𝒖)

𝟏
𝟐

𝟎

𝒅𝒖 = 𝟐∫
𝒖

(𝟏 − √𝟐𝒖)(𝟏 + √𝟐𝒖)(𝟏 + 𝒖)

𝟏
𝟐

𝟎

𝒅𝒖 
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(
𝒖

(𝟏 − √𝟐𝒖)(𝟏 + √𝟐𝒖)(𝟏 + 𝒖)
=

𝑨

(𝟏 + √𝟐𝒖)
+

𝑩

(𝟏 − √𝟐𝒖)
+

𝑪

(𝟏 + 𝒖)
  

 

𝒖 = 𝑨(𝟏 + 𝒖)(𝟏 − √𝟐𝒖) + 𝑩(𝟏 + 𝒖)(𝟏 + √𝟐𝒖) + 𝑪(𝟏 − 𝟐𝒖𝟐)  

 

𝑾𝒆 𝒑𝒖𝒕 𝒖 =
𝟏

√𝟐
 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 𝟏 = 𝟐𝑩(√𝟐 + 𝟏) 𝒐𝒓 𝑩 =

𝟏

𝟐(𝟏 + √𝟐)
=
√𝟐 − 𝟏

𝟐
 

 

𝑾𝒆 𝒑𝒖𝒕 𝒖 = −
𝟏

√𝟐
 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 − 𝟏 = 𝟐𝑨(√𝟐 − 𝟏) 𝒐𝒓, 𝑨 =

−𝟏

𝟐(√𝟐 − 𝟏)
= −

√𝟐 + 𝟏

𝟐
 

 

𝑾𝒆 𝒑𝒖𝒕 𝒖 = 𝟎 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 𝟎 = 𝑨 + 𝑩+ 𝑪 𝒐𝒓 𝑪 = −(𝑨 + 𝑩) = −(
√𝟐 − 𝟏

𝟐
−
√𝟐 + 𝟏

𝟐
) = 𝟏)  

 

𝑰𝟐 = 𝟐∫ (
𝑨

(𝟏 + √𝟐𝒖)
+

𝑩

(𝟏 − √𝟐𝒖)
+

𝑪

(𝟏 + 𝒖)
  )

𝟏
𝟐

𝟎

𝒅𝒖 = 

 

= 𝟐(
𝑨

√𝟐
𝐥𝐨𝐠 |(𝟏 + √𝟐𝒖)| −

𝑩

√𝟐
𝐥𝐨𝐠|(𝟏 − √𝟐𝒖)| + 𝑪𝒍𝒐𝒈|(𝟏 + 𝒖)|)

𝟎

𝟏
𝟐
= 

 

= −
√𝟐 + 𝟏

√𝟐
𝐥𝐨𝐠 (

𝟐 + √𝟐

𝟐
) −

√𝟐 − 𝟏

√𝟐
𝐥𝐨𝐠 (

𝟐 − √𝟐

𝟐
) + 𝟐 𝐥𝐨𝐠 (

𝟑

𝟐
) 

 

∫
𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = 𝑰𝟏 + 𝑰𝟐 = 

 

=
√𝟑 − 𝟏

√𝟑
 −
√𝟐 + 𝟏

√𝟐
𝐥𝐨𝐠 (

𝟐 + √𝟐

𝟐
) −

√𝟐 − 𝟏

√𝟐
𝐥𝐨𝐠 (

𝟐 − √𝟐

𝟐
) + 𝟐 𝐥𝐨𝐠 (

𝟑

𝟐
) 

 
2728. Find: 

∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
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Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

𝟏

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)
=

𝟏

(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧(𝒙))(𝟏 − 𝐭𝐚𝐧(𝒙) + 𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙))
= 

=
𝟏

𝟑
(

𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧(𝒙)
+

𝟐 − 𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧(𝒙) + 𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)
) 

∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=⏞
𝐭𝐚𝐧(𝒙)→𝒕

 

=
𝟏

𝟑
(∫

𝟏

(𝟏 + 𝒕)(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

+∫
𝟐 − 𝒕

(𝟏 − 𝒕 + 𝒕𝟐)(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

) = Ω𝟏 + Ω𝟐 

Ω = Ω𝟏 + Ω𝟐 

Ω𝟏 =
𝟏

𝟑
∫

𝟏

(𝟏 + 𝒕)(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

= 

𝟏

𝟑
.
𝟏

𝟐
(∫

𝟏

(𝟏 + 𝒕)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

−∫
𝒕

(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

+∫
𝟏

(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

) = 

=
𝟏

𝟔
(𝐥𝐧 (

𝟑 + √𝟑

𝟑
) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (
𝟒

𝟑
) +

𝝅

𝟔
) =

𝟏

𝟔
𝐥𝐧(

𝟏 + √𝟑

𝟐
) +

𝝅

𝟑𝟔
 

Ω𝟐 =
𝟏

𝟑
∫

𝟐 − 𝒕

(𝟏 − 𝒕 + 𝒕𝟐)(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

= 

=
𝟏

𝟑
(∫

𝟏 − 𝟐𝒕

(𝟏 − 𝒕 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

+∫
𝟐𝒕

(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

+∫
𝟏

(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

) = 

=
𝟏

𝟑
(−𝒍𝒏 |𝟏 − 𝒕 + 𝒕𝟐||

√𝟑
𝟑
𝟎
+ 𝒍𝒏 |𝟏 + 𝒕𝟐||

√𝟑
𝟑
𝟎
+ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)|

√𝟑
𝟑
𝟎
) = 

=
𝟏

𝟑
(𝐥𝐧 (

𝟒

𝟑
) − 𝐥𝐧 (

𝟒 − √𝟑

𝟑
) +

𝝅

𝟔
) =

𝟏

𝟑
𝐥𝐧 (

𝟏𝟔 + 𝟒√𝟑

𝟏𝟑
) +

𝝅

𝟏𝟖
 

Ω = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= Ω𝟏 + Ω𝟐 = 

=
𝟏

𝟔
𝐥𝐧 (

𝟏 + √𝟑

𝟐
) +

𝝅

𝟑𝟔
+
𝟏

𝟑
𝐥𝐧 (

𝟏𝟔 + 𝟒√𝟑

𝟏𝟑
) +

𝝅

𝟏𝟖
=
𝟏

𝟔
𝐥𝐧 (

𝟑𝟒𝟒 + 𝟐𝟏𝟔√𝟑

𝟏𝟔𝟗
) +

𝝅

𝟏𝟐
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2729. Find: 

∫
𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

 ∫
𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= ∫
𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙

(𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏)(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
−𝟐𝒖𝒅𝒖

(𝟐𝐮𝟐 − 𝟏)(𝟏 + 𝒖𝟐)
𝒅𝒖

√𝟑
𝟐

𝟏

  

(𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙 = −𝒅𝒖 , 𝒙 = 𝟎 → 𝒖 = 𝟏 𝒂𝒏𝒅 𝒙 =
𝝅

𝟔
 → 𝒖 =

√𝟑

𝟐
) 

= ∫
𝟐𝒖𝒅𝒖

(𝟐𝐮𝟐 − 𝟏)(𝟏 + 𝒖𝟐)
𝒅𝒖

𝟏

√𝟑
𝟐

= ∫
𝒅𝒕

(𝟐𝐭 − 𝟏)(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟑
𝟒

= 

 (𝒖𝟐 = 𝒕 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝟐𝒖𝒅𝒖 = 𝒅𝒕 , 𝒖 =
√𝟑

𝟐
→ 𝒕 =

𝟑

𝟒
 𝒂𝒏𝒅 𝒖 = 𝟏 → 𝒕 = 𝟏) 

=
𝟏

𝟑
∫ (

𝟐(𝟏 + 𝒕) − (𝟐𝒕 − 𝟏)

(𝟐𝐭 − 𝟏)(𝟏 + 𝒕)
𝒅𝒕

𝟏

𝟑
𝟒

=
𝟏

𝟑
∫

𝟐𝒅𝒕

(𝟐𝐭 − 𝟏)

𝟏

𝟑
𝟒

−
𝟏

𝟑
∫

𝒅𝒕

(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟑
𝟒

= 

=
𝟏

𝟑
(𝐥𝐨𝐠 |

𝟐𝒕 − 𝟏

𝟏 + 𝒕
|)
𝟑
𝟒

𝟏

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐨𝐠 (

𝟕

𝟒
) 

2730. Find: 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟑
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝑳𝒆𝒕 𝒕 = 𝐭𝐚𝐧
𝒙

𝟐
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒅𝒙 =

𝟐𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
 , 𝒔𝒊𝒏𝒙 =

𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
  

 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟑
𝒅𝒙 = ∫

𝟏

(𝟏 +
𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
 )
𝟑

𝟐𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
= ∫

(𝟏 + 𝒕𝟐)𝟑

(𝟏 + 𝒕)𝟔
.
𝟐

𝟏 + 𝒕𝟐
𝒅𝒕 = 

= 𝟐∫
(𝟏 + 𝒕𝟐)𝟐

(𝟏 + 𝒕)𝟔
𝒅𝒕 = 𝟐∫

𝒕𝟒 + 𝟐𝒕𝟐 + 𝟏

(𝟏 + 𝒕)𝟔
𝒅𝒕 =

𝟏+𝒕=𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒅𝒕=𝒅𝒖
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 𝟐∫
(𝒖 − 𝟏)𝟒 + 𝟐(𝒖 − 𝟏)𝟐 + 𝟏

𝒖𝟔
𝒅𝒖 = 𝟐∫

𝒖𝟒 − 𝟒𝒖𝟑 + 𝟖𝒖𝟐 − 𝟖𝒖 + 𝟒

𝒖𝟔
𝒅𝒖 = 

= 𝟐∫(
𝟏

𝒖𝟐
−
𝟒

𝒖𝟑
+
𝟖

𝒖𝟒
−
𝟖

𝒖𝟓
+
𝟒

𝒖𝟔
) 𝒅𝒖 = −

𝟐

𝒖
+
𝟒

𝒖𝟐
−
𝟏𝟔

𝟑𝒖𝟑
+
𝟒

𝒖𝟒
−
𝟖

𝟓𝒖𝟓
= 

= −
𝟐

𝟏 + 𝒕
+

𝟒

(𝟏 + 𝒕)𝟐
−

𝟏𝟔

𝟑(𝟏 + 𝒕)𝟑
+

𝟒

(𝟏 + 𝒕)𝟒
−

𝟖

𝟓(𝟏 + 𝒕)𝟓
= 

= −
𝟐

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐

+
𝟒

(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐)
𝟐 −

𝟏𝟔

𝟑(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐)
𝟑 +

𝟒

(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐)
𝟒 −

𝟖

𝟓(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐)
𝟓

 

 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟑
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= [
𝟐

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐

+
𝟒

(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐
)
𝟐
−

𝟏𝟔

𝟑(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐
)
𝟑
+

𝟒

(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐
)
𝟒
−

𝟖

𝟓(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝒙
𝟐
)
𝟓
]

𝟎

𝝅
𝟔

= 𝑭(
𝝅

𝟔
) − 𝑭(𝟎) 

𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

=
𝟏

𝟏 + (𝟐 − √𝟑)
=
𝟑 + √𝟑

𝟔
=

√𝟑=𝒓 𝒂𝒏𝒅  𝒓𝟐=𝟑 𝟑 + 𝒓

𝟔
 

( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟐

= (
𝟑 + 𝒓

𝟔
)
𝟐

=
𝟗 + 𝒓𝟐 + 𝟔𝒓

𝟑𝟔
=
𝒓𝟐=𝟑 𝟐 + 𝒓

𝟔
  

 

( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟑

= ( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟐

. (
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

) =
𝟐 + 𝒓

𝟔
 .
𝟑 + 𝒓

𝟔
=
𝒓𝟐=𝟑 𝟗 + 𝟓𝒓

𝟑𝟔
 

 

( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟒

= (( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟐

)

𝟐

= (
𝟐 + 𝒓

𝟔
 )
𝟐

=
𝒓𝟐=𝟑 𝟕 + 𝟒𝒓

𝟑𝟔
 

( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟓

= ( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟐

. ( 
𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟏𝟐

)

𝟑

=
𝟐 + 𝒓

𝟔
 .
𝟗 + 𝟓𝒓

𝟑𝟔
=
𝒓𝟐=𝟑 𝟑𝟑 + 𝟏𝟗𝒓

𝟐𝟏𝟔
 

 

𝑭(
𝝅

𝟔
) =  −

𝟐(𝟑 + 𝒓)

𝟔
+
𝟒(𝟐 + 𝒓)

𝟔
−
𝟏𝟔(𝟗 + 𝟓𝒓)

𝟑 × 𝟑𝟔
+
𝟒(𝟕 + 𝟒𝒓)

𝟑𝟔
−
𝟖(𝟑𝟑 + 𝟏𝟗𝒓)

𝟓 × 𝟐𝟏𝟔
= −

𝟕

𝟏𝟓
−
𝟏𝟒𝒓

𝟏𝟑𝟓
  

 

𝑭(𝟎) = −𝟐 + 𝟒 −
𝟏𝟔

𝟑
+ 𝟒 −

𝟖

𝟓
= −

𝟏𝟒

𝟏𝟓
 

 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟑
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 𝑭(
𝝅

𝟔
) − 𝑭(𝟎) = −

𝟕

𝟏𝟓
−
𝟏𝟒𝒓

𝟏𝟑𝟓
− (−

𝟏𝟒

𝟏𝟓
) =

𝟔𝟑 − 𝟏𝟒𝒓

𝟏𝟑𝟓
=
𝒓=√𝟑 𝟔𝟑 − 𝟏𝟒√𝟑

𝟏𝟑𝟓
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2731. 𝑷𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒆 𝒃𝒆𝒍𝒐𝒘 𝒄𝒍𝒐𝒔𝒆𝒅 𝒇𝒐𝒓𝒎: 
 

∑
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅) − 𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅)

𝟐𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅) − 𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅)
𝒏𝝐ℕ

=
𝑮𝟐

𝟏𝟔
+
𝟏

𝟖𝝅
−
𝟏

𝟏𝟐
 

𝒘𝒉𝒆𝒓𝒆,   𝑮 𝒊𝒔 𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔′ 𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕 (=
𝟏

𝟐𝝅√𝟐𝝅
𝜞𝟐 (

𝟏

𝟒
)) 

 
Proposed by Ankush Kumar Parcha-India 

Solution by Shobhit Jain-India 
 
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅) − 𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅)

𝟐𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅) − 𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅)
=
𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅)𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟒𝒏𝝅) − 𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅) 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟐𝒏𝝅)

𝟐𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅)𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟒𝒏𝝅) − 𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅) 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟐𝒏𝝅)
= 

=
−𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅)

𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅) 𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟒𝒏𝝅) − 𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅)
=

−𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟒𝒏𝝅) − 𝟏
=

−𝟏

𝟐𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐(𝟐𝒏𝝅)
 

𝑰 = ∑
𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅) − 𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅)

𝟐𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟐𝒏𝝅) − 𝒕𝒂𝒏𝒉(𝟒𝒏𝝅)

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟐
∑

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐(𝟐𝒏𝝅)

∞

𝒏=𝟏

= 

= −𝟐∑
𝒆−𝟒𝒏𝝅

(𝟏 − 𝒆−𝟒𝒏𝝅)𝟐

∞

𝒏=𝟏

= −𝟐∑∑𝒌𝒆−𝟒𝒏𝒌𝝅
∞

𝒌=𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

⟹ 𝑰 = −𝟐∑
𝒌𝒆−𝟒𝒌𝝅

𝟏 − 𝒆−𝟒𝒌𝝅

∞

𝒌=𝟏

=
𝑷(𝒆−𝟒𝝅) − 𝟏

𝟏𝟐
 

𝑯𝒆𝒓𝒆,   𝑷(𝒒) = 𝟏 − 𝟐𝟒∑
𝒌𝒒𝒌

𝟏 − 𝒒𝒌

∞

𝒌=𝟏

   , 𝑹𝒂𝒎𝒂𝒏𝒖𝒋𝒂𝒏′𝒔  𝑬𝒊𝒔𝒆𝒏𝒔𝒕𝒆𝒊𝒏  𝒔𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔 

𝑳𝒆𝒕, 𝝋(𝒒) = ∑ 𝒒𝒏
𝟐

∞

𝒏=−∞

 

𝑵𝒐𝒘,   𝑩𝒚 𝒖𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒉𝒆𝒔𝒆 𝒓𝒆𝒔𝒖𝒍𝒕𝒔, {
𝝋𝟒(𝒒) =  

𝟏

𝟑
(𝟒𝑷(𝒒𝟒) − 𝑷(𝒒))

𝝋𝟒(−𝒒) =  
𝟏

𝟑
(𝑷(𝒒) − 𝟔𝑷(𝒒𝟐) + 𝟖𝑷(𝒒𝟒))

 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆, 𝝋𝟒(𝒒) + 𝝋𝟒(−𝒒) = 𝟒𝑷(𝒒𝟒) − 𝟐𝑷(𝒒𝟐) 

⟹⏟
𝒒=𝒆−𝝅

 𝑷(𝒆−𝟒𝝅) =
𝟏

𝟐
𝑷(𝒆−𝟐𝝅) +

𝝋𝟒(𝒆−𝝅) + 𝝋𝟒(−𝒆−𝝅)

𝟒
 

𝑵𝒐𝒘,   𝑷(𝒆−𝟐𝝅) = 𝟏 − 𝟐𝟒∑
𝒌

𝒆𝟐𝒌𝝅 − 𝟏

∞

𝒌=𝟏

= 𝟏 − 𝟐𝟒 (
𝟏

𝟐𝟒
−
𝟏

𝟖𝝅
) =

𝟑

𝝅
 (𝒌𝒏𝒐𝒘𝒏 𝒓𝒆𝒔𝒖𝒍𝒕)  
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𝝋(𝒆−𝝅) =
𝝅𝟏/𝟒

𝜞(
𝟑
𝟒)
   𝒂𝒏𝒅   𝝋(−𝒆−𝝅) =

𝝅𝟏/𝟒

𝟐𝟏/𝟒𝜞(
𝟑
𝟒)

 

⟹𝑷(𝒆−𝟒𝝅) =
𝟑

𝟐𝝅
+
𝟏

𝟒
(

𝝅

𝜞𝟒 (
𝟑
𝟒)
+

𝝅

𝟐𝜞𝟒 (
𝟑
𝟒)
) =

𝟑

𝟐𝝅
+

𝟑𝝅

𝟖𝜞𝟒 (
𝟑
𝟒)
=
𝟑

𝟐𝝅
+

𝟑

𝟑𝟐𝝅𝟑
𝜞𝟒 (

𝟏

𝟒
) 

⟹ 𝑰 =
𝑷(𝒆−𝟒𝝅) − 𝟏

𝟏𝟐
=
𝟏

𝟖𝝅
−
𝟏

𝟏𝟐
+

𝟏

𝟏𝟐𝟖𝝅𝟑
𝜞𝟒 (

𝟏

𝟒
) =

𝟏

𝟖𝝅
−
𝟏

𝟏𝟐
+
𝑮𝟐

𝟏𝟔
 

 

2732. Find: 

∫
(𝒙 + 𝟒)

√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟓
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 
 

∫
𝟐𝒙 + 𝟒

√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟓

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 =
𝒙𝟐+𝟒𝒙+𝟓=𝒖

∫
𝟐𝒖𝒅𝒖

𝒖

√𝟏𝟎

√𝟓

= 𝟐(𝒖)
√𝟓
√𝟏𝟎 = 𝟐(√𝟏𝟎 − √𝟓) 

 

∫
𝟒

√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟓
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝟒∫
𝟏

√(𝒙 + 𝟐)𝟐 + 𝟏
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 

 

= 𝟒 (𝐥𝐨𝐠 |(𝒙 + 𝟐) + √𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟓|)
𝟎

𝟏

= 𝟒 𝐥𝐨𝐠 |
𝟑 + √𝟏𝟎

𝟐 + √𝟓
| 

 

∫
(𝒙 + 𝟒)

√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟓
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫

(𝟐𝒙 + 𝟒)

√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟓
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

+
𝟏

𝟐
∫

𝟒

√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟓
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 

 

= (√𝟏𝟎 − √𝟓) + 𝟐 𝐥𝐨𝐠 |
𝟑 + √𝟏𝟎

𝟐 + √𝟓
| 

 
2733. Find: 

∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙)𝟐

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
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Solution by Tapas Das-India 
 

∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙)𝟐
= ∫

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
∫

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒅𝒙 = 

 

=
𝟏

𝟐
∫
𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
∫

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙 +

𝟏

𝟐
∫

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙 = 

 

=
𝟏

𝟐
∫
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝟐𝒙
𝒅𝒙 +

𝟏

𝟒
∫
𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙 = 

 

=
𝟏

𝟐
∫(𝐬𝐞𝐜𝟐𝟐𝒙 − 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙. 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙) . 𝒅𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐥𝐨𝐠|𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙| = 

=
𝟏

𝟒
𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 −

𝟏

𝟒
𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐥𝐨𝐠 |𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙| 

 

∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙)𝟐

𝝅
𝟔

𝟎

= (
𝟏

𝟒
𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 −

𝟏

𝟒
𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐥𝐨𝐠|𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙|)

𝟎

𝝅
𝟔
= 

 

=
𝟏

𝟒
(√𝟑 − 𝟏 + 𝐥𝐨𝐠 (

𝟐 + √𝟑

𝟐
) 

2734. Find: 

∫
𝒙 + 𝟏

√𝟑𝒙 + 𝟐
𝟑 𝒅𝒙

𝟐

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝑳𝒆𝒕 𝟑𝒙 + 𝟐 = 𝒖 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟑
𝒅𝒖 𝒂𝒏𝒅 𝒙 =

𝒖 − 𝟐

𝟑
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒙 + 𝟏 =

𝒖 + 𝟏

𝟑
 

𝒙 = 𝟎 → 𝒖 = 𝟐 𝒂𝒏𝒅 𝒙 = 𝟐 → 𝒖 = 𝟖 
 

∫
𝒙 + 𝟏

√𝟑𝒙 + 𝟐
𝟑 𝒅𝒙

𝟐

𝟎

= ∫
(𝒖 + 𝟏)𝒖−

𝟏
𝟑

𝟗
𝒅𝒖

𝟖

𝟐

=
𝟏

𝟗
∫ (𝒖

𝟐
𝟑 + 𝒖−

𝟏
𝟑)𝒅𝒖

𝟖

𝟐

= 

=
𝟏

𝟗
(
𝟑

𝟓
𝒖
𝟓
𝟑 +

𝟑

𝟐
𝒖
𝟐
𝟑)
𝟐

𝟖

=
𝟏𝟒

𝟓
−
𝟑

𝟏𝟎
𝟐
𝟐
𝟑 
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2735. Find: 

∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝒅𝒙

(𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝒙
𝟐)
𝟐.

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝒙

𝟐
. (
𝟏

𝟐
 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

 

=
𝟏

𝟐
∫ (𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐

𝒙

𝟐
). (
𝟏

𝟐
 𝐬𝐞𝐜𝟐

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫ (𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐

𝒙

𝟐
). 𝒅 (𝐭𝐚𝐧

𝒙

𝟐
)

𝝅
𝟔

𝟎

= 

 

=
𝟏

𝟐
(𝐭𝐚𝐧

𝒙

𝟐
+
𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧𝟑

𝒙

𝟐
)
𝟎

𝝅
𝟔
=
𝟏

𝟐
(𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟏𝟐
+
𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧𝟑

𝝅

𝟏𝟐
) =
𝐭𝐚𝐧

𝝅
𝟏𝟐
=𝟐−√𝟑

 

 

=
𝟏

𝟐
((𝟐 − √𝟑) +

𝟏

𝟑
(𝟐 − √𝟑)

𝟑
) =

𝟏

𝟐
(
𝟑𝟐

𝟑
− 𝟔√𝟑) 

2736. Find: 

∫ 𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙) (𝟏) 

 

∫𝒆𝒂𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒃𝒙𝒅𝒙 =
𝒆𝒂𝒙

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
(𝒂 𝐜𝐨𝐬 𝒃𝒙 + 𝒃𝐬𝐢𝐧 𝒃𝒙) + 𝒄 (𝟐) 

 

∫ 𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫ 𝒆𝒙(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)𝐝𝒙
𝝅

𝟎

=
𝟏

𝟐
(𝒆𝒙)𝟎

𝝅 −
𝟏

𝟐
∫ 𝒆𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝟎

= 

=
𝟏

𝟐
(𝒆𝝅 − 𝟏) −

𝟏

𝟐
.

𝟏

𝟏𝟐 + 𝟐𝟐
(𝒆𝒙(𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙))

𝟎

𝝅
= 

=
𝟏

𝟐
(𝒆𝝅 − 𝟏) −

𝟏

𝟏𝟎
(𝒆𝝅 − 𝟏) =

𝟐

𝟓
(𝒆𝝅 − 𝟏) 
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2737. Find: 

∫ (𝒙 + 𝟕)√𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 = 𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐 𝒂𝒏𝒅 𝒙 + 𝟕 = (𝒙 − 𝟏) + 𝟖 
 

(𝒙 + 𝟕)√𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐 = (𝒙 − 𝟏)√𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟖√𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐 
 

∫ (𝒙 − 𝟏)√𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 =
𝒖=𝒙−𝟏

 ∫ 𝒖√𝟒 − 𝒖𝟐
𝟎

−𝟏

𝒅𝒖 = −
𝟏

𝟐
∫ −𝟐𝒖√𝟒 − 𝒖𝟐
𝟎

−𝟏

𝒅𝒖 

=
𝟒−𝒖𝟐=𝒕

−
𝟏

𝟐
∫ √𝒕𝒅𝒕
𝟒

𝟑

= −
𝟏

𝟑
(𝒕
𝟑
𝟐)
𝟑

𝟒

= −
𝟏

𝟑
(𝟖 − 𝟑√𝟑) = −

𝟖

𝟑
+ √𝟑 

𝟖∫ √𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 𝟖(
(𝒙 − 𝟏)√𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐

𝟐
+ 𝟐𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (

𝒙 − 𝟏

𝟐
))

𝟎

𝟏

= 

= 𝟖(𝟎 +
√𝟑

𝟐
+
𝟐𝝅

𝟔
) = 𝟒√𝟑 +

𝟖𝝅

𝟑
 

∫ (𝒙 + 𝟕)√𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ (𝒙 − 𝟏)√𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 + 𝟖∫ √𝟒 − (𝒙 − 𝟏)𝟐𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 

= −
𝟖

𝟑
+ √𝟑 + 𝟒√𝟑 +

𝟖𝝅

𝟑
=
𝟖

𝟑
(𝝅 − 𝟏) + 𝟓√𝟑 

 

2738. 𝑭𝒊𝒏𝒅: 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟏

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅
𝟐 − 𝒙))

𝟐 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=⏞

𝝅
𝟐
−𝒙→𝒙

 

= ∫
𝟏

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝝅
𝟑

= ∫
𝟏

𝟒𝒄𝒐𝒔𝟒 (
𝒙
𝟐)
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝝅
𝟑

=
𝟏

𝟐
∫

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐 (
𝒙
𝟐)
.

𝒅𝒙

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐 (
𝒙
𝟐)

𝝅
𝟐

𝝅
𝟑

= 
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=
𝟏

𝟐
∫ (𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 (

𝒙

𝟐
))

𝒅𝒙

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐 (
𝒙
𝟐)

𝝅
𝟐

𝝅
𝟑

=⏞

𝐭𝐚𝐧(
𝒙
𝟐
)=𝒕→  𝒅𝒕=

𝒅𝒙

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐(
𝒙
𝟐
)

 

=
𝟏

𝟐
∫ (𝟏 + 𝒕𝟐)𝒅𝒕 =

𝟏

𝟐
(𝒕 +

𝒕𝟑

𝟑
)|
𝟏

√𝟑
𝟑

𝟏

√𝟑
𝟑

=
𝟏

𝟐
(
𝟒

𝟑
−
𝟖√𝟑

𝟐𝟕
) =

𝟐

𝟑
−
𝟒√𝟑

𝟐𝟕
 

2739. Find: 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟑
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

∫
𝟏

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟑
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟏

𝟖𝒄𝒐𝒔𝟔 (
𝒙
𝟐)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟖
∫

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟒 (
𝒙
𝟐)

𝒅𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐 (
𝒙
𝟐)

𝝅
𝟔

𝟎

= 

(𝑳𝒆𝒕 𝐭𝐚𝐧 (
𝒙

𝟐
) = 𝒕 →   𝒅𝒕 =

𝟏

𝟐
.

𝒅𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐 (
𝒙
𝟐)
) 

(
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟒 (
𝒙
𝟐)
= (𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 (

𝒙

𝟐
))

𝟐

= (𝟏 + 𝒕𝟐)𝟐 = 𝟏 + 𝟐𝒕𝟐 + 𝒕𝟒) 

=
𝟏

𝟖
∫ (𝟏 + 𝟐𝒕𝟐 + 𝒕𝟒). 𝟐𝒅𝒕 =
𝟐−√𝟑

𝟎

𝟏

𝟒
(𝒕 +

𝟐𝒕𝟑

𝟑
+
𝒕𝟓

𝟓
)|
𝟐 − √𝟑

𝟎
= 

=
𝟏

𝟒
((𝟐 − √𝟑) +

𝟐

𝟑
(𝟐 − √𝟑)

𝟑
+
𝟏

𝟓
(𝟐 − √𝟑)

𝟓
) = 

=
𝟏

𝟒
(𝟐 +

𝟓𝟐

𝟑
+
𝟑𝟔𝟐

𝟓
− √𝟑 − 𝟏𝟎√𝟑 −

𝟐𝟎𝟗

𝟓
√𝟑) =

𝟏

𝟒
(
𝟏𝟑𝟕𝟔

𝟏𝟓
−
𝟐𝟔𝟒

𝟓
√𝟑) =

𝟑𝟒𝟒

𝟏𝟓
−
𝟔𝟔

𝟓
√𝟑 

 

2740. Find: 

𝛀 = ∫
𝒙 𝒍𝒏𝟐(𝒙)

(𝟏 + 𝒙𝟐)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙 

Proposed by Vasile Mircea Popa-Romania 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

 𝛀 = ∫
𝒙 𝒍𝒏𝟐(𝒙)

(𝟏 + 𝒙𝟐)𝟐
𝒅𝒙

∞

𝟎

  𝒙𝟐 = 𝒕, 𝛀 =
𝟏

𝟖
∫

𝒍𝒏²(𝒕)

(𝟏 + 𝒕)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒕 = 
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=
𝟏

𝟖
𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅𝟐

𝒅𝒂𝟐
∫

𝒕𝒂

(𝟏 + 𝒕)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒕 =
𝟏

𝟖
𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅𝟐

𝒅𝒂𝟐
∫

𝒕(𝒂+𝟏)−𝟏

(𝟏 + 𝒕)(𝟏+𝒂)+(𝟏−𝒂)

∞

𝟎

𝒅𝒕 = 

=
𝟏

𝟖
𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅𝟐

𝒅𝒂𝟐
𝜷(𝒂 + 𝟏;𝟏 − 𝒂) =

𝟏

𝟖
𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅𝟐

𝒅𝒂𝟐
𝜞(𝟏 − 𝒂)𝜞(𝟏 + 𝒂) = 

=
𝟏

𝟖
𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝜞(𝟏 − 𝒂)𝜞(𝟏 + 𝒂)( (𝝍(𝟎)(𝟏 − 𝒂) − 𝝍(𝟎)(𝟏 + 𝒂))
𝟐

+ 𝝍(𝟏)(𝟏 − 𝒂) + 𝝍(𝟏 + 𝒂)) = 

=
𝟏

𝟖
(𝟐𝝍(𝟏)(𝟏)) =

𝝅𝟐

𝟐𝟒
 

 

∫
𝒙 𝐥𝐧²(𝒙)

(𝟏 + 𝒙𝟐)²

∞

𝟎

𝒅𝒙 =
𝝅𝟐

𝟐𝟒
 

2741. Find: 
 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙 = ∫

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙 =

𝒕𝒂𝒏𝒙=𝒖
−∫

𝒅𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖)𝟐
= 

 

= −∫
(𝟏 + 𝒖) − 𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖)𝟐
𝒅𝒖 = −∫

𝒅𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖)
+ ∫

𝒅𝒖

(𝟏 + 𝒖)𝟐
= 

 

= −∫
(𝟏 + 𝒖) − 𝒖

𝒖(𝟏 + 𝒖)
𝒅𝒖 −

𝟏

𝟏 + 𝒖
= −∫

𝟏

𝒖
𝒅𝒖 +∫

𝒅𝒖

𝟏 + 𝒖
 −

𝟏

𝟏 + 𝒖
= 

 

= − 𝐥𝐨𝐠|𝒖| + 𝐥𝐨𝐠|𝟏 + 𝒖| −
𝟏

𝟏 + 𝒖
= 𝐥𝐨𝐠 |

𝟏 + 𝒖

𝒖
| −

𝟏

𝟏 + 𝒖
= 𝐥𝐨𝐠 |

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
| −

𝟏

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
 

 

∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= [𝐥𝐨𝐠 |
𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
| −

𝟏

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
]
𝟎

𝝅
𝟔
= 𝐥𝐨𝐠 (

𝟐 + √𝟑

𝟐
) +

𝟏

𝟐
−

𝟐

𝟐 + √𝟑
 

 
2742. Prove that: 

∫
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙𝟐)

𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝒅𝒙 =
𝝅𝟐

𝟒
− 𝟒𝑮 

Proposed by Cosghun Memmedov-Azerbaijan 
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Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

 𝑰 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙𝟐)

𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝒅𝒙     𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬(𝒙) = 𝒕  
𝒅𝒕

𝒅𝒙
= −

𝟏

√𝟏 − 𝒙𝟐
= −

𝟏

𝐬𝐢𝐧(𝒕)
 

𝑰 = ∫
𝒕𝒔𝒊𝒏(𝒕) 𝐥𝐧 (𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒕))

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = 𝟐∫
𝒕𝒔𝒊𝒏(𝒕) 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒕))

𝒄𝒐𝒔²(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕

→  𝑰𝑩𝑷   
𝒖 = 𝒕 𝐥𝐧(𝒔𝒊𝒏(𝒕)),

𝒅𝒖

𝒅𝒕
= 𝒍𝒏(𝒔𝒊𝒏(𝒕)) + 𝒕𝒄𝒐𝒕(𝒕)..

𝒗 = ∫
𝐬𝐢𝐧(𝒕)

𝒄𝒐𝒔²(𝒕)
𝒅𝒕  𝐜𝐨𝐬(𝒕) = 𝒛  𝒅𝒛 = −𝐬𝐢𝐧(𝒕)𝒅𝒕 →  𝒗 = −∫

𝒅𝒛

𝒛²
=

𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝒕)
 
     

𝑰 = 𝟐 [
𝒕𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧(𝒕))

𝐜 𝐨𝐬(𝒕)
]
𝟎

𝝅
𝟐

− 𝟐∫
𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒕)) + 𝒕𝒄𝒐𝒕(𝒕)

𝐜𝐨𝐬(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = 

= −𝟐∫
𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒕))

𝐜𝐨𝐬(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 − 𝟐∫
𝒕

𝐬𝐢𝐧(𝒕)
𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎

= −𝟐𝑰𝟏 − 𝟐𝑰𝟐 

𝑰𝟏 = ∫
𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒕))

𝐜𝐨𝐬(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 → {𝐬𝐢𝐧(𝒕) = 𝒖  
𝒅𝒖

𝒅𝒕
= 𝐜𝐨𝐬(𝒕)} 

𝑰𝟏 = ∫
𝐥𝐧(𝒖)

𝟏 − 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒖 = ∑∫ 𝒖𝟐𝒏 𝐥𝐧(𝒖)𝒅𝒖
𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟎

= −∑
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

∫ 𝒖𝟐𝒏𝒅𝒖
𝟏

𝟎

= 

= −∑
𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= −𝜻(𝟐) +
𝟏

𝟐
𝜼(𝟐) = −

𝝅𝟐

𝟔
+
𝝅𝟐

𝟐𝟒
= −

𝝅𝟐

𝟖
 

𝑰𝟐 = ∫
𝒕

𝐬𝐢𝐧(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕         𝑾𝒆𝒊𝒆𝒓𝒔𝒕𝒓𝒂𝒔𝒔 𝑺𝒖𝒃𝒔𝒕𝒊𝒕𝒖𝒕𝒊𝒐𝒏:   

𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 (
𝒕

𝟐
)   𝒕 = 𝟐 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒚) ,

𝒅𝒕

𝒅𝒚
=

𝟐

𝟏 + 𝒚𝟐
, 𝐬𝐢𝐧(𝐭) =

𝟐 𝐭𝐚𝐧 (
𝒕
𝟐)

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 (
𝒕
𝟐
)
=

𝟐𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐
 

𝑰𝟐 = ∫
𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒚)

(
𝟐𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐
)

𝟏

𝟎

𝟐𝒅𝒚

(𝟏 + 𝒚𝟐)
= 𝟐∫

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒚)

𝒚

𝟏

𝟎

𝒅𝒚 = 𝟐∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= 𝟐𝑮 

𝑰 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙𝟐)

𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝒅𝒙 = −𝟐𝑰𝟏 − 𝟐𝑰𝟐 =
𝝅𝟐

𝟒
− 𝟒𝑮 

2743. Find: 

𝑰 = ∫
𝟏

𝒙
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) 𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏

𝒙
)𝒅𝒙

∞

𝟎

 

 
Proposed by Cosghun Memmedov-Azerbaijan 
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Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

𝑰 = ∫
𝟏

𝒙
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) 𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏

𝒙
)𝒅𝒙

∞

𝟎

= 

= ∫
𝟏

𝒙
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏

𝒙
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

+∫
𝟏

𝒙
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏

𝒙
)𝒅𝒙

∞

𝟏

 

𝑰 = 𝑰𝟏 + 𝑰𝟐       𝑰𝟐 = ∫
𝟏

𝒙
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏

𝒙
)𝒅𝒙

∞

𝟏
→ {

𝟏

𝒙
= 𝒕  𝒅𝒕 = −𝒕𝟐𝒅𝒙 𝒕 → 𝟎, 𝟏} 

𝑰𝟐 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏
𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 = 𝑰𝟏 →    𝑰 = 𝟐𝑰𝟏   𝑰 = 𝟐∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏

𝒕
)

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 

𝑰 = 𝟐(∫
𝒍𝒏²(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 − ∫
𝐥𝐧(𝒕) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

) = 𝟐(𝑲 −𝑴) 

𝑲 = ∫
𝒍𝒏𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 →
𝟏

𝟏 + 𝒕
= 𝒖  𝒕 =

𝟏 − 𝒖

𝒖
  𝒅𝒖 = −

𝟏

(𝟏 + 𝒕)𝟐
𝒅𝒕  𝒅𝒖 = −𝒖²𝒅𝒕 

𝑲 = ∫
𝒍𝒏²(𝒖)

𝒖(𝟏 − 𝒖)

𝟏

𝟏
𝟐

𝒅𝒖 = ∫
𝒍𝒏²(𝒖)

𝒖

𝟏

𝟏
𝟐

𝒅𝒖 +∫
𝒍𝒏²(𝒖)

𝟏 − 𝒖

𝟏

𝟏
𝟐

𝒅𝒖

= [
𝟏

𝟑
𝒍𝒏𝟑(𝒖)]

𝟏
𝟐

𝟏

+∫
𝒍𝒏²(𝒖)

𝟏 − 𝒖

𝟏

𝟎

𝒅𝒖 −∫
𝒍𝒏²(𝒖)

𝟏 − 𝒖

𝟏
𝟐

𝟎

𝒅𝒖 = 

=
𝒍𝒏³(𝟐)

𝟑
+∑∫ 𝒖𝒏𝒍𝒏²(𝒖)𝒅𝒖

𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟎

−∑∫ 𝒖𝒏𝒍𝒏𝟐(𝒖)𝒅𝒖 =

𝟏
𝟐

𝟎

∞

𝒏=𝟎

 

=
𝒍𝒏𝟑(𝟐)

𝟑
+ 𝟐∑

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟎

−∑
𝒍𝒏²(𝟐)

𝟐𝒏+𝟏𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

+ 𝟐∑
𝟏

𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

∫ 𝒖𝒏𝐥𝐧(𝒖)𝒅𝒖 =

𝟏
𝟐

𝟎

 

=
𝒍𝒏𝟑(𝟐)

𝟑
+ 𝟐𝜻(𝟑) − 𝒍𝒏𝟑(𝟐) − 𝟐∑

𝐥𝐧(𝟐)

𝟐𝒏+𝟏(𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

− 𝟐∑
𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑𝟐𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟎

= 

=
−𝟐𝒍𝒏𝟑(𝟐)

𝟑
− 𝟐𝜻(𝟑) − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐)𝐋𝐢𝟐 (

𝟏

𝟐
) − 𝟐𝐋𝐢𝟑 (

𝟏

𝟐
) = 

= −
𝟐

𝟑
𝒍𝒏𝟑(𝟐) + 𝟐𝜻(𝟑) − (−

𝟐

𝟑
𝒍𝒏𝟑(𝟐) +

𝟕

𝟒
𝜻(𝟑)) =

𝟏

𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑴 = ∫
𝐥𝐧(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒙𝒏−𝟏 𝐥𝐧(𝒙)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

= ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

= −𝜼(𝟑) = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) 

∫
𝟏

𝒙
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟏

𝒙
)𝒅𝒙

∞

𝟎

= 𝟐(𝑲 −𝑴) = 𝟐(
𝟏

𝟒
𝜻(𝟑) +

𝟑

𝟒
𝜻(𝟑)) = 𝟐𝜻(𝟑) 
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𝑵𝒐𝒕𝒆𝒔:  𝑳𝒊𝟐 (
𝟏

𝟐
) =

𝝅𝟐

𝟏𝟐
−
𝒍𝒏𝟐(𝟐)

𝟐
, 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟐
) =

𝟕

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟏

𝟔
𝒍𝒏𝟑(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧 (𝟐) 

 
2744. Prove that: 

𝑰 = ∫
𝟐𝝅𝒕

𝐥𝐧𝟐(𝒙) + 𝟒𝝅𝟐𝒕𝟐
.
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

=
𝟏

𝟐
(𝝍(𝒕 +

𝟑

𝟒
) − 𝝍(𝒕 +

𝟏

𝟒
)) 

 
Proposed by Hikmat Mammadov-Azerbaijan 

 
Solution 1 by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

    𝑳𝒂𝒑𝒍𝒂𝒄𝒆 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔𝒇𝒐𝒓𝒎  𝑳𝒙{𝐬𝐢𝐧(𝒃𝒙)}(𝒔) =
𝒃

𝒔𝟐 + 𝒃𝟐
   𝒔 = |𝐥𝐧(𝒙)|, 𝒃 = 𝟐𝝅𝒕 

𝑳𝒂𝒑𝒍𝒂𝒄𝒆 − 𝑭𝒐𝒖𝒓𝒊𝒆𝒓 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍 ∫ 𝒆𝒖|𝐥𝐧(𝒙)|
∞

𝟎

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝝅𝒕𝒖)𝒅𝒖 =
𝟐𝝅𝒕

|𝐥𝐧(𝒙)|𝟐 + (𝟐𝝅𝒕)𝟐
. 

𝑰 = ∫ (∫ 𝒙𝒖 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝝅𝒕𝒖)𝒅𝒖
∞

𝟎

)
∞

𝟎

.
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 = ∫ 𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝝅𝒕𝒖)(∫

𝒙𝒖

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

∞

𝟎

∞

𝟎

)𝒅𝒖 

𝑰𝒖 = ∫
𝒙𝒖

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

∞

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫

𝒙
𝒖
𝟐
+
𝟏
𝟐
−𝟏

(𝟏 + 𝒙)(
𝒖
𝟐
+
𝟏
𝟐
)+(

𝟏
𝟐
−
𝒖
𝟐
)

∞

𝟎

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
𝜷(
𝒖 + 𝟏

𝟐
;
𝟏 − 𝒖

𝟐
) = 

=
𝟏

𝟐
𝜞(𝟏 −

𝒖

𝟐
−
𝟏

𝟐
)𝜞 (

𝒖

𝟐
+
𝟏

𝟐
)     

  𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂 𝒓𝒆𝒇𝒍𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒖𝒍𝒂: 𝜞(𝟏 − 𝒛)𝜞(𝒛) =
𝝅

𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒛)
 

𝑰𝒖 =
𝝅

𝟐𝐜𝐨𝐬 (𝝅 (
𝒖
𝟐 +

𝟏
𝟐))

=
𝝅

𝟐𝐜𝐨𝐬 (
𝝅𝒖
𝟐 )

→   𝑰 =
𝝅

𝟐
∫

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝝅𝒕𝒖)

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅𝒖
𝟐 )

𝐝𝐮 
∞

𝟎

    

𝟏

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅𝒖
𝟐 )

=
𝟐𝒆−

𝝅𝒖
𝟐

𝟏 + 𝒆−𝝅𝒖
= 𝟐∑(−𝟏)𝒏𝒆

((𝒏+
𝟏
𝟐
))𝝅𝒖

 

∞

𝒏=𝟎

→  𝑰

= 𝝅∑(−𝟏)𝒏∫ 𝒆−(𝒏+
𝟏
𝟐
)𝝅𝒖

∞

𝟎

∞

𝒏=𝟎

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝝅𝒕𝒖)𝒅𝒖 

𝑺𝒊𝒏𝒆 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍:  ∫ 𝒆−𝒂𝒖𝐬𝐢𝐧(𝒃𝒖)𝒅𝒖 =
𝒃

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

∞

𝟎

 

𝑰 = 𝝅∑(−𝟏)𝒏
𝟐𝝅𝒕

𝝅𝟐 (𝒏 +
𝟏
𝟐)
𝟐

+ 𝟒𝝅𝟐𝒕𝟐

∞

𝒏=𝟎

= 𝟐𝒕∑
(−𝟏)𝒏

(𝒏 +
𝟏
𝟐)
𝟐

+ (𝟐𝒕)𝟐

∞

𝒏=𝟎

 

       𝑨𝒑𝒑𝒍𝒚𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒉𝒆 𝑴𝒊𝒕𝒕𝒂𝒈 − 𝑳𝒆𝒇𝒇𝒍𝒆𝒓 𝒑𝒐𝒍𝒆 𝒆𝒙𝒑𝒂𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏 𝒕𝒐 𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒕 𝒕𝒉𝒆 
 𝒕𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒏𝒅 𝒊𝒏𝒕𝒐 𝒂 𝑫𝒊𝒈𝒂𝒎𝒎𝒂− 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒆𝒅 𝒔𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔. 
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→  𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒕 + 𝒏 +
𝟏
𝟐

∞

𝒏=𝟎

   𝒏 = 𝟐𝒌, 𝒏 = 𝟐𝒌 + 𝟏 

𝑰 = ∑(
𝟏

𝟐𝒕 + 𝟐𝒌 +
𝟏
𝟐

−
𝟏

𝟐𝒕 + 𝟐𝒌 +
𝟑
𝟐

)

∞

𝒌=𝟎

=
𝟏

𝟐
∑(

𝟏

𝒌 + 𝒕 +
𝟏
𝟒

−
𝟏

𝒌 + 𝒕 +
𝟑
𝟒

)

∞

𝒌=𝟎

 

𝑫𝒊𝒈𝒂𝒎𝒎𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏:𝝍(𝒛 + 𝒂) − 𝝍(𝒛 + 𝒃) = ∑(
𝟏

𝒌 + 𝒛 + 𝒃
−

𝟏

𝒌 + 𝒛 + 𝒂
)

∞

𝒌=𝟎

 

∫
𝟐𝝅𝒕

𝐥𝐧𝟐(𝒙) + 𝟒𝝅𝟐𝒕𝟐
.
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝝍(𝒕 +

𝟑

𝟒
) − 𝝍(𝒕 +

𝟏

𝟒
)) 

 

Solution 2 by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

𝑰 = ∫
𝟐𝝅𝒕

𝒍𝒏𝟐(𝒙)+𝟒𝝅𝟐𝒕𝟐

∞

𝟎
.
𝒅𝒙

𝟏+𝒙𝟐
  substitution: 𝒆𝒖 = 𝒙 , 𝒅𝒙 = 𝒆𝒖𝒅𝒖 

𝑰 = ∫
𝟐𝝅𝒕

𝒖𝟐 + (𝟐𝝅𝒕)𝟐

∞

−∞

.
𝒆𝒖

𝒆𝟐𝒖 + 𝟏
𝒅𝒖, 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒖) =

𝒆𝒖 + 𝒆−𝒖

𝟐
=
𝒆𝟐𝒖 + 𝟏

𝟐𝒆𝒖
 

𝑰 = 𝝅𝒕∫
𝟏

((𝒖𝟐 + (𝟐𝝅𝒕)𝟐) 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒖))

∞

−∞

𝒅𝒖,   𝒇(𝒛) =
𝟏

(𝒛𝟐 + (𝟐𝝅𝒕)𝟐) 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒛)
 {İ𝒎{𝒛} > 0} 

𝒂)  𝒛𝟐 + (𝟐𝝅𝒕)𝟐 = 𝟎 →  𝒛 = 𝟐𝝅𝒊𝒕 𝒃) 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒛) = 𝟎 → 𝒛𝒌 = 𝒊𝝅 (𝒌 +
𝟏

𝟐
)   𝒌𝝐𝒁+ 

𝒂) 𝒛 = 𝟐𝝅𝒊𝒕 →  𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝟐𝝅𝒊𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝒛→𝟐𝝅𝒊𝒕

𝒛 − 𝟐𝝅𝒊𝒕

(𝒛 − 𝟐𝝅𝒊𝒕)(𝒛 + 𝟐𝝅𝒊𝒕) 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒛)
=

𝟏

𝟒𝝅𝒊𝒕 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝝅𝒕)
 

       𝒃) 𝒛𝒌 = 𝒊𝝅(𝒌 +
𝟏

𝟐
) → {𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝟎) =

𝑷(𝒛𝟎)

𝑸′(𝒛𝟎)
}   𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝒌) =

𝟏

(𝒛𝒌
𝟐+(𝟐𝝅𝒕)²)𝐬𝐢𝐧𝐡 (𝒛𝒌)

= 

=
𝟏

(−𝝅𝟐 (𝒌 +
𝟏
𝟐)
𝟐

+ (𝟐𝝅𝒕)𝟐) 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝝅𝒊 (𝒌 +
𝟏
𝟐))

=
𝟏

𝝅𝟐𝒊 ((𝟐𝒕)𝟐 − (𝒌 +
𝟏
𝟐)
𝟐

) 𝐬𝐢𝐧 (
𝝅
𝟐 + 𝝅𝒌)

 

   𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒊𝒂) = 𝒊𝒔𝒊𝒏(𝒂),  

   𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟐
+ 𝝅𝒌) = (−𝟏)𝒌  𝒌𝝐𝒁+  -> 𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝒌) =

𝒊(−𝟏)𝒌

𝝅𝟐((𝒌+
𝟏

𝟐
)
𝟐
−(𝟐𝝅𝒕)𝟐)

 

𝑰 = 𝟐𝝅𝒊∑𝑹𝒆𝒔 = 𝟐𝝅𝟐𝒕𝒊(𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝟐𝝅𝒊𝒕) + 𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝒌)) = 

=
𝝅

𝟐𝒕𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅𝒕)
+ 𝟐𝒕∑

(−𝟏)𝒌

𝟒𝒕𝟐 − (𝒌 +
𝟏
𝟐) ²

∞

𝒌=𝟎

 

• 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 𝑴𝒊𝒕𝒕𝒂𝒈 − 𝑳𝒆𝒇𝒇𝒍𝒆𝒓  
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𝝅

𝟐𝐜𝐨𝐬(𝟐𝝅𝒕)
= ∑ (−𝟏)𝒌

∞

𝒌=−∞

[
𝟏

𝒌 − 𝟐𝒕 +
𝟏
𝟐

] ==
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒌[

𝟏

𝒌 − 𝟐𝒕 +
𝟏
𝟐

∞

𝒌=𝟎

+
𝟏

𝒌 + 𝟐𝒕 +
𝟏
𝟐

] 

𝑰 =
𝟏

𝟐
∑(−𝟏)𝒌(

𝟏

𝒌 +
𝟏
𝟐 − 𝟐𝒕

∞

𝒌=𝟎

+
𝟏

𝒌 +
𝟏
𝟐 + 𝟐𝒕

−
𝟏

𝒌 +
𝟏
𝟐 − 𝟐𝒕

+
𝟏

𝒌 +
𝟏
𝟐 + 𝟐𝒕

) 

𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒌

𝒌 +
𝟏
𝟐 + 𝟐𝒕

∞

𝒌=𝟎

 𝑹𝒆𝒂𝒓𝒓𝒂𝒏𝒈𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒐𝒇 𝒔𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔: 

  

𝑩𝒊𝒔𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅

∑(−𝟏)𝒏𝒇(𝒏) = ∑(𝒇(𝟐𝒌) − 𝒇(𝟐𝒌 + 𝟏))

∞

𝒌=𝟎

∞

𝒏=𝟎

 

𝑰 = ∑
𝟏

𝟐𝒏 +
𝟏
𝟐 + 𝟐𝒕

∞

𝒏=𝟎

−∑
𝟏

𝟐𝒏+
𝟑
𝟐 + 𝟐𝒕

∞

𝒏=𝟎

=
𝟏

𝟐
∑(

𝟏

𝒏 +
𝟏
𝟒 + 𝒕

−
𝟏

𝒏 +
𝟑
𝟒 + 𝒕

)

∞

𝒏=𝟎

 

 𝑫𝒊𝒈𝒂𝒎𝒎𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏  𝝍(𝒂) − 𝝍(𝒃) = ∑
𝟏

𝒏 + 𝒃

∞

𝒏=𝟎

−∑
𝟏

𝒏 + 𝒂

∞

𝒏=𝟎

 

∫
𝟐𝝅𝒕

𝒍𝒏𝟐(𝒙) + 𝟒𝝅𝟐𝒕𝟐

∞

𝟎

.
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
=
𝟏

𝟐
(𝝍(𝒕 +

𝟑

𝟒
) − 𝝍(𝒕 +

𝟏

𝟒
)) 

 

2745. 𝑭𝒊𝒏𝒅: 

𝑰 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

  

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 

𝑹𝒖𝒍𝒆:∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= ∫ 𝒇(𝒂 + 𝒃 − 𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 (𝟏) 

 𝒂𝟑 + 𝒃𝟑 = (𝒂 + 𝒃)(𝒂𝟐 − 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐) 

𝑳𝒆𝒕 𝑰 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= ∫
𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

  (𝟏) 

𝑰 =
(𝟏)
  ∫

𝐬𝐢𝐧𝟑 (
𝝅
𝟐 − 𝒙)

(𝐬𝐢𝐧 (
𝝅
𝟐 − 𝒙) + 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅
𝟐 − 𝒙))

𝟐 𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

  = ∫
𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

  (𝟐) 

𝒂𝒅𝒅𝒊𝒏𝒈 (𝟏) & (𝟐)𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 , 
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𝟐𝑰 = ∫
𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙 + . 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

=
(𝟐)
∫
(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙)

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

=
𝟏

𝟐
∫
(𝟐 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙)

(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

 

=
𝟏

𝟐
∫

(𝟐 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)

√(𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

=
𝟏

𝟐
∫
𝟑 − (𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 

=
𝟑

𝟐
∫

𝟏

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

−
𝟏

𝟐
∫ √𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 

=
𝟑

𝟐
∫

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

−
𝟏

𝟐
∫ (𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 

=
𝟑

𝟐√𝟐
∫

𝟏

𝟏

√𝟐
𝒔𝒊𝒏𝒙 +

𝟏

√𝟐
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

−
𝟏

𝟐
(−𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝝅

𝟔

𝝅
𝟑 = 

=
𝟑

𝟐√𝟐
∫

𝟏

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅
𝟒 + 𝒙)

𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

−
𝟏

𝟐
(√𝟑 − 𝟏) =

𝟑

𝟐√𝟐
∫ 𝐜𝐬𝐜 (𝒙 +

𝝅

𝟒
)𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

−
𝟏

𝟐
(√𝟑 − 𝟏) = 

=
𝟑

𝟐√𝟐
(𝐥𝐨𝐠 |𝐭𝐚𝐧 (

𝒙

𝟐
+
𝝅

𝟖
)|)

𝝅
𝟔

𝝅
𝟑
−
𝟏

𝟐
(√𝟑 − 𝟏) =

𝟑

𝟐√𝟐
𝐥𝐨𝐠 |

𝐭𝐚𝐧
𝟕𝝅
𝟐𝟒

𝐭𝐚𝐧
𝟓𝝅
𝟐𝟒

..| −
𝟏

𝟐
(√𝟑 − 𝟏)  

𝑺𝒐 𝟐𝑰 =
𝟑

𝟐√𝟐
𝐥𝐨𝐠 |

𝐭𝐚𝐧
𝟕𝝅
𝟐𝟒

𝐭𝐚𝐧
𝟓𝝅
𝟐𝟒

..| −
𝟏

𝟐
(√𝟑 − 𝟏)  𝒐𝒓 𝑰 =

𝟏

𝟐
(
𝟑

𝟐√𝟐
𝐥𝐨𝐠 |

𝐭𝐚𝐧
𝟕𝝅
𝟐𝟒

𝐭𝐚𝐧
𝟓𝝅
𝟐𝟒

..| −
𝟏

𝟐
(√𝟑 − 𝟏) ) 

 

2746. Find: 

Ω = ∫
𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟐 + 𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

∫
𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟐 + 𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝒕

𝟐 + 𝒕𝟐
.
𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

√𝟑
𝟑

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫

𝒅𝒕𝟐

(𝟐 + 𝒕𝟐)(𝟏 + 𝒕𝟐)
 

√𝟑
𝟑

𝟎

= 

𝑳𝒆𝒕 𝐭𝐚𝐧(𝒙) = 𝒕 →   𝒅𝒕 =
𝒅𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙)
 →  𝒅𝒙 =

𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
 

=
𝟏

𝟐
∫ (

𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
−

𝟏

𝟐 + 𝒕𝟐
)

√𝟑
𝟑

𝟎

𝒅𝒕𝟐 = 
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=
𝟏

𝟐
(𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐) − 𝐥𝐧(𝟐 + 𝒕𝟐))|

√𝟑
𝟑
𝟎
=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟐 + 𝒕𝟐
)|

√𝟑
𝟑
𝟎
=
𝟏

𝟐
(𝐥𝐧 (

𝟒

𝟕
) − 𝐥𝐧 (

𝟏

𝟐
)) =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (
𝟖

𝟕
) 

𝑺𝒐 ∶  

Ω = ∫
𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟐 + 𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (
𝟖

𝟕
) 

2747. Find: 
 

𝜴 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

[
𝟏

𝒏
∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙) 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

]  

 
Proposed by Vasile Mircea Popa-Romania 

Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝜴 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

[
𝟏

𝒏
∫ 𝐥𝐧 (𝒆𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

] = 

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝟏

𝒏
(∫ 𝐥𝐧(𝒆𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 + ∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

) = 

 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 + 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝟏

𝒏
∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 = [𝐬𝐢𝐧(𝒙)]
𝟎

𝝅
𝟒 + 𝑳 = 

 

=
√𝟐

𝟐
+ 𝑳 →    𝑳 = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞

𝟏

𝒏
∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙) 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

→ 𝒇𝒏(𝒙) =
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝒏
 

 
Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem: 

 

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) ≤ 𝒕 → 𝟎 ≤
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝒏
≤
𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒏
 

 

𝒏 ≥ 𝟏, 𝒙𝝐 [𝟎;
𝝅

𝟒
] →   𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙 ≤ 𝟏 

 

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆−𝒏𝒄𝒐𝒔𝒙)

𝒏
≤
𝟏

𝒏
≤ 𝟏 →   𝑳 = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
∫ 𝒇𝒏(𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= ∫ (𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒇𝒏(𝒙)

𝝅
𝟒

𝟎

)𝒅𝒙 
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𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 →   𝑳 = 𝟎 

 

𝜴 =
√𝟐

𝟐
+ 𝑳 =

√𝟐

𝟐
 

2748. Find: 

∫
𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 

 

∫
𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=⏞
𝐭𝐚𝐧(𝒙)→𝒕

∫
𝟏

𝟏 +
𝒕

√𝟏 + 𝒕𝟐

𝒅𝒕 =

√𝟑
𝟑

𝟎

 

= ∫
√𝟏 + 𝒕𝟐

𝒕 + √𝟏 + 𝒕𝟐
𝒅𝒕 =

√𝟑
𝟑

𝟎

∫ √𝟏 + 𝒕𝟐(√𝟏 + 𝒕𝟐 − 𝒕)𝒅𝒕 =

√𝟑
𝟑

𝟎

 

= ∫ √𝟏 + 𝒕𝟐𝒅𝒕 −

√𝟑
𝟑

𝟎

∫ 𝒕√𝟏 + 𝒕𝟐𝒅𝒕

√𝟑
𝟑

𝟎

= (𝒕 +
𝒕𝟑

𝟑
)|

√𝟑
𝟑
𝟎
−
𝟏

𝟐
∫ (𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏
𝟐𝒅(𝟏 + 𝒕𝟐)

√𝟑
𝟑

𝟎

= 

(
√𝟑

𝟑
+
√𝟑

𝟐𝟕
) −

𝟏

𝟐
.
𝟐

𝟑
(𝟏 + 𝒕𝟐) (√𝟏 + 𝒕𝟐)|

√𝟑
𝟑
𝟎
=
𝟏𝟎√𝟑

𝟐𝟕
−
𝟖√𝟑

𝟐𝟕
+
𝟏

𝟑
=
𝟐√𝟑

𝟐𝟕
+
𝟏

𝟑
 

 

2749. 𝑷𝒓𝒐𝒗𝒆  𝒕𝒉𝒂𝒕 ∶ 

∆= ∫ ∫ √𝒙 + 𝒚√𝒙 + 𝒚√𝒙 +⋯ 
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙𝒅𝒚 

∆=
𝟏𝟏

𝟒𝟖
+
𝟏𝟏√𝟓

𝟒𝟖
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝝓) 

 
Proposed by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

Solution by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 

√𝒙 + 𝒚√𝒙 + 𝒚√𝒙 +⋯ = 𝑲  (𝑲 ≥ 𝟎)  →   (√𝒙 + 𝒚.𝑲) = 𝑲 

𝑲𝟐 = 𝒙 + 𝒚𝑲 →   𝑲𝟐 − 𝒚𝑲− 𝒙 = 𝟎  →   𝑫 = 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 
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𝑲 =
𝒚 + √𝒚𝟐 + 𝟒𝒙

𝟐
 

∫ ∫ √𝒙 + 𝒚√𝒙 + 𝒚√𝒙 +⋯ 
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ ∫
𝒚 + √𝒚𝟐 + 𝟒𝒙

𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

= 

= ∫ ∫
𝒚

𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

+∫ ∫
√𝒚𝟐 + 𝟒𝒙

𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

= Ω𝟏 + Ω𝟐 

Ω𝟏 = ∫ ∫
𝒚

𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝟐
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟎

𝟏

𝟒
 

Ω𝟐 = ∫ ∫
√𝒚𝟐 + 𝟒𝒙

𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

=⏞

√𝒚𝟐+𝟒𝒙 = 𝒖

∫
√𝒖

𝟖

𝒚𝟐+𝟒

𝒚𝟐
𝒅𝒖 =⏞

𝟏
𝟏𝟐
((𝒚𝟐+𝟒)

𝟑
𝟐−𝒚𝟑)

 

= ∫
((𝒚𝟐 + 𝟒)

𝟑
𝟐 − 𝒚𝟑)

𝟏𝟐
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

=
𝟏

𝟏𝟐
∫ (𝒚𝟐 + 𝟒)

𝟑
𝟐𝒅𝒚

𝟏

𝟎

−
𝟏

𝟒𝟖
 

𝟏

𝟏𝟐
∫ (𝒚𝟐 + 𝟒)

𝟑
𝟐𝒅𝒚

𝟏

𝟎

=⏞
𝒚=𝟐𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒕),   𝒅𝒚=𝟐𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒕)

 

=
𝟏

𝟏𝟐
∫ 𝟖𝒄𝒐𝒔𝒉𝟑
𝐥𝐧(𝝓)

𝟎

(𝒕). 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒕) 𝒅𝒕 =
𝟏

𝟏𝟐
∫ 𝟏𝟔𝒄𝒐𝒔𝒉𝟒(𝒕)
𝐥𝐧(𝝓)

𝟎

𝒅𝒕 = 

∴ 𝒄𝒐𝒔𝒉𝟐(𝒕) =
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟐𝒕)

𝟐
 ,   𝒄𝒐𝒔𝒉𝟒(𝒕) = (

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟐𝒕)

𝟐
)

𝟐

 

=
𝟒

𝟑
∫

𝟏

𝟖
(𝟑 + 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟐𝒕) + 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟒𝒕))𝒅𝒕

𝐥𝐧(𝝓)

𝟎

= 

=
𝟏

𝟔
(∫ 𝟑𝒅𝒕

𝐥𝐧(𝝓)

𝟎

+ ∫ 𝟒𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟐𝒕)𝒅𝒕
𝐥𝐧(𝝓)

𝟎

+ ∫ 𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟒𝒕)𝒅𝒕
𝐥𝐧(𝝓)

𝟎

) = 

=
𝟏

𝟔
(𝟑 𝐥𝐧(𝝓) + 𝟒.

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝟐𝒕)|

𝐥𝐧(𝝓)

𝟎
+
𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝟒𝒕)|

𝐥𝐧(𝝓)

𝟎
) = 

=
𝟏

𝟔
(𝟑 𝐥𝐧(𝝓) + 𝟐.

√𝟓

𝟐
+
𝟏

𝟒
.
𝟑√𝟓

𝟐
) =

𝟏

𝟔
(𝟑 𝐥𝐧(𝝓) +

𝟏𝟏√𝟓

𝟖
) =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝝓) +

𝟏𝟏√𝟓

𝟖
 

∆= Ω𝟏 + Ω𝟐 =
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝝓) +

𝟏𝟏√𝟓

𝟖
−
𝟏

𝟒𝟖
 

∆=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝝓) +

𝟏𝟏√𝟓

𝟒𝟖
+
𝟏𝟏

𝟒𝟖
 

2750. Prove that: 

∑∫ 𝐥𝐧(
𝟏

𝒌𝟒
𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) +

𝟏

(𝟏 + 𝒌)𝟒
𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

∞

𝒌=𝟏

<
𝝅𝟑

𝟏𝟐
−
𝝅

𝟐
 

Proposed by Khaled Abd Imouti-Syria 
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Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

∑∫ 𝐥𝐧(
𝟏

𝒌𝟒
𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) +

𝟏

(𝟏 + 𝒌)𝟒
𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

∞

𝒌=𝟏

<
𝝅𝟑

𝟏𝟐
−
𝝅

𝟐
 

𝑰𝒌 = ∫ 𝐥𝐧(
𝟏

𝒌𝟒
𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) +

𝟏

(𝟏 + 𝒌)𝟒
𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

 

∑𝑰𝒌

∞

𝒌=𝟏

<
𝝅𝟑

𝟏𝟐
−
𝝅

𝟐
   →   𝑰𝒌 = ∫ 𝐥𝐧(

𝟏

𝒌𝟒
𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) +

𝟏

(𝟏 + 𝒌)𝟒
𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

 

𝑭𝒆𝒚𝒏𝒎𝒂𝒏′𝒔 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅: 

𝒂 =
𝟏

𝒌𝟐
 , 𝒃 =

𝟏

(𝟏 + 𝒌)𝟐
→   𝑰(𝒂; 𝒃) = ∫ 𝐥𝐧 (𝒂𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) + 𝒃𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

 

𝝏

𝝏𝒂
𝑰(𝒂; 𝒃) =

𝝏

𝝏𝒂
∫ 𝐥𝐧 (𝒂𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) + 𝒃𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙))

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝟐𝐚 𝐬𝐢𝐧 ²(𝒙)

𝒂𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) + 𝒃²𝒄𝒐𝒔²(𝒙)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 = 

= 𝟐𝒂∫
𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒙)

𝒂𝟐𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒙) + 𝒃𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

→  {𝐭𝐚𝐧(𝒙) = 𝒕,
𝒅𝒕

𝒅𝒙
= 𝟏 + 𝒕𝟐    𝒕 ∈ [𝟎;∞]} 

𝝏

𝝏𝒂
𝑰(𝒂; 𝒃) = 𝟐𝒂∫

𝒕𝟐

(𝒃𝟐 + 𝒂𝟐𝒕𝟐)(𝟏 + 𝒕𝟐)

∞

𝟎

𝒅𝒕 =
𝟐𝒂

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐
∫ (

𝒂𝟐

𝒃𝟐 + 𝒂𝟐𝒕𝟐
−

𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
)𝒅𝒕

∞

𝟎

= 

=
𝟐𝒂

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐
[
𝒂

𝒃
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝒂𝒕

𝒃
) − 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)]

𝟎

∞

=
𝟐𝒂

(𝒂 − 𝒃)(𝒂 + 𝒃)
.
𝝅

𝟐𝒃
(𝒂 − 𝒃) =

𝝅𝒂

𝒃(𝒂 + 𝒃)
 

𝒂 = 𝒃 →  𝑰(𝒂) = ∫
𝝅

𝒂 + 𝒃
𝒅𝒂 = 𝝅 𝐥𝐧(𝒃 + 𝒂) + 𝑪 = 𝝅 𝐥𝐧(𝟐𝒃) + 𝑪 

𝑰(𝒃) = ∫ 𝐥𝐧 (𝒃𝟐 (𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙) + 𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙)))𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

= 𝝅 𝐥𝐧(𝒃) → 𝝅 𝐥𝐧(𝟐𝐛) + 𝐂 = 𝛑 𝐥𝐧(𝒃)  

𝑪 = −𝝅 𝐥𝐧(𝟐) →  𝑰(𝒂; 𝒃) = 𝝅 𝐥𝐧(𝒂 + 𝒃) + 𝑪 = 𝝅 𝐥𝐧 (
𝒂 + 𝒃

𝟐
) 

𝑰𝒌 = 𝝅 𝐥𝐧 (
𝟏

𝟐𝒌𝟐
+

𝟏

𝟐(𝟏 + 𝒌)𝟐
) 

{𝐥𝐧(𝐲) ≤𝐲 − 𝟏,   𝐲 ≥ 𝟏}  𝛑 𝐥𝐧 (
𝟏

𝟐𝒌𝟐
+

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)𝟐
) ≤ 𝝅 (

𝟏

𝟐𝒌𝟐
+

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)𝟐
− 𝟏) = 𝝅𝒚𝒌 − 𝝅 

𝒚𝒌 − 𝟏 = (
𝟏

𝟐𝒌𝟐
+

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)𝟐
− 𝟏)    𝒌 ≥ 𝟏   

𝟏

𝟐𝒌𝟐
− 𝟏 < 0 

𝟏

𝟐𝒌𝟐
+

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)𝟐
− 𝟏 <

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)𝟐
→  𝝅(∑𝒚𝒌 − 𝟏

∞

𝒌=𝟏

) < 𝜋∑
𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)𝟐

∞

𝒌=𝟏

=
𝝅

𝟐
(𝜻(𝟐) − 𝟏) 

𝝅∑𝐥𝐧 (
𝟏

𝟐𝒌𝟐
+

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)𝟐
)

∞

𝒌=𝟏

<
𝝅

𝟐
(
𝝅𝟐

𝟔
− 𝟏) =

𝝅𝟑

𝟏𝟐
−
𝝅

𝟐
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2751. 

𝑷𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕:   𝜴 = ∫∫∫
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒚)𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)

𝟏 + 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙) + 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙)𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒚) + 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙)𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒚)𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒛)
𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛

𝝅
𝟐

𝟎

𝝅
𝟐

𝟎

𝝅
𝟐

𝟎

=  𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟑
) + 𝟐𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏𝟑

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) 

+
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟒

𝟑
) 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟑) +

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐(𝟑) 

 

Proposed by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

Solution by Yang Silva Cartolin-Peru 
 

𝑳𝒆𝒕: {

𝒖 = 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙) → 𝒅𝒖 = 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)𝒅𝒙

𝒗 = 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒚) → 𝒅𝒗 = 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒚)𝒅𝒚

𝒘 = 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒛) → 𝒅𝒘 = 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒛)𝒅𝒛

⇒ [𝟎,
𝝅

𝟐
] → [𝟎, 𝟏],           

𝒖 → 𝒙
𝒗 → 𝒚
𝒘 → 𝒛

 

 

𝜴 = ∫∫∫
𝟏

𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝒚 + 𝒙𝒚𝒛
𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

= ∫∫
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚) − 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝒚)

𝒙𝒚
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

== ∫
𝟏

𝒙
(∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚) − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝒚)

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

    

𝑳𝒆𝒕: 𝑱 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚) − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝒚)

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

=

= ∫
𝒍𝒏 [(𝟏 + 𝒙) (𝟏 +

𝟐𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)]

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

−∫
𝒍𝒏 [(𝟏 + 𝒙) (𝟏 +

𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)]

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

= ∫
𝐥𝐧 (𝟏 +

𝟐𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)

𝒚
𝒅𝒚 − ∫

𝐥𝐧 (𝟏 +
𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∫
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂𝒙)

𝒙
𝒅𝒙 = −𝑳𝒊𝟐(−𝒂)

𝟏

𝟎

 (Dilogarithm Function) 

𝑱 = −𝑳𝒊𝟐 (−
𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙

𝟏 + 𝒙
) ∴ 
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𝑻𝒉𝒆𝒏:𝜴 = ∫
𝟏

𝒙
(−𝑳𝒊𝟐 (−

𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙

𝟏 + 𝒙
))𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= ∫
𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙
𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙 − ∫

𝑳𝒊𝟐 (−
𝟐𝒙
𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙 = 𝜴𝟏

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

− 𝜴𝟐 

#𝜴𝟏 = ∫
𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙
𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

  

→    𝒍𝒆𝒕: {
𝒕 =

𝒙

𝟏 + 𝒙
→ 𝒅𝒕 → 𝒙 =

𝒕

𝟏 − 𝒕
→
𝒅𝒙

𝒙
= (
𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟏 − 𝒕
)𝒅𝒕

𝒙 = 𝟎 → 𝒕 = 𝟎 ∧ 𝒙 = 𝟏 → 𝒕 =
𝟏

𝟐

 

𝜴𝟏 = ∫𝑳𝒊𝟐(−𝒕) (
𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟏 − 𝒕
)𝒅𝒕 = ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 + ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝟏 − 𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:  ∫
𝑳𝒊𝒏(𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 = 𝑳𝒊𝒏+𝟏(𝒕)

𝒛

𝟎

 

𝛀𝟏 = 𝐋𝐢𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + ∫

𝐋𝐢𝟐(−𝐭)

𝟏 − 𝐭
𝐝𝐭 = {

𝒖 = 𝑳𝒊𝟐(−𝒕) → 𝒅𝒖 = −
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝒅𝒗 =
𝒅𝒕

𝟏 − 𝒕
→ 𝒗 = −𝒍𝒏(𝟏 − 𝒕)

𝟏
𝟐

𝟎

 →    𝛀𝟏 =

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + [−𝑳𝒊𝟐(−𝒕) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)]𝟎

𝟏
𝟐 −∫

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) − ∫

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) =
𝟏

𝟐
[𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙𝟐) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒙)]  

𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐) −

𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝐭
[𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕𝟐) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)]𝒅𝒕 

𝟏
𝟐

𝟎

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐)

−
𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎
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𝒑 = 𝒕𝟐 → 𝒅𝒑 = 𝟐𝒕𝒅𝒕 →
𝒅𝒕

𝒕
=
𝒅𝒑

𝟐𝒑
 

𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐)

−
𝟏

𝟒
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟒

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙) = 𝟐∑
𝑯𝒌−𝟏
𝒌
𝒙𝒌

∞

𝒌=𝟏

∧ 𝒍𝒏𝟐(𝟏 + 𝒙) = 𝟐∑
(−𝟏)𝒌

𝒌
𝑯𝒌−𝟏𝒙

𝒌

∞

𝒌=𝟏

 

𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐)

−
𝟏

𝟒
∫
𝟏

𝒕
(𝟐∑

𝑯𝒌−𝟏
𝒌
𝒕𝒌

∞

𝒌=𝟏

)𝒅𝒕 +
𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝒕
(𝟐∑

𝑯𝒌−𝟏
𝒌
𝒕𝒌

∞

𝒌=𝟏

)𝒅𝒕 +
𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝒕
(𝟐∑(−𝟏)𝒌

𝑯𝒌−𝟏
𝒌
𝒕𝒌

∞

𝒌=𝟏

)𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟒

𝟎

=

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑
𝑯𝒌−𝟏
𝒌
∫𝒕𝒌−𝟏𝒅𝒕

𝟏
𝟒

𝟎

∞

𝒌=𝟏

+∑
𝑯𝒌−𝟏
𝒌
∫ 𝒕𝒌−𝟏𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

∞

𝒌=𝟏

+∑(−𝟏)𝒌
𝑯𝒌−𝟏
𝒌
∫𝒕𝒌−𝟏𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐)

−
𝟏

𝟐
∑
𝑯𝒌
𝒌𝟐
(
𝟏

𝟒
)
𝒌

+
𝟏

𝟐
∑
(
𝟏
𝟒
)
𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌
𝒌𝟐
(
𝟏

𝟐
)
𝒌

−∑
(
𝟏
𝟐
)
𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌
𝒌𝟐
(−
𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

−∑
(−
𝟏
𝟐
)
𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑
𝑯𝒌−𝟏
𝒌𝟐

(
𝟏

𝟒
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌−𝟏
𝒌𝟐

(
𝟏

𝟐
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐
𝑯𝒌−𝟏 (

𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑
𝑯𝒌 −

𝟏
𝒌

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟒
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌 −

𝟏
𝒌

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟐
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟏

(𝑯𝒌 −
𝟏

𝒌
) (
𝟏

𝟐
)
𝒌

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∑
𝑯𝒏
𝒏𝟐
𝒙𝒏

∞

𝒏=𝟏

=

= 𝑳𝒊𝟑(𝒙) − 𝑳𝒊𝟑(𝟏 − 𝒙) + 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙) 𝑳𝒊𝟐(𝟏 − 𝒙)

+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒙) 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙) + 𝜻(𝟑) 

 

𝑳𝒊𝒔(𝒛) = ∑
𝒛𝒌

𝒌𝒔
(𝑷𝒐𝒍𝒚𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏)

∞

𝒌=𝟏
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𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟒
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
)

−
𝟏

𝟐
(𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟒
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) + 𝒍𝒏(

𝟑

𝟒
)𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟒
) +

𝟏

𝟐
𝒍𝒏 (

𝟏

𝟒
) 𝒍𝒏𝟐 (

𝟑

𝟒
) + 𝜻(𝟑))

+ (𝑳𝒊𝟑 (
𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟐
) + 𝐥𝐧 (

𝟏

𝟐
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧𝟐 (

𝟏

𝟐
) + 𝜻(𝟑))

+ (𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟐
) + 𝒍𝒏 (

𝟑

𝟐
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟐
) +

𝟏

𝟐
𝒍𝒏 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏𝟐 (

𝟑

𝟐
) + 𝜻(𝟑)) 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:  𝕽 {𝐥𝐧 (−
𝟏

𝟐
)} = −𝐥𝐧 (𝟐) ∧ 𝕽 { 𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟐
)} =

𝝅𝟐

𝟑
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟐 (

𝟐

𝟑
) 

𝕽{𝑳𝒊𝟑 (
𝟑

𝟐
)} = 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) +

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧 (
𝟑

𝟐
) 

𝜴𝟏 =
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝟐𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) +

𝟏

𝟐
𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) −

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟐) − 𝐥𝐧 (

𝟑

𝟐
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟐

𝟑
) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟑

𝟒
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟒
)

+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟒
) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) ∴ 

 

#𝜴𝟐 = ∫
𝑳𝒊𝟐 (−

𝟐𝒙
𝟏 + 𝒙

)

𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

→   𝒍𝒆𝒕: {𝒕 =
𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
→ 𝒅𝒕 → 𝒙 =

𝒕

𝟐 − 𝒕
→
𝒅𝒙

𝒙
= (
𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟐 − 𝒕
)𝒅𝒕

𝒙 = 𝟎 → 𝒕 = 𝟎 ∧ 𝒙 = 𝟏 → 𝒕 = 𝟏

 

𝜴𝟐 = ∫𝑳𝒊𝟐(−𝒕) (
𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟐 − 𝒕
)𝒅𝒕 = ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 + ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝟐 − 𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝛀𝟐 = 𝐋𝐢𝟑(−𝟏) + ∫
𝐋𝐢𝟐(−𝐭)

𝟐 − 𝐭
𝐝𝐭 = {

𝒖 = 𝑳𝒊𝟐(−𝒕) →
𝒅𝒖

𝒅𝒕
= −

𝒍𝒏(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝒅𝒗 =
𝒅𝒕

𝟐 − 𝒕
→ 𝒗 = −𝒍𝒏(𝟐 − 𝒕)

𝟏

𝟎

 

𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) + [−𝑳𝒊𝟐(−𝒕) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)]𝟎

𝟏 −∫
𝐥𝐧(𝟐 − 𝒕) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) − ∫

𝐥𝐧(𝟐 (𝟏 −
𝒕
𝟐
)) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑)

− 𝐥 𝐧(𝟐)∫
𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

−∫
𝐥𝐧 (𝟏 −

𝒕
𝟐
) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 = −

𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) − 𝒍𝒏(𝟐)(−𝑳𝒊𝟐(−𝟏)) −

𝟏

𝟎

∫
𝒍𝒏 (𝟏 −

𝒕
𝟐
) 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

 

𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝒍𝒏(𝟐) −∫

𝒍𝒏 (𝟏 −
𝒕
𝟐
) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

 →   

{
 
 

 
 𝒖 = 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒕) → 𝒅𝒖 =

𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕

𝒗 = ∫
𝒍𝒏 (𝟏 −

𝒕
𝟐
)

𝒕
𝒅𝒕 → 𝒗 = −𝑳𝒊𝟐 (

𝒕

𝟐
)
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𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − (−

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) + ∫

𝑳𝒊𝟐 (
𝒕
𝟐
)

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

) =

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − ∫

𝑳𝒊𝟐 (
𝒕
𝟐
)

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝒍𝒏𝟑(𝟐) −∑

𝟏

𝟐𝒌𝒌𝟐
∫

𝒙𝒌

𝟏 + 𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

∞

𝒌=𝟏

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) −∑

𝟏

𝟐𝒌𝒌𝟐
[(−𝟏)𝒌(𝐥𝐧(𝟐) − 𝑯𝒌̅̅ ̅̅ )

∞

𝒌=𝟏

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − (𝐥 𝐧(𝟐)∑

(−
𝟏
𝟐
)
𝒌

𝒌𝟐
−∑

𝑯𝒌̅̅ ̅̅

𝒌𝟐
(−
𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

∞

𝒌=𝟏

)

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − (𝐥𝐧(𝟐) 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) −∑

𝑯𝒌̅̅ ̅̅

𝒌𝟐
(−
𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

) 

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∑
𝑯𝒌̅̅ ̅̅

𝒌𝟐
𝒙𝒌 =

∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (
𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝒙

𝟏 + 𝒙
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏 + 𝒙

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑(−𝒙) − 𝑳𝒊𝟑(𝒙) + 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟐
)

+ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) [𝑳𝒊𝟐(𝒙) + 𝑳𝒊𝟐 (
𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)] 

𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − (−

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝒍𝒏(𝟐) −

𝟏

𝟔
𝒍𝒏𝟑(𝟐) + 𝟐𝒍𝒏(𝟐)𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) + 𝟒𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) +

𝟏𝟏

𝟒
𝜻(𝟑))

=
𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) − 𝟒𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) −

𝟕

𝟐
𝜻(𝟑) ∴ 

 

   𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆: 
 

𝜴 =
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝟐𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) +

𝟏

𝟐
𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) −

𝝅𝟐

𝟔
𝐥 𝐧(𝟐) − 𝐥 𝐧 (

𝟑

𝟐
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟐

𝟑
)

−
𝟏

𝟐
𝐥 𝐧 (

𝟑

𝟒
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟒
) +

𝟏

𝟐
𝐥 𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟒
) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
)

− (
𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐)𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) − 𝟒𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) −

𝟕

𝟐
𝜻(𝟑)) 

 

 

#𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝟏)Trilogarithm Inversion Formula (3/2 → 2/3): 

𝐋𝐢𝟑 (
𝟑

𝟐
) = 𝐋𝐢𝟑 (

𝟐

𝟑
) −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) +

𝛑𝟐

𝟔
𝐥𝐧 (
𝟑

𝟐
) 

2) Explicit Expansion of Constants: 

𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) = −

𝟓

𝟐𝟒
𝒍𝒏𝟑(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟐𝟒
𝒍𝒏(𝟐) −

𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) =

𝟏

𝟐
𝒍𝒏𝟐(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
 

Applying these substitutions algebraically to our derived result yields the final  
compact form:  
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𝜴 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟑
) + 𝟐𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏𝟑

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) 

+
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟒

𝟑
) 𝐥𝐧(𝟐)

−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟑) +

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐(𝟑) ∴ 

 

2752. Find: 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

√𝟏 + 𝒙𝟖

∞

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

√𝟏 + 𝒙𝟖

∞

𝟎

=⏞
𝒚=𝒙𝟖

∫
𝟏

√𝟏 + 𝒚

∞

𝟎

∙
𝟏

𝟖√𝒚𝟕
𝟖

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟖
∫

𝒚−
𝟕
𝟖

(𝟏 + 𝒚)
𝟏
𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒚 = 

 

=
𝟏

𝟖
∫

𝒚
𝟏
𝟖
−𝟏

(𝟏 + 𝒚)
𝟏
𝟖
+
𝟑
𝟖

∞

𝟎

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟖
𝑩(
𝟏

𝟖
,
𝟑

𝟖
) =

𝟏

𝟖
∙
𝚪 (
𝟏
𝟖)𝚪 (

𝟑
𝟖)

𝚪 (
𝟏
𝟖 +

𝟑
𝟖)

=
𝟏

𝟖
∙
𝚪 (
𝟏
𝟖)𝚪 (

𝟑
𝟖)

𝚪 (
𝟏
𝟐)

=
𝚪 (
𝟏
𝟖)𝚪 (

𝟑
𝟖)

𝟖√𝝅
 

 
Observation: 

𝚪 (
𝟏

𝟐
) ∙  𝚪 (𝟏 −

𝟏

𝟐
) =

𝝅

𝒔𝒊𝒏
𝝅
𝟐

 

(𝚪 (
𝟏

𝟐
))

𝟐

= 𝝅 ⟹ 𝚪(
𝟏

𝟐
) = √𝝅 

2753. Find: 

𝑰 = ∫
𝐭𝐚𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧(𝒙))
𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

𝑰 = ∫
𝐭𝐚𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧(𝒙))
𝟐 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

→ 𝐭𝐚𝐧(𝒙) = 𝒕,
𝒅𝒕

𝒅𝒙
= 𝟏 + 𝒕𝟐 

𝑰 = ∫
𝒕

(𝟏 + 𝒕)𝟐(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏

√𝟑

𝟎

𝒅𝒕 =
𝟏

𝟐
∫ (

𝟏

𝟏 + 𝒕²
−

𝟏

(𝟏 + 𝒕)²
)𝒅𝒕

𝟏

√𝟑

𝟎

= 
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=
𝟏

𝟐
[𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝐭) +

𝟏

𝟏 + 𝒕
]
𝟎

𝟏

√𝟑
=
𝟏

𝟐
(
𝝅

𝟔
+

𝟏

𝟏 +
𝟏

√𝟑

− 𝟏) =
𝟏

𝟐
(
𝝅

𝟔
−

𝟏

𝟏 + √𝟑
) =

𝝅

𝟏𝟐
−
√𝟑 − 𝟏

𝟒
 

2754. Find: 

𝑰 = ∫
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟔

∞

𝟎

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution 1 by Togrul Ehmedov-Azerbaijan 

𝐖𝐞 𝐤𝐧𝐨𝐰 𝐭𝐡𝐚𝐭 𝐭𝐡𝐞 𝐞𝐪𝐮𝐚𝐥𝐢𝐭𝐲∫
𝐝𝐱

𝟏 + 𝐱𝐤

∞

𝟎

=
𝛑

𝐤𝐬𝐢𝐧 (
𝛑
𝐤
)
 𝐢𝐬 𝐭𝐮𝐫𝐞. 𝐍𝐨𝐰 𝐥𝐞𝐭′𝐬 𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞 𝐢𝐭. 

𝐋𝐞𝐭 𝐱𝐤 = 𝐲 ⇒ 𝐝𝐱 =
𝟏

𝐤
𝐲
𝟏−𝐤
𝐤 𝐝𝐲 

𝐈 = ∫
𝐝𝐱

𝟏 + 𝐱𝐤

∞

𝟎

=
𝟏

𝐤
∫
𝐲
𝟏−𝐤
𝐤

𝟏 + 𝐲

∞

𝟎

𝐝𝐲 

𝐋𝐞𝐭
𝟏

𝟏 + 𝐲
= 𝟏 − 𝐭 ⇒ 𝐝𝐲 =

𝐝𝐭

(𝟏 − 𝐭)𝟐
 

𝐈 =
𝟏

𝐤
∫ 𝐭(

𝟏
𝐤
−𝟏)(𝟏 − 𝐭)−

𝟏
𝐤

𝟏

𝟎

𝐝𝐭 =
𝟏

𝐤
𝐁(
𝟏

𝐤
, 𝟏 −

𝟏

𝐤
) =

𝟏

𝐤
Г (
𝟏

𝐤
) Г (𝟏 −

𝟏

𝐤
) =

𝛑

𝐤𝐬𝐢𝐧 (
𝛑
𝐤
)

 

𝐈 = ∫
𝐝𝐱

𝟏 + 𝐱𝟔

∞

𝟎

=
𝛑

𝟔𝐬𝐢𝐧 (
𝛑
𝟔)
=
𝛑

𝟑
 

Solution 2 by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝐈 = ∫
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟔

∞

𝟎

=⏞
𝒚=𝒙𝟔

∫
𝟏

𝟏 + 𝒚
∙
𝟏

𝟔√𝒚𝟓
𝟔

∞

𝟎

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟔
∫
𝒚−
𝟓
𝟔

𝟏 + 𝒚
𝒅𝒚

∞

𝟎

= 

 

=
𝟏

𝟔
∫

𝒚
𝟏
𝟔
−𝟏

(𝟏 + 𝒚)
𝟏
𝟔
+
𝟓
𝟔

∞

𝟎

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟔
𝑩(
𝟏

𝟔
,
𝟓

𝟔
) =

𝟏

𝟔
∙
𝚪 (
𝟏
𝟔)𝚪 (

𝟓
𝟔)

𝚪 (
𝟏
𝟔 +

𝟓
𝟔)

= 

 

=
𝟏

𝟔
∙
𝚪 (
𝟏
𝟔)𝚪 (𝟏 −

𝟏
𝟔)

𝚪(𝟏)
=
𝟏

𝟔
∙
𝝅

𝒔𝒊𝒏
𝝅
𝟔

=
𝝅

𝟔 ∙
𝟏
𝟐

=
𝝅

𝟑
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2755. If  𝟎 < 𝑎 ≤ 𝑏 then: 
 

∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

√(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚)

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

≤ (𝒃 − 𝒂) 𝐥𝐧
𝒃 + 𝟏

𝒂 + 𝟏
 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏

√(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚)
= √

𝟏

𝟏 + 𝒙
.
𝟏

𝟏 + 𝒚
≤

𝑨𝑴−𝑮𝑴 𝟏

𝟐
(
𝟏

𝟏 + 𝒙
+

𝟏

𝟏 + 𝒚
) 

 

∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

√(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚)

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

≤
𝟏

𝟐
∫ ∫ (

𝟏

𝟏 + 𝒙
+

𝟏

𝟏 + 𝒚
)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

= 

 

=
𝟏

𝟐
∫ ∫

𝟏

𝟏 + 𝒙
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

+
𝟏

𝟐
∫ ∫

𝟏

𝟏 + 𝒚
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

= 

 

=
𝟏

𝟐
(𝒚)𝒂

𝒃. (𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙))𝒂
𝒃 +

𝟏

𝟐
(𝒙)𝒂

𝒃. (𝐥𝐧(𝟏 + 𝒚))𝒂
𝒃 = (𝒃 − 𝒂) 𝐥𝐧

𝒃 + 𝟏

𝒂 + 𝟏
 

 
Equality holds for  a=b. 

 

2756. If 𝟎 < 𝑎 ≤ 𝑏 then: 
 

∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

(𝟐 + 𝒙 + 𝒚)𝟐

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

≤
𝒃− 𝒂

𝟒
(
𝟏

𝟏 + 𝒂
−

𝟏

𝟏 + 𝒃
) 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
𝑳𝒆𝒎𝒎𝒂 ∶ ∀ 𝒙 > −1, 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) ≤ 𝒙 

𝑷𝒓𝒐𝒐𝒇: 𝑳𝒆𝒕 𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)  𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒇′(𝒙) = 𝟏 −
𝟏

𝟏 + 𝒙
=

𝒙

𝟏 + 𝒙
 

𝒄𝒍𝒆𝒂𝒓𝒍𝒚 𝒇𝒐𝒓 𝒙 ∈ (−𝟏, 𝟎), 𝒇′(𝒙) < 0 𝑠𝑜 𝑓(𝒙)𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒂𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒂𝒏𝒅 
𝒙 ∈ (𝟎,∞), 𝒇′(𝒙) > 0 𝑠𝑜 𝑓(𝒙)𝒊𝒏𝒄𝒓𝒆𝒂𝒔𝒊𝒏𝒈 

𝒔𝒐 𝒇(𝒙) 𝒉𝒂𝒔 𝒂 𝒈𝒍𝒐𝒃𝒂𝒍 𝒎𝒊𝒏𝒊𝒎𝒖𝒎 𝒂𝒕 𝒙 = 𝟎 𝒂𝒏𝒅 𝒇(𝟎) = 𝟎 
 𝒔𝒐 𝒇(𝒙) ≥ 𝒇(𝟎) ⇒ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) ≤ 𝒙 
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∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

(𝟐 + 𝒙 + 𝒚)𝟐

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

= ∫ (∫
𝟏

(𝟐 + 𝒙 + 𝒚)𝟐

𝒃

𝒂

)𝒅𝒚  
𝒃

𝒂

= ∫ (−
𝟏

𝟐 + 𝒙 + 𝒚
)
𝒂

𝒃

𝒅𝒚 =
𝒃

𝒂

 

 

= ∫ (
𝟏

𝟐 + 𝒂 + 𝒚
−

𝟏

𝟐 + 𝒃 + 𝒚
)𝒅𝒚 

𝒃

𝒂

= [𝐥𝐧
𝟐 + 𝒂 + 𝒚

𝟐 + 𝒃 + 𝒚
]
𝒂

𝒃

= 𝐥𝐧
(𝟐 + 𝒂 + 𝒃)𝟐

𝟒(𝟏 + 𝒂)(𝟏 + 𝒃)
= 

 

= 𝐥𝐧(𝟏 +
(𝒃 − 𝒂)𝟐

𝟒(𝟏 + 𝒂)(𝟏 + 𝒃)
) ≤
𝒍𝒆𝒎𝒎𝒂 (𝒃 − 𝒂)𝟐

𝟒(𝟏 + 𝒂)(𝟏 + 𝒃)
=
𝒃 − 𝒂

𝟒
.

𝒃 − 𝒂

(𝟏 + 𝒂)(𝟏 + 𝒃)
= 

 

=
𝒃 − 𝒂

𝟒
.
(𝟏 + 𝒃) − (𝟏 + 𝒂)

(𝟏 + 𝒃)(𝟏 + 𝒂)
=
𝒃 − 𝒂

𝟒
(
𝟏

𝟏 + 𝒂
−

𝟏

𝟏 + 𝒃
) 

 
Equality holds for  a=b. 

2757. If 𝟎 < 𝑎 ≤ 𝑏 then: 
 

∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

(𝟐 + 𝒙 + 𝒚)𝟐

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

≤
𝒃 − 𝒂

𝟏𝟔
(

𝟏

(𝟏 + 𝒂)𝟐
−

𝟏

(𝟏 + 𝒃)𝟐
) 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏

(𝟐 + 𝒙 + 𝒚)𝟑
=

𝟏

((𝟏 + 𝒙) + (𝟏 + 𝒚))
𝟑 ≤
𝑨𝑴−𝑮𝑴 𝟏

𝟖((𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚))
𝟑
𝟐

= 

=
𝟏

𝟖
√(

𝟏

𝟏 + 𝒙
)
𝟑

(
𝟏

𝟏 + 𝒚
)
𝟑

≤
𝑨𝑴−𝑮𝑴 𝟏

𝟏𝟔
 (

𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟑
+

𝟏

(𝟏 + 𝒚)𝟑
) 

 

∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

(𝟐 + 𝒙 + 𝒚)𝟐

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

≤
𝟏

𝟏𝟔
∫ ∫ (

𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟑
+

𝟏

(𝟏 + 𝒚)𝟑
)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

= 

 

=
𝟏

𝟏𝟔
(∫ ∫

𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟑
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

+∫ ∫
𝟏

(𝟏 + 𝒚)𝟑
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

) = 

 

=
𝟏

𝟏𝟔
((−

𝟏

𝟐
. (

𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟐
)
𝒂

𝒃

(𝒚)𝒂
𝒃) + (−

𝟏

𝟐
. (

𝟏

(𝟏 + 𝒚)𝟐
)
𝒂

𝒃

(𝒙)𝒂
𝒃)) = 

 



 
www.ssmrmh.ro 

58 RMM-CALCULUS MARATHON 2701-2800 

 

=
𝟐

𝟏𝟔
(−
𝟏

𝟐
(𝒃 − 𝒂) (

𝟏

(𝟏 + 𝒃)𝟐
−

𝟏

(𝟏 + 𝒂)𝟐
) =

𝒃 − 𝒂

𝟏𝟔
(

𝟏

(𝟏 + 𝒂)𝟐
−

𝟏

(𝟏 + 𝒃)𝟐
)  

 
Equality holds for  a=b. 

2758. 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(

 ∏

(

 ∫ √
𝒔𝒆𝒏(𝒙) + 𝒔𝒆𝒏(𝟑𝒙) + 𝒔𝒆𝒏(𝟓𝒙) + ⋯+ 𝒔𝒆𝒏(𝟒𝟎𝟓𝟏𝒙)

𝐜𝐨𝐬(𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝟓𝒙) + ⋯+ 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟎𝟓𝟏𝒙)

𝒏
𝒌

𝒅𝒙

𝝅
𝟒𝟎𝟓𝟐

𝟎
)

 

𝒏

𝒌=𝟏
)

 

𝟏
𝟐𝒏

= √
𝝅

𝒂
 

𝒂 =? 

                                                                         Proposed by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
Solution by Yang Silva Cartolin-Peru 
 

𝑳𝒆𝒕: 𝑺 =
𝒔𝒆𝒏(𝒙) + 𝒔𝒆𝒏(𝟑𝒙) + 𝒔𝒆𝒏(𝟓𝒙) + ⋯+ 𝒔𝒆𝒏(𝟒𝟎𝟓𝟏𝒙)

𝒄𝒐𝒔(𝒙) + 𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒙) + 𝒄𝒐𝒔(𝟓𝒙) +⋯+ 𝒄𝒐𝒔(𝟒𝟎𝟓𝟏𝒙)
 

𝑺 =
∑ 𝒔𝒆𝒏(𝒙 +𝒎(𝟐𝒙))𝟐𝟎𝟐𝟓
𝒎=𝟎

∑ 𝒄𝒐𝒔(𝒙 +𝒎(𝟐𝒙))𝟐𝟎𝟐𝟓
𝒎=𝟎

=

𝒔𝒆𝒏𝟐(𝟐𝟎𝟐𝟔𝒙)
𝒔𝒆𝒏(𝒙)

𝒔𝒆𝒏(𝟐𝟎𝟐𝟔𝒙)𝒄𝒐𝒔(𝟐𝟎𝟐𝟔𝒙)
𝒔𝒆𝒏(𝒙)

= 𝒕𝒈(𝟐𝟎𝟐𝟔𝒙) 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆: 𝑰 = ∫ 𝒕𝒈
𝒌
𝒏(𝟐𝟎𝟐𝟔𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟒𝟎𝟓𝟐

𝟎

 

𝑳𝒆𝒕: 𝒖 = 𝟐𝟎𝟐𝟔𝒙 → 𝒅𝒙 =
𝒅𝒖

𝟐𝟎𝟐𝟔
→ 𝑰 =

𝟏

𝟐𝟎𝟐𝟔
∫ 𝒕𝒈

𝒌
𝒏(𝒖)𝒅𝒖

𝝅
𝟐

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∫ 𝒕𝒈𝒑(𝒙)𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

=
𝝅

𝟐
𝒔𝒆𝒄 (

𝒑𝝅

𝟐
) , 𝟎 < 𝑝 < 1 

𝑰 =
𝝅

𝟒𝟎𝟓𝟐
𝒔𝒆𝒄 (

𝒌𝝅

𝟐𝒏
) 

𝑻𝒉𝒖𝒔: 𝑷 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

(∏(
𝝅

𝟒𝟎𝟓𝟐
𝒔𝒆𝒄 (

𝒌𝝅

𝟐𝒏
))

𝟏
𝟐𝒏

𝒏

𝒌=𝟏

) = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

((
𝝅

𝟒𝟎𝟓𝟐
)
𝒏

∏𝒔𝒆𝒄 (
𝒌𝝅

𝟐𝒏
)

𝒏

𝒌=𝟏

)

𝟏
𝟐𝒏

 

𝑷 = √
𝝅

𝟒𝟎𝟓𝟐
𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

(∏𝒔𝒆𝒄 (
𝒌𝝅

𝟐𝒏
)

𝒏

𝒌=𝟏

)

𝟏
𝟐𝒏

 

𝑳𝒆𝒕: 𝑳 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

(∏𝒔𝒆𝒄 (
𝒌𝝅

𝟐𝒏
)

𝒏

𝒌=𝟏

)

𝟏
𝟐𝒏

→ 𝒍𝒏(𝑳) = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝟏

𝟐𝒏
∑𝒍𝒏(𝒔𝒆𝒄 (

𝒌𝝅

𝟐𝒏
))

𝒏

𝒌=𝟏
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𝒍𝒏(𝑳) = −
𝟏

𝟐
𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝟏

𝒏
∑𝒍𝒏(𝒄𝒐𝒔 (

𝒌𝝅

𝟐𝒏
))

𝒏

𝒌=𝟏

→ 𝒍𝒏(𝑳) = −
𝟏

𝟐
∫ 𝒍𝒏 (𝒄𝒐𝒔 (

𝝅𝒕

𝟐
))𝒅𝒕

𝟏

𝟎

 

𝑳𝒆𝒕: 𝜽 =
𝝅𝒕

𝟐
→ 𝒅𝒕 =

𝟐

𝝅
𝒅𝜽 → 𝒍𝒏(𝑳) = −

𝟏

𝝅
∫ 𝒍𝒏(𝒄𝒐𝒔(𝜽))𝒅𝜽

𝝅
𝟐

𝟎

 

𝒍𝒏(𝑳) = −
𝟏

𝝅
(−
𝝅

𝟐
𝒍𝒏(𝟐)) → 𝒍𝒏(𝑳) = 𝒍𝒏(√𝟐) → 𝑳 = √𝟐 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆: 𝑷 = √
𝝅

𝟒𝟎𝟓𝟐
(√𝟐) = √

𝝅

𝟐𝟎𝟐𝟔
→ 𝒂 = 𝟐𝟎𝟐𝟔 

2759. Find: 

𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟔𝟒𝒏𝟑 + 𝟏𝟒𝟒𝒏𝟐 + 𝟗𝟐𝒏 + 𝟏𝟓

∞

𝒏=𝟏

 

Proposed by Sakthi Vel-India 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟔𝟒𝒏𝟑 + 𝟏𝟒𝟒𝒏𝟐 + 𝟗𝟐𝒏 + 𝟏𝟓

∞

𝒏=𝟏

=∑
(−𝟏)𝒏

𝒇(𝒏)

∞

𝒏=𝟏

→  𝒇(𝒏) = 𝟔𝟒𝒏𝟑 + 𝟏𝟒𝟒𝒏𝟐 + 𝟗𝟐𝒏 + 𝟏𝟓 

𝒇(𝒏) = (𝟒𝒏 + 𝒂)(𝟒𝒏 + 𝒃)(𝟒𝒏 + 𝒄)
= 𝟔𝟒𝒏𝟑 + 𝟏𝟔𝒏𝟐(𝒂 + 𝒃 + 𝒄) + 𝟒𝒏(𝒂𝒃 + 𝒂𝒄 + 𝒃𝒄) + 𝒂𝒃𝒄 

{
𝒂 + 𝒃 + 𝒄 =

𝟏𝟒𝟒

𝟏𝟔
= 𝟗

𝒂𝒃 + 𝒂𝒄 + 𝒃𝒄 = 𝟐𝟑
𝒂𝒃𝒄 = 𝟏𝟓

→  𝒂 = 𝟏  𝒃 = 𝟑  𝒄 = 𝟓 →  𝒇(𝒏) = (𝟒𝒏 + 𝟏)(𝟒𝒏 + 𝟑)(𝟒𝒏 + 𝟓) 

𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟒𝒏 + 𝟏)(𝟒𝒏 + 𝟑)(𝟒𝒏 + 𝟓)

∞

𝒏=𝟏

=
𝟏

𝟖
∑(−𝟏)𝒏 (

𝟏

𝟒𝒏 + 𝟏
−

𝟐

𝟒𝒏 + 𝟑
+

𝟏

𝟒𝒏 + 𝟓
)

∞

𝒏=𝟏

= 

=
𝟏

𝟖
𝑰𝟏 −

𝟏

𝟒
𝑰𝟐 +

𝟏

𝟖
𝑰𝟑 

𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 𝑴𝒊𝒕𝒕𝒂𝒈 − 𝑳𝒆𝒇𝒇𝒍𝒆𝒓 

∑
(−𝟏)𝒏

𝒏 + 𝒂

∞

𝒏=𝟎

= ∑
𝟏

𝟐𝒏 + 𝒂

∞

𝒏=𝟎

−∑
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏 + 𝒂

∞

𝒏=𝟎

=
𝟏

𝟐
(∑

𝟏

𝒏 +
𝒂
𝟐

∞

𝒏=𝟎

−∑
𝟏

𝒏 +
𝒂
𝟐 +

𝟏
𝟐

∞

𝒏=𝟎

) 

∑
(−𝟏)𝒏

𝒏 + 𝒂

∞

𝒏=𝟎

=
𝟏

𝟐
(𝝍(𝟎) (

𝒂

𝟐
+
𝟏

𝟐
) − 𝝍(𝟎) (

𝒂

𝟐
))    𝑫𝒊𝒈𝒂𝒎𝒎𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 

𝑰𝟏 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟒𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

= −∑
(−𝟏)𝒏

𝟒𝒏 + 𝟓

∞

𝒏=𝟎

= −
𝟏

𝟒
∑
(−𝟏)𝒏

𝒏 +
𝟓
𝟒

∞

𝒏=𝟎

=
𝟏

𝟖
(𝝍(𝟎) (

𝟓

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟗

𝟖
)) 
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𝑰𝟐 =∑
(−𝟏)𝒏

𝟒𝒏 + 𝟑

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟒
∑
(−𝟏)𝒏

𝒏 +
𝟕
𝟒

∞

𝒏=𝟎

=
𝟏

𝟖
(𝝍(𝟎) (

𝟕

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟏𝟏

𝟖
)) 

𝑰𝟑 =∑
(−𝟏)𝒏

𝟒𝒏 + 𝟓

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟒
∑
(−𝟏)𝒏

𝒏 +
𝟗
𝟒

∞

𝒏=𝟎

=
𝟏

𝟖
(𝝍(𝟎) (

𝟗

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟏𝟑

𝟖
)) 

𝑰 =
𝟏

𝟖
(𝑰𝟏 + 𝑰𝟑) −

𝟏

𝟒
𝑰𝟐

=
𝟏

𝟔𝟒
(𝝍(𝟎) (

𝟓

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟗

𝟖
) + 𝝍(𝟎) (

𝟗

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟏𝟑

𝟖
))

−
𝟏

𝟑𝟐
(𝝍(𝟎) (

𝟕

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟏𝟏

𝟖
))

=
𝟏

𝟔𝟒
(𝝍(𝟎) (

𝟓

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟏𝟑

𝟖
)) −

𝟏

𝟑𝟐
(𝝍(𝟎) (

𝟕

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟏𝟏

𝟖
)) 

𝑫𝒊𝒈𝒂𝒎𝒂𝒎𝒎𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒖𝒓𝒓𝒆𝒏𝒄𝒆 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 

𝝍(𝟎)(𝟏 + 𝒛) = 𝝍(𝟎)(𝒛) +
𝟏

𝒛
 

𝑰 =
𝟏

𝟔𝟒
(𝝍(𝟎) (

𝟓

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟓

𝟖
) −

𝟖

𝟓
) −

𝟏

𝟑𝟐
(𝝍(𝟎) (

𝟕

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟑

𝟖
) +

𝟖

𝟑
) = 

=
𝟕

𝟏𝟐𝟎
−
𝟏

𝟑𝟐
(𝝍(𝟎) (

𝟕

𝟖
) − 𝝍(𝟎) (

𝟑

𝟖
)) =

𝟕

𝟏𝟐𝟎
−
𝟏

𝟑𝟐
𝑲 

𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔′𝒔 𝑫𝒊𝒈𝒂𝒎𝒎𝒂 𝒕𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 

𝝍(𝟎) (
𝒑

𝒒
) = −𝜸 − 𝐥𝐧(𝟐𝐪) −

𝛑

𝟐
𝐜𝐨𝐭 (

𝒑𝝅

𝒒
) + 𝟐 ∑ 𝐜𝐨𝐬 (

𝟐𝝅𝒏𝒑

𝒒
) 𝐥𝐧 (𝒔𝒊𝒏 (

𝝅𝒏

𝒒
))

⌊
𝒒
𝟐
⌋−𝟏

𝒏=𝟏

 

𝑲 =
𝝅

𝟐
𝐜𝐨𝐭 (

𝟑𝝅

𝟖
) −

𝝅

𝟐
𝐜𝐨𝐭 (

𝟕𝝅

𝟖
) + 𝟐∑ 𝐥𝐧(𝒔𝒊𝒏 (

𝝅𝒏

𝟖
))(  𝐜𝐨𝐬 (

𝟕𝝅𝒏

𝟒
) − 𝐜𝐨𝐬 (

𝟑𝝅𝒏

𝟒
))

𝟑

𝒏=𝟏

= 

=
𝝅

𝟐
(𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟖
) + 𝐜𝐨𝐭 (

𝝅

𝟖
)) − 𝟒∑ 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒏

𝟖
)) 𝐬𝐢𝐧 (

𝛑𝐧

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟓𝝅𝒏

𝟒
)

𝟑

𝒏=𝟏

= 

=
𝝅

𝟐
𝐬𝐞𝐜 (

𝝅

𝟖
) 𝐜𝐬𝐜 (

𝛑

𝟖
) − 𝟒 (𝐥𝐧 (𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟖
)) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟓𝝅

𝟒
) − 𝐥𝐧 (𝒔𝒊𝒏 (

𝟑𝝅

𝟖
)) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟏𝟓𝛑

𝟒
)) =   

= 𝝅√𝟐 − 𝟒(−
√𝟐

𝟐
𝐥𝐧(

√𝟐 − √𝟐

𝟐
) +

√𝟐

𝟐
 𝐥𝐧(

√𝟐 + √𝟐

𝟐
)) = 𝝅√𝟐 + 𝟐√𝟐 𝐥𝐧(√𝟐 − 𝟏) 

∑
(−𝟏)𝒏

𝟔𝟒𝒏𝟑 + 𝟏𝟒𝟒𝒏𝟐 + 𝟗𝟐𝒏 + 𝟏𝟓

∞

𝒏=𝟏

=
𝟕

𝟏𝟐𝟎
−
𝝅√𝟐

𝟑𝟐
−
√𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧 (√𝟐 − 𝟏) 
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2760. If 𝒎 > 1,𝒏 > 0 then find: 
 

∫
𝒅𝒙

𝒎+ 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙

𝟏
𝟐

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Van Canh-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝑳𝒆𝒕 𝒕 = 𝒏𝒙 𝒕𝒉𝒆𝒏
𝒅𝒕

𝒏
= 𝒅𝒙 𝒂𝒏𝒅 𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒕 = 𝟎 , 𝒙 =

𝟏

𝟐
⇒ 𝒕 =

𝒏

𝟐
 

∫
𝒅𝒙

𝒎+ 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙

𝟏
𝟐

𝟎

. =
𝟏

𝒏
∫

𝒅𝒕

𝒎 + 𝐬𝐢𝐧 𝒕

𝒏
𝟐

𝟎

= 
𝟏

𝒏
∫

𝟏

𝒎+ 𝟐
𝐭𝐚𝐧 (

𝒕
𝟐)

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 (
𝒕
𝟐)

𝒏
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = 

=
𝟏

𝒏
∫

𝐬𝐞𝐜𝟐 (
𝒕
𝟐)𝒅𝒕

𝒎+𝒎𝒕𝒂𝒏𝟐 (
𝒕
𝟐) + 𝟐𝐭𝐚𝐧 (

𝒕
𝟐)

𝒏
𝟐

𝟎

=
𝟏

𝒎𝒏
∫

𝐬𝐞𝐜𝟐 (
𝒕
𝟐)𝒅𝒕

(𝐭𝐚𝐧 (
𝒕
𝟐) +

𝟏
𝒎)

𝟐

−
√𝒎𝟐 − 𝟏
𝒎

=

𝒏
𝟐

𝟎

 

=
𝟏

𝒎𝒏
∫

𝒅(𝐭𝐚𝐧 (
𝒕
𝟐) +

𝟏
𝒎)

. (𝐭𝐚𝐧 (
𝒕
𝟐) +

𝟏
𝒎)

𝟐

−
√𝒎𝟐 − 𝟏
𝒎

𝒏
𝟐

𝟎

=
𝟏

𝒎𝒏
.

𝒎

√𝒎𝟐 − 𝟏
(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝒎𝒕𝒂𝒏(
𝒕
𝟐) + 𝟏

√𝒎𝟐 − 𝟏
))

𝟎

𝒏
𝟐

= 

=
𝟏

𝒏√𝒎𝟐 − 𝟏
(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝒎𝒕𝒂𝒏(
𝒏
𝟒) + 𝟏

√𝒎𝟐 − 𝟏
) − 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟏

√𝒎𝟐 − 𝟏 
)) 

 
2761. Prove that: 

∫ 𝐥𝐧𝟑(𝒙) (
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙)

𝟏 − 𝒙
− 𝑳𝒊𝟐(𝒙

𝟑) −
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 

=
𝟏𝟎𝟓

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) −

𝝅𝟐

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝟏𝟖𝜻(𝟐,

𝟏

𝟑
) + 𝟒𝜻(𝟑,

𝟏

𝟑
) +

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝝅𝟐 + 𝟏𝟐𝝅√𝟑 + 𝟏𝟎𝟖 𝐥𝐧(𝟑) − 𝟓𝟒𝟎 

 

Proposed by Sadi Qafani-Bosnia and Herzegovina 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙)

𝟏 − 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙
⏟              

𝑰𝟏

−∫ 𝐥𝐧𝟑
𝟏

𝟎

(𝒙)𝑳𝒊𝟐(𝒙
𝟑)𝒅𝒙

⏟            
𝑰𝟐

−∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙
⏟              

𝑰𝟑

 

                              Generating function for the harmonic numbers 
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𝐍𝐨𝐭𝐞: 
𝐥 𝐧(𝟏 − 𝐱)

𝟏 − 𝐱
= −∑𝐱𝐧𝐇𝐧

∞

𝐧=𝟏

,
𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱)

(𝟏 + 𝐱)
= −∑(−𝟏)𝐧𝐱𝐧𝐇𝐧

∞

𝐧=𝟏

 

𝑰𝟏 = ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙)

𝟏 − 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = −∑𝑯𝒏∫ 𝒙𝒏𝐥𝐧𝟑
𝟏

𝟎

(𝒙)

∞

𝒏=𝟏

𝒅𝒙 

𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝟐∫ 𝐱𝐧 𝐥𝐧𝐦(𝐱)𝐝𝐱
𝟏

𝟎

=
(−𝟏)𝐦𝚪(𝐦+ 𝟏)

(𝐧 + 𝟏)𝐦+𝟏
, 𝒏 > −1  𝑚 ∈ 𝒁+ 

𝐈𝟏 = 𝟔∑
𝐇𝐧

(𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

= 𝟔∑
𝐇𝐧+𝟏 −

𝟏
𝐧 + 𝟏

(𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

= 𝟔∑
𝐇𝐧+𝟏
(𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔∑
𝟏

(𝐧 + 𝟏)𝟓

∞

𝐧=𝟏

= 

= 𝟔∑
𝐇𝐧
𝐧𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔 − 𝟔(∑
𝟏

𝐧𝟓

∞

𝐧=𝟏

− 𝟏) = 𝟔∑
𝐇𝐧
𝐧𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔𝛇(𝟓) 

                                Let q ∈ Z>1. Then the following identity holds: 

∑
𝑯𝒏
𝒏𝒒

∞

𝒏=𝟏

=
𝟏

𝟐
(𝒒 + 𝟐)𝜻(𝒒 + 𝟏) −

𝟏

𝟐
∑𝜻(𝒒 − 𝒌)𝜻(𝒌 + 𝟏)

𝒒−𝟐

𝒌=𝟏

 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏
𝒏𝟐𝒒

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟐
(𝟐𝒒 + 𝟏)𝜼(𝟐𝒒 + 𝟏) +∑𝜻(𝟐𝒒 − 𝟐𝒌 + 𝟏)𝜼(𝟐𝒌)

𝒒−𝟏

𝒌=𝟎

 

•  𝑰𝟏 = 𝟏𝟖𝜻(𝟓) − 𝟔𝜻(𝟐)𝜻(𝟑) − 𝟔𝜻(𝟓) = 𝟏𝟐𝜻(𝟓) − 𝝅
𝟐𝜻(𝟑) 

𝑰𝟐 = ∫ 𝐥𝐧𝟑(𝒙)𝑳𝒊𝟐(𝒙
𝟑)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= ∑
𝟏

𝐧𝟐

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒙𝟑𝒏𝐥𝐧𝟑(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= −𝟔∑
𝟏

𝐧𝟐(𝟑𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

= 

= −𝟔∑(
𝟏

𝐧𝟐
−

𝟏𝟐

𝒏(𝟑𝒏 + 𝟏)
+

𝟐𝟕

(𝟑𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝟏𝟖

(𝟑𝒏 + 𝟏)𝟑
+

𝟗

(𝟑𝒏 + 𝟏)𝟒
)

∞

𝐧=𝟏

 

                                                  𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝐇𝐮𝐫𝐰𝐢𝐭𝐳 𝐳𝐞𝐭𝐚 𝐟𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧.   

𝜻(𝐬, 𝐚) = ∑
𝟏

(𝒂 + 𝒏)𝒔

∞

𝐧=𝟎

, 𝜻(𝒔, 𝒂) =
𝟏

𝒂𝒔
+ 𝜻(𝒔, 𝒂 + 𝟏),   𝑹𝒆{𝒔} > 1, 𝑎 ≠ (𝟎,−𝟏,−𝟐,… ) 

𝐈𝟐 = −𝟔(𝛇(𝟐) − 𝟏𝟐∑
𝟏

𝐧(𝟑𝐧 + 𝟏)

∞

𝐧=𝟏

+∑
𝟐𝟕

(𝟑𝒏 + 𝟒)𝟐

∞

𝒏=𝟎

+∑
𝟏𝟖

(𝟑𝒏 + 𝟒)𝟑

∞

𝒏=𝟎

+∑
𝟗

(𝟑𝒏 + 𝟒)𝟒

∞

𝒏=𝟎

) = 

= −𝛑𝟐 + 𝟐𝟒∑
𝟏

𝒏(𝒏 +
𝟏
𝟑)

∞

𝐧=𝟏

− 𝟏𝟖𝜻 (𝟐,
𝟒

𝟑
) − 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟒

𝟑
) −

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟒

𝟑
) = 

= −𝛑𝟐 − 𝟏𝟖𝛇 (𝟐,
𝟏

𝟑
) + 𝟏𝟔𝟐 − 𝟒𝛇 (𝟑,

𝟏

𝟑
) + 𝟏𝟎𝟖 −

𝟐

𝟑
𝛇 (𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝟓𝟒 + 𝟐𝟒∑

𝟏

𝐧(𝐧 +
𝟏
𝟑)

∞

𝐧=𝟏

= 

= −𝛑𝟐 − 𝟏𝟖𝛇 (𝟐,
𝟏

𝟑
) − 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟏

𝟑
) −

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝟐𝟒𝑱 + 𝟑𝟐𝟒 
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𝐉 = ∑
𝟏

𝐧(𝐧 +
𝟏
𝟑)

∞

𝐧=𝟏

=∑
𝟏

(𝒏 + 𝟏) (𝒏 +
𝟒
𝟑)

∞

𝐧=𝟎

=∑∫ ∫ 𝐱𝐧𝐲𝐧+
𝟏
𝟑𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

∞

𝐧=𝟎

= 

= ∫ ∫ 𝒚
𝟏
𝟑∑(𝒙𝒚)𝒏
∞

𝒏=𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ 𝒚
𝟏
𝟑∫

𝟏

𝟏 − 𝒙𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ 𝒚
𝟏
𝟑 [
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙𝒚)

𝒚
]
𝟎

𝟏𝟏

𝟎

𝒅𝒚 = 

= −∫ 𝒚−
𝟐
𝟑 𝐥𝐧(𝟏 − 𝐲)

𝟏

𝟎

𝒅𝒚 →   𝑱(𝒂) = ∫ 𝒚−
𝟐
𝟑(𝟏 − 𝒚)𝒂

𝟏

𝟎

 𝒅𝒚 →   𝑱 = − 𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅

𝒅𝒂
𝑱(𝒂) 

𝐉(𝐚) = ∫ 𝒚
𝟏
𝟑
−𝟏

𝟏

𝟎

(𝟏 − 𝒚)𝒂+𝟏−𝟏𝒅𝒚 = 𝜷(
𝟏

𝟑
, 𝒂 + 𝟏) =

𝜞(
𝟏
𝟑)𝜞

(𝒂 + 𝟏)

𝜞 (
𝟒
𝟑 + 𝒂)

 

𝑱 = −𝜞(
𝟏

𝟑
) 𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅

𝒅𝒂

𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝜞 (
𝟒
𝟑 + 𝒂)

= −𝜞(
𝟏

𝟑
) 𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝜞(𝒂 + 𝟏)(𝝍(𝟎)(𝒂 + 𝟏) − 𝝍(𝟎) (𝒂 +
𝟒
𝟑
)

𝜞(
𝟒
𝟑 + 𝒂)

= 

= −
𝚪(
𝟏
𝟑
)

𝚪 (
𝟒
𝟑
)
(𝝍(𝟎)(𝟏) − 𝝍(𝟎) (

𝟒

𝟑
)) = −𝟑(−𝜸 − 𝟑 + 𝜸 +

𝝅

𝟐√𝟑
+
𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝟑)) = 𝟗 −

𝟑𝝅

𝟐√𝟑
−
𝟗

𝟐
𝐥𝐧(𝟑) 

𝑰𝟐 = −𝝅
𝟐 − 𝟏𝟖𝜻(𝟐,

𝟏

𝟑
) − 𝟒𝜻(𝟑,

𝟏

𝟑
) −

𝟐

𝟑
𝜻(𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝟑𝟐𝟒 + 𝟐𝟒(𝟗 −

𝝅√𝟑

𝟐
−
𝟗

𝟐
𝐥𝐧(𝟑)) 

𝑰𝟑 = ∫
𝐥𝐧𝟑(𝐱)𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱)

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = −∑(−𝟏)𝒏𝐇𝐧∫ 𝒙𝒏
𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

𝐥𝐧𝟑(𝐱)𝐝𝐱 = 

= 𝟔∑
(−𝟏)𝒏𝐇𝐧
(𝒏 + 𝟏)𝟒

∞

𝒏=𝟏

= 𝟔∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏+𝟏
(𝒏 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔∑
(−𝟏)𝒏

(𝒏 + 𝟏)𝟓

∞

𝒏=𝟏

= 

= 𝟔∑
(−𝟏)𝒏+𝟏𝑯𝒏

𝒏𝟒

∞

𝒏=𝟏

− 𝟔∑
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝟓

∞

𝒏=𝟏

= −𝟔(−
𝟓

𝟐
𝜼(𝟓) +∑𝜻(𝟓 − 𝟐𝒌)

𝟏

𝒌=𝟎

𝜼(𝟐𝒌)) −
𝟒𝟓

𝟖
𝜻(𝟓)

= 𝟏𝟓𝜼(𝟓) − 𝟑𝜻(𝟓) − 𝟔𝜻(𝟑)𝜼(𝟐) −
𝟒𝟓

𝟖
𝜻(𝟓)

=
𝟐𝟐𝟓

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) − 𝟑𝜻(𝟓) −

𝟒𝟓

𝟖
𝜻(𝟓) − 𝟑𝜻(𝟑)𝜻(𝟐) =

𝟖𝟕

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) −

𝝅𝟐

𝟐
𝜻(𝟑) 

𝑰 = 𝑰𝟏 − 𝑰𝟐 − 𝑰𝟑 = 

= 𝟏𝟐𝜻(𝟓) − 𝝅𝟐𝜻(𝟑) + 𝝅𝟐 + 𝟏𝟖𝜻 (𝟐,
𝟏

𝟑
) + 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟏

𝟑
) +

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) − 𝟓𝟒𝟎 + 𝟏𝟐𝝅√𝟑

+ 𝟏𝟎𝟖𝐥𝐧(𝟑) −
𝟖𝟕

𝟏𝟔
𝛇(𝟓) +

𝛑𝟐

𝟐
𝛇(𝟑) = 

=
𝟏𝟎𝟓

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) −

𝝅𝟐

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝝅𝟐 + 𝟏𝟖𝜻 (𝟐,

𝟏

𝟑
) + 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟏

𝟑
) +

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) − 𝟓𝟒𝟎 + 𝟏𝟐𝝅√𝟑

+ 𝟏𝟎𝟖𝐥𝐧(𝟑) 

𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝒆𝒕𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏, 𝜼(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

= (𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔)𝜻(𝒔)   𝑹𝒆{𝒔} > 0 
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𝜼(𝟎) =
𝟏

𝟐
 

2762. Find: 

∫
𝒙𝟐𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Vasile Mircea Popa-Romania 

Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∫
𝒙𝟐𝐥𝐧𝟐(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

𝟎

𝒅𝒙  {𝒙 → −𝒙   𝒙 ≤ 𝟎  } 𝑰 = ∫
𝒙²(𝒍𝒏(−𝒙))²

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟎

−∞

𝒅𝒙 = 

                                                         = ∫
𝒙𝟐(𝒍𝒏(𝒙) − 𝒊𝝅)𝟐

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟎

−∞

𝒅𝒙 = 

= ∫
𝒙𝟐𝒍𝒏𝟐(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟎

−∞

𝒅𝒙 + 𝟐𝒊𝝅∫
𝒙𝟐𝐥𝐧(𝐱)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟎

−∞

𝒅𝒙 − 𝝅𝟐∫
𝒙𝟐

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏
𝒅𝒙

𝟎

−∞

 

𝟐𝑰 = ∫
𝒙²𝒍𝒏²(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

−∞

𝒅𝒙 − 𝟐𝒊𝝅∫
𝒙𝟐𝐥 𝐧(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟎

−∞

𝒅𝒙 − 𝝅𝟐∫
𝒙𝟐

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

𝟎

𝒅𝒙 

𝟐𝑰 = 𝑱 − 𝟐𝝅𝒊𝑲 − 𝝅𝟐𝑴 

𝑱 = ∫
𝒙²𝒍𝒏²(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

−∞

𝒅𝒙, 𝑱(𝒂) = ∫
𝒙𝟐𝒂

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

−∞

𝒅𝒙, 𝑱 =
𝟏

𝟒
𝒍𝒊𝒎𝒂→𝟏

𝒅𝟐

𝒅𝒂𝟐
𝑱(𝒂) 

𝑱(𝒂) = 𝟐𝝅𝒊∑𝑹𝒆𝒔 

𝒇(𝒛) =
𝒛𝟐𝒂

𝒛𝟒 + 𝒛𝟐 + 𝟏
→ 𝒛𝟒 + 𝒛𝟐 + 𝟏 = 𝟎 → 𝒛𝟐 = 𝒕  

𝒕𝟐 + 𝒕 + 𝟏 = 𝟎 → 𝒕𝟏;𝟐 = −
𝟏

𝟐
±
𝒊√𝟑

𝟐
= 𝐜𝐨𝐬 (±

𝟐𝝅

𝟑
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 (±

𝟐𝝅

𝟑
) = 𝒆±

𝟐𝝅𝒊
𝟑  

𝒛𝟐 = 𝒕  𝒛𝟏 =
𝟏

𝟐
+
𝒊√𝟑

𝟐
, 𝒛𝟐 = −

𝟏

𝟐
+
𝒊√𝟑

𝟐
, 𝒛𝟑 =

𝟏

𝟐
−
𝒊√𝟑

𝟐
, 𝒛𝟒 = −

𝟏

𝟐
−
𝒊√𝟑

𝟐
 

“𝒕𝒉𝒆 𝒑𝒐𝒍𝒆𝒔 𝒊𝒏 𝒕𝒉𝒆 𝒖𝒑𝒑𝒆𝒓 𝒉𝒂𝒍𝒇 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆” 

𝒛𝟏 =
𝟏

𝟐
+
𝒊√𝟑

𝟐
= 𝒆

𝒊𝝅
𝟑  ,    𝒛𝟐 = −

𝟏

𝟐
+
𝒊√𝟑

𝟐
= 𝒆

𝟐𝒊𝝅
𝟑  

𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝒌) =
𝒛𝒌
𝟐𝒂

𝒅
𝒅𝒛𝒌

(𝒛𝒌
𝟒 + 𝒛𝒌

𝟐 + 𝟏)
=

𝒛𝒌
𝟐𝒂

𝟒𝒛𝒌
𝟑 + 𝟐𝒛𝒌

=
𝒛𝒌
𝟐𝒂−𝟏

𝟒𝒛𝒌
𝟐 + 𝟐

 

𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝟏) =
𝒆
𝒊𝝅(𝟐𝒂−𝟏)

𝟑

𝟒𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑 + 𝟐

=
𝒆
𝒊𝝅(𝟐𝒂−𝟏)

𝟑

𝟐𝒊√𝟑
, 𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝟐) =

𝒆
𝟐𝒊𝝅(𝟐𝒂−𝟏)

𝟑

𝟒𝒆
𝟒𝒊𝝅
𝟑 + 𝟐

= −
𝒆
𝟐𝒊𝝅(𝟐𝒂−𝟏)

𝟑

𝟐𝒊√𝟑
 

∑𝑹𝒆𝒔 = 𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝟏) + 𝑹𝒆𝒔(𝒇, 𝒛𝟐) =
𝒆
𝒊𝝅(𝟐𝒂−𝟏)

𝟑 − 𝒆
𝟐𝒊𝝅(𝟐𝒂−𝟏)

𝟑

𝟐𝒊√𝟑
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  𝑱(𝒂) =
𝝅

√𝟑
(𝒆
𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏) − 𝒆

𝟐𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏))     𝑱 =

𝝅

𝟒√𝟑
𝒍𝒊𝒎𝒂→𝟏

𝒅𝟐

𝒅𝒂𝟐
(𝒆
𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏) − 𝒆

𝟐𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏)) = 

=
𝝅

𝟒√𝟑
𝒍𝒊𝒎𝒂→𝟏 (

𝟏𝟔𝝅²

𝟗
𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏) −

𝟒𝝅²

𝟗
𝒆
𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏)) =

𝝅³

𝟗√𝟑
(𝟒𝒆

𝟐𝒊𝝅
𝟑 − 𝒆

𝒊𝝅
𝟑 ) = 

=
𝝅³

𝟗√𝟑
(𝟒𝒄𝒐𝒔 (

𝟐𝝅

𝟑
) + 𝟒𝒊𝒔𝒊𝒏 (

𝟐𝝅

𝟑
) − 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
) − 𝒊𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟑
)) = −

𝟓𝝅𝟑

𝟏𝟖√𝟑
+
𝒊𝝅𝟑

𝟔
 

𝑲 = ∫
𝒙𝟐𝐥 𝐧(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟎

−∞

𝒅𝒙  𝒙 → −𝒙  𝑲 = ∫
𝒙𝟐𝒍𝒏(𝒙) + 𝒊𝝅𝒙²

𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟒

∞

𝟎

𝒅𝒙 

𝟐𝑲 = ∫
𝒙𝟐𝐥 𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟒

∞

−∞

𝒅𝒙 + 𝒊𝝅∫
𝒙𝟐

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

𝟎

𝒅𝒙 = 𝑳 + 𝒊𝝅𝑴 

 𝑳 = ∫
𝒙𝟐𝐥 𝐧(𝒙)

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

−∞

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒍𝒊𝒎𝒂→𝟏

𝒅

𝒅𝒂
𝑱(𝒂) =

𝝅

𝟐√𝟑
𝒍𝒊𝒎𝒂→𝟏 

𝒅

𝒅𝒂
(𝒆
𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏) − 𝒆

𝟐𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏))

=
𝝅

𝟐√𝟑
(
𝝅

√𝟑
+ 𝒊𝝅) =

𝝅𝟐

𝟔
+
𝝅𝟐𝒊

𝟐√𝟑
 

𝑴 = ∫
𝒙𝟐

𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏

∞

𝟎

𝒅𝒙  𝒙 → −𝒙  𝑴 =
𝟏

𝟐
∫

𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟒

∞

−∞

𝒅𝒙 

 𝑴 =
𝟏

𝟐
𝒍𝒊𝒎𝒂→𝟏 𝑱(𝒂) =

𝝅

𝟐√𝟑
𝒍𝒊𝒎𝒂→𝟏 (𝒆

𝒊𝝅
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏) − 𝒆

𝟐𝝅𝒊
𝟑
(𝟐𝒂−𝟏)) = 

=
𝝅

𝟐√𝟑
(𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
) + 𝒊𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟑
) − 𝒄𝒐𝒔 (

𝟐𝝅

𝟑
) − 𝒊𝒔𝒊𝒏 (

𝟐𝝅

𝟑
)) =

𝝅

𝟐√𝟑
 

 𝑲 =
𝑳

𝟐
+
𝒊𝝅

𝟐
𝑴 =

𝝅𝟐

𝟏𝟐
+
𝒊𝝅𝟐

𝟒√𝟑
+
𝒊𝝅𝟐

𝟒√𝟑
=
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+
𝒊𝝅𝟐

𝟐√𝟑
 

𝟐𝑰 = 𝑱 − 𝟐𝝅𝒊𝑲 − 𝝅𝟐𝑴 = −
𝟓𝝅𝟑

𝟏𝟖√𝟑
+
𝒊𝝅𝟑

𝟔
−
𝒊𝝅𝟑

𝟔
+
𝝅𝟑

√𝟑
−
𝝅𝟑

𝟐√𝟑
=
𝟐𝝅𝟑

𝟗√𝟑
 

 𝑰 = ∫
𝒙²𝒍𝒏²(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙⁴

∞

𝟎

𝒅𝒙 =
𝝅𝟑

𝟗√𝟑
 

2763. Prove that: 

∑
(−𝟏)𝒏𝒏𝟐𝒏! (𝒏 + 𝟏)!

(𝟐𝒏 + 𝟐)!

∞

𝒏=𝟏

=
𝟐

𝟐𝟓
(
𝟕𝐥𝐧(𝝓)

√𝟓
− 𝟐) 

𝒘𝒉𝒆𝒓𝒆  𝝓 →  𝑮𝒐𝒍𝒅𝒆𝒏 𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐 
 

Proposed by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
Solution by Rana Ranino-Algeria 

𝛀 = ∑
(−𝟏)𝒏𝒏𝟐𝒏! (𝒏 + 𝟏)!

(𝟐𝒏 + 𝟐)!

∞

𝒏=𝟏
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𝛀 =∑
(−𝟏)𝒏𝒏𝟐𝚪(𝒏 + 𝟏)𝚪(𝒏 + 𝟐)

𝚪(𝟐𝒏 + 𝟑)

∞

𝒏=𝟏

=∑(−𝟏)𝒏𝒏𝟐
∞

𝒏=𝟏

𝜷(𝒏 + 𝟏; 𝒏 + 𝟐) = 

=∑(−𝟏)𝒏𝒏𝟐∫ 𝒙𝒏+𝟏(𝟏 − 𝒙)𝒏𝒅𝒙
𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

= ∑𝒏𝟐∫ 𝒙(𝒙(𝒙 − 𝟏))
𝒏
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

 

𝑹𝒆𝒄𝒂𝒍𝒍: ∑𝒏𝟐𝒛𝒏
∞

𝒏=𝟏

=
𝒛(𝟏 + 𝒛)

(𝟏 − 𝒛)𝟑
,   |𝒛| < 1 

𝛀 = ∫
𝒙𝟐(𝒙 − 𝟏)(𝟏 + 𝒙(𝒙 − 𝟏))

(𝟏 − 𝒙(𝒙 − 𝟏))
𝟑

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

𝛀 =⏞

𝒙=
𝟏−𝒕
𝟐

∫
𝒕(𝟏 − 𝒕𝟐)(𝒕𝟐 + 𝟑)

(𝟓 − 𝒕𝟐)𝟑

𝟏

−𝟏⏟              
=𝟎

𝒅𝒕 + ∫
(𝟏 − 𝒕𝟐)(𝒕𝟐 + 𝟑)

(𝟓 − 𝒕𝟐)𝟑

𝟏

−𝟏

𝒅𝒕 

𝛀 = 𝟐∫
(𝟏 − 𝒕𝟐)(𝒕𝟐 + 𝟑)

(𝟓 − 𝒕𝟐)𝟑

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 

𝛀 =⏞
𝐭=√𝟓 𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒙) 𝟐

𝟐𝟓√𝟓
∫ (𝟓 𝐬𝐢𝐧𝐡²(𝒙) + 𝟑 𝐜𝐨𝐬𝐡²(𝒙))(𝟓𝐬𝐢𝐧𝐡𝟐(𝒙) − 𝐜𝐨𝐬𝐡 ²(𝒙))
𝐭𝐚𝐧𝐡−𝟏

𝟏

√𝟓

𝟎

𝒅𝒙 

𝛀 =
𝟐

𝟐𝟓√𝟓
∫ (𝟕 − 𝟏𝟒𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟐𝒙) + 𝟒𝐜𝐨𝐬𝐡(𝟒𝒙))𝒅𝒙
𝐥𝐧(𝝋)

𝟎

 

𝛀 =
𝟏𝟒

𝟐𝟓√𝟓
𝐥𝐧(𝝋) +

𝟐

𝟐𝟓√𝟓
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝟒𝒍𝒏𝝋) −

𝟏𝟒

𝟐𝟓√𝟓
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝟐𝒍𝒏𝝋) 

𝟐 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝟐 𝐥𝐧(𝟐𝝋)) = 𝝋𝟐 −
𝟏

𝝋𝟐
= √𝟓, 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝟒𝒍𝒏𝝋) = 𝝋𝟒 −

𝟏

𝝋𝟒
= 𝟑√𝟓 

𝛀 =
𝟏𝟒

𝟐𝟓√𝟓
𝐥𝐧(𝝋) +

𝟑

𝟐𝟓
−
𝟕

𝟐𝟓
=

𝟏𝟒

𝟐𝟓√𝟓
𝐥𝐧(𝝋) −

𝟒

𝟐𝟓
  

2764. Find: 

  ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑 (
𝒏
𝟐 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
Solution 1 by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑 (
𝒏
𝟐 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑(𝒏 + 𝟐)

∞

𝒏=𝟏

= 

= 𝟐∑(−𝟏)𝒏−𝟏 (
𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑
−

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
−

𝟏

𝒏 + 𝟐
+

𝟏

𝒏 + 𝟏
)

∞

𝒏=𝟏

= 
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= 𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

− 𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

− 𝟐(∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏 + 𝟐

∞

𝒏=𝟏

−∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

) = 

= 𝟐(𝟏 −∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

) − 𝟐(𝟏 −∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

) − 𝟐∑(
(−𝟏)𝒏

𝒏 + 𝟑
−
(−𝟏)𝒏

𝒏 + 𝟐
)

∞

𝒏=𝟎

= 

= −𝟐𝜼(𝟑) + 𝟐𝜼(𝟐) − 𝟐∑(−𝟏)𝒏 (∫ (𝒙𝒏+𝟐 − 𝒙𝒏+𝟏)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

)

∞

𝒏=𝟎

= 

= 𝜻(𝟐) −
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) − 𝟐∫ (

𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙
−

𝒙

𝟏 + 𝒙
)

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

=
𝝅𝟐

𝟔
−
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) − 𝟐∫

𝒙𝟐 − 𝟏

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 − 𝟐∫
𝟏

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 + 𝟐∫ 𝒅𝒙 − 𝟐
𝟏

𝟎

∫
𝟏

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

=
𝝅𝟐

𝟔
−
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) − 𝟒 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟐 [

𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙]

𝟎

𝟏

+ 𝟐 =
𝝅𝟐

𝟔
−
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) − 𝟒 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆  ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏) (
𝒏
𝟐 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

=
𝝅𝟐

𝟔
−
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) − 𝟒 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑 

 

Solution 2 by Yang Silva Cartolin-Peru 

Ω = ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑 (
𝒏
𝟐 + 𝟏)

=

∞

𝒏=𝟏

 

𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑(𝒏 + 𝟐)
= 𝟐∑(−𝟏)𝒏−𝟏 [

𝟏

𝒏 + 𝟏
−

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑
−

𝟏

𝒏 + 𝟐
]

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

△= 𝟐(∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟏

−∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

+∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

−∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏 + 𝟐

∞

𝒏=𝟏

) 

△= 𝟐(∑
(−𝟏)𝒌−𝟐

𝒌

∞

𝒌=𝟐

−∑
(−𝟏)𝒌−𝟐

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟐

+∑
(−𝟏)𝒌−𝟐

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟐

−∑
(−𝟏)𝒌−𝟑

𝒌

∞

𝒌=𝟑

) 

△= 𝟐(∑
(−𝟏)𝒌

𝒌

∞

𝒌=𝟐

−∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟐

+∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟐

+∑
(−𝟏)𝒌

𝒌

∞

𝒌=𝟑

) 

△= 𝟐(𝟏 − 𝐥𝐨𝐠(𝟐)) − 𝟐(𝟏 − 𝜼(𝟐)) + 𝟐(𝟏 − 𝜼(𝟑)) + 𝟐(
𝟏

𝟐
− 𝒍𝒐𝒈(𝟐)) 

 
𝜼 𝒔 = 𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔 𝜻 𝒔    𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑬𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏
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△= 𝟑 − 𝟒 𝐥𝐨𝐠(𝟐) + 𝟐(
𝟏

𝟐
𝜻(𝟐)) − 𝟐(

𝟑

𝟒
𝜻(𝟑)) = 𝟑 − 𝟒𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟔
−
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) 

△=
𝟏

𝟔
(−𝟗𝜻(𝟑) + 𝟏𝟖 + 𝝅𝟐 − 𝟐𝟒𝒍𝒐𝒈(𝟐)) ∴ 

Solution 3 by Yang Silva Cartolin-Peru 

△= 𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑(𝒏 + 𝟐)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟐∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑(𝒌 + 𝟏)

∞

𝒌=𝟐

 

𝑳𝒆𝒕: 𝒇(𝒙) = ∑
(−𝟏)𝒌𝒙𝒌+𝟏

𝒌𝟑(𝒌 + 𝟏)

∞

𝒌=𝟐

,  △= 𝟐𝒇(𝟏) 

𝒇′(𝒙) = ∑
(−𝟏)𝒌𝒙𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟐

=∑
(−𝒙)𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟐

 

𝑳𝒊𝟑(𝒛) = ∑
𝒛𝒌

𝒌𝟑
 

∞

𝒌=𝟏

𝑻𝒓𝒊𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 ⇒ 𝑳𝒊𝟑(−𝒙) = ∑
(−𝒙)𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

= −𝒙 +∑
(−𝒙)𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟐

 

⇒ 𝒇′(𝒙) = 𝑳𝒊𝟑(−𝒙) + 𝒙 

𝒇(𝟏) = ∫𝒇′(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= ∫𝑳𝒊𝟑(−𝒙)𝒅𝒙 +

𝟏

𝟎

∫𝒙𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝒇(𝟏) =
𝟏

𝟐
+ ∫𝑳𝒊𝟑(−𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

𝑰𝑩𝑷
⇒  𝒇(𝟏) = [𝒙𝑳𝒊𝟑(−𝒙)]𝟎

𝟏 −∫𝑳𝒊𝟐(−𝒙)𝒅𝒙 +
𝟏

𝟐

𝟏

𝟎

 

𝑰𝑩𝑷
⇒  𝒇(𝟏) = 𝑳𝒊𝟑(−𝟏) +

𝟏

𝟐
− [𝒙𝑳𝒊𝟐(−𝒙)]𝟎

𝟏 −∫ 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝑳𝒊𝟑(−𝟏) − 𝑳𝒊𝟐(−𝟏) +
𝟏

𝟐
− 𝟐𝒍𝒐𝒈(𝟐) + 𝟏 

𝑳𝒊𝟑(−𝟏) = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) ∧ 𝑳𝒊𝟐(−𝟏) = −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
 

𝒇(𝟏) = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
+
𝟑

𝟐
− 𝟐 𝒍𝒐𝒈(𝟐) →△= −

𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟔
+ 𝟑 − 𝟒𝒍𝒐𝒈 (𝟐) 

△=
𝟏

𝟔
(−𝟗𝜻(𝟑) + 𝟏𝟖 + 𝝅𝟐 − 𝟐𝟒𝒍𝒐𝒈(𝟐)) ∴ 
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Solution 4 by Quadri Faruk Temitope-Nigeria 

∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑 (
𝒏
𝟐 + 𝟏)

=

∞

𝒏=𝟏

∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑 (
𝒏 + 𝟐
𝟐 )

=

∞

𝒏=𝟏

 

𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑(𝒏 + 𝟐)
= ∑

(−𝟏)𝒏+𝟏−𝟏

𝒏𝟑(𝒏 + 𝟏)
=

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

𝟐∫ ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑
𝒙𝒏𝒅𝒙 =

∞

𝒏=𝟐

𝟐∫ ∑
(−𝒙)𝒏

𝒏𝟑
𝒅𝒙 =

∞

𝒏=𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

= 𝟐∫ 𝑳𝒊𝟑(−𝒙)𝒅𝒙 + 𝟐∫ 𝒙𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 𝒙𝑳𝒊𝟑(−𝒙)|
𝟏

𝟎
−

𝟏

𝟎

 

∫
𝑳𝒊𝟐(−𝒙)

𝒙
. 𝒙𝒅𝒙 + 𝟐∫ 𝒙𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝑳𝒊𝟑(−𝟏) −
𝟏

𝟎

∫ 𝑳𝒊𝟐(−𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

+∫ 𝒙𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 

= 𝑳𝒊𝟑(−𝟏) − [𝒙𝑳𝒊𝟐(−𝒙)|
𝟏

𝟎
+ ∫ 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

] = 

𝑳𝒊𝟑(−𝟏) − 𝑳𝒊𝟐(−𝟏) − ∫ 𝐥𝐧(𝒙)𝒅𝒙 + 𝟐∫ 𝒙𝒅𝒙
𝟏

𝟎

=
𝟐

𝟏

𝑳𝒊𝟑(−𝟏) − 𝑳𝒊𝟐(−𝟏) − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟏 + 𝟏 = 

= −
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝜻(𝟐) − 𝟒 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐 + 𝟏 = −

𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝜻(𝟐) − 𝟒 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑 

Solution 5 by Pham Duc Nam-Vietnam 

𝟏.∫𝑳𝒊𝟑(−𝒙)𝒅𝒙 =⏞
𝑰.𝑩.𝑷

𝒙𝑳𝒊𝟑(−𝒙) − ∫𝑳𝒊𝟐(−𝒙)𝒅𝒙 = 

= 𝒙(𝑳𝒊𝟑(−𝒙) − 𝑳𝒊𝟐(−𝒙)) − ∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝒅𝒙 

∫ 𝑳𝒊𝟑(−𝒙)𝒅𝒙 = [𝒙(𝑳𝒊𝟑(−𝒙) − 𝑳𝒊𝟐(−𝒙))]
𝟏

𝟎
 

𝟏

𝟎

−∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 

= 𝑳𝒊𝟑(−𝟏) − 𝑳𝒊𝟐(−𝟏) − (−𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧(𝟐)) = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
− 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟏 

𝟐.∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑 (
𝒏
𝟐 + 𝟏)

=

∞

𝒏=𝟏

𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑
∫ 𝒙𝒏+𝟏𝒅𝒙 =
𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

𝟐∫ (∑
(−𝟏)𝒏+𝟏𝒙𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

)𝒅𝒙 =
𝟏

𝟎
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= 𝟐∫ (𝒙 + 𝑳𝒊𝟑(−𝒙))𝒅𝒙 =
𝟏

𝟎

𝟏 + 𝟐(−
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
− 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟏) = 

= −
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟔
− 𝟒 𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑 

2765. Find: 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝒙𝟒)𝟐

∞

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝒙𝟒)𝟐

∞

𝟎

=⏞
𝒚=𝒙𝟒

∫
𝟏

(𝟏 + 𝒚)𝟐
∙
𝟏

𝟒√𝒚𝟑
𝟒

𝒅𝒚

∞

𝟎

= 

 

=
𝟏

𝟒
∫

𝒚−
𝟑
𝟒

(𝟏 + 𝒚)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟒
∫

𝒚
𝟏
𝟒
−𝟏

(𝟏 + 𝒚)
𝟏
𝟒
+
𝟕
𝟒

∞

𝟎

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟒
𝑩(
𝟏

𝟒
,
𝟕

𝟒
) = 

 

=
𝟏

𝟒
∙
𝚪 (
𝟏
𝟒) ∙ 𝚪 (

𝟕
𝟒)

𝚪 (
𝟏
𝟒 +

𝟕
𝟒)

=
𝟏

𝟒
∙
𝚪 (
𝟏
𝟒) ∙

𝟕
𝟒𝚪 (

𝟑
𝟒)

𝚪(𝟐)
=
𝟕

𝟏𝟔
∙
𝚪 (
𝟏
𝟒)𝚪 (𝟏 −

𝟏
𝟒)

𝟏
=
𝟕

𝟏𝟔
∙
𝝅

𝒔𝒊𝒏
𝝅
𝟒

=
𝟕𝝅

𝟖√𝟐
 

 
2766. Find: 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟕

∞

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟕

∞

𝟎

=⏞
𝒚=𝒙𝟕

∫
𝟏

𝟏 + 𝒚
∙
𝟏

𝟕√𝒚𝟔
𝟕

𝒅𝒚

∞

𝟎

= 
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=
𝟏

𝟕
∫
𝒚−
𝟔
𝟕

𝟏 + 𝒚

∞

𝟎

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟕
∫

𝒚
𝟏
𝟕
−𝟏

(𝟏 + 𝒚)
𝟏
𝟕
+
𝟔
𝟕

𝒅𝒚 =
𝟏

𝟕
𝑩(
𝟏

𝟕
,
𝟔

𝟕
)

∞

𝟎

= 

 

=
𝟏

𝟕
∙
𝚪 (
𝟏
𝟕) ∙ 𝚪 (

𝟔
𝟕)

𝚪 (
𝟏
𝟕 +

𝟔
𝟕)

=
𝟏

𝟕
∙
𝚪 (
𝟏
𝟕) ∙ 𝚪 (𝟏 −

𝟏
𝟕)

𝚪(𝟏)
=
𝟏

𝟕
∙
𝝅

𝒔𝒊𝒏
𝝅
𝟕

=
𝝅

𝟕𝒔𝒊𝒏
𝝅
𝟕

 

2767. Find: 

∫ |
𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏
𝒙
𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔

𝒙
𝟐

|𝒅𝒙
𝝅

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Van Canh-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

𝐬𝐢𝐧
𝟓𝝅

𝟖
= 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟖
=
√𝟐 + √𝟐

𝟐
, 𝐜𝐨𝐬

𝟓𝝅

𝟖
= −𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟖
= −

√𝟐 − √𝟐

𝟐
, 𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟖
= √𝟐 − 𝟏 

𝐭𝐚𝐧
𝟑𝝅

𝟖
= 𝐜𝐨𝐭

𝝅

𝟖
= √𝟐 + 𝟏, 𝐭𝐚𝐧𝟐

𝟓𝝅

𝟏𝟔
=
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬

𝟓𝝅
𝟖

𝟏+𝐜𝐨𝐬
𝟓𝝅
𝟖

=
𝟏 +

√𝟐 − √𝟐
𝟐  

𝟏 −
√𝟐 − √𝟐
𝟐

=
𝟐 + √𝟐 − √𝟐

𝟐 − √𝟐 − √𝟐
 

(𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
) = √𝟐𝐬𝐢𝐧 (

𝒙

𝟐
+
𝝅

𝟒
)𝒂𝒍𝒘𝒂𝒚𝒔 𝒑𝒐𝒔𝒕𝒊𝒗𝒆 𝒊𝒏(𝟎,𝝅) 𝒂𝒔 𝟎 ≤

𝒙

𝟐
≤
𝝅

𝟐
 

 𝒂𝒏𝒅 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = √𝟐𝐬𝐢𝐧 (𝒙 +
𝝅

𝟒
) > 0 𝑤ℎ𝑒𝑛  𝟎 ≤ 𝒙 <

𝟑𝝅

𝟒
  

𝒂𝒏𝒅 < 0 𝑤ℎ𝑒𝑛 
𝟑𝝅

𝟒
< 𝑥 < 𝜋 

 𝒕𝒉𝒆𝒏 |
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐

| >  𝟎 𝒊𝒏 (𝟎,
𝟑𝝅

𝟒
)  𝒂𝒏𝒅 < 0 𝑖𝑛 (

𝟑𝝅

𝟒
, 𝝅) 

 

∫ |
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

. 𝐬𝐢𝐧
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐

|𝒅𝒙
𝝅

𝟎

= ∫
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝐬𝐢𝐧
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐)
𝒅𝒙

𝟑𝝅
𝟒

𝟎

−∫
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝐬𝐢𝐧
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐)
𝒅𝒙

𝝅

𝟑𝝅
𝟒

 (𝟏) 

 

∫
𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝐬𝐢𝐧
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐)
𝒅𝒙 = ∫

𝐬𝐢𝐧 (𝒙 +
𝝅
𝟒)

𝐬𝐢𝐧 (
𝒙
𝟐 +

𝝅
𝟒)
𝒅𝒙 =

𝒖=
𝒙
𝟐
+
𝝅
𝟒
 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒅𝒙=𝟐𝒅𝒖

 𝟐∫
𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒖 −

𝝅
𝟒)

𝐬𝐢𝐧𝒖
𝒅𝒖 = 
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=
𝟐

√𝟐
∫(
𝒔𝒊𝒏𝟐𝒖

𝒔𝒊𝒏𝒖
−
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒖

𝒔𝒊𝒏𝒖
)𝒅𝒖 = √𝟐∫(𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒖 + 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒖 − 𝒄𝒔𝒄𝒖)𝒅𝒖 = 

 

= √𝟐(𝟐𝒔𝒊𝒏𝒖 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒖 − 𝐥𝐨𝐠 𝐭𝐚𝐧 (
𝒖

𝟐
))  

 
𝑼𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒉𝒊𝒔 𝒓𝒆𝒔𝒖𝒍𝒕 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕:  

 

∫
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝐬𝐢𝐧
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐)
𝒅𝒙

𝟑𝝅
𝟒

𝟎

= √𝟐(𝟐𝒔𝒊𝒏𝒖 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒖 − 𝐥𝐨𝐠 𝐭𝐚𝐧 (
𝒖

𝟐
))
𝝅
𝟒

𝟓𝝅
𝟖
= 

= √𝟐(𝐥𝐨𝐠(√𝟐 − 𝟏) + √𝟐 − √𝟐 + √𝟐 + √𝟐 − 𝐥𝐨𝐠 𝐭𝐚𝐧 (
𝟓𝝅

𝟏𝟔
)) 

∫
𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝐬𝐢𝐧
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐)
𝒅𝒙

𝝅

𝟑𝝅
𝟒

= √𝟐(𝟐𝒔𝒊𝒏𝒖 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒖 − 𝐥𝐨𝐠 𝐭𝐚𝐧 (
𝒖

𝟐
))
𝟓𝝅
𝟖

𝟑𝝅
𝟒
= 

= √𝟐(𝟐√𝟐 − 𝐥𝐨𝐠(√𝟐 + 𝟏) − √𝟐 − √𝟐 − √𝟐 + √𝟐 + 𝐥𝐨𝐠 𝐭𝐚𝐧 (
𝟓𝝅

𝟏𝟔
)) 

 𝑭𝒓𝒐𝒎 (𝟏) 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕  
 

∫ |
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒔𝒊𝒏
𝒙
𝟐 + 𝐜𝐨𝐬

𝒙
𝟐

| 𝒅𝒙 =
𝝅

𝟎

 

 

= √𝟐(𝐥𝐨𝐠(√𝟐 − 𝟏) + √𝟐 − √𝟐 + √𝟐 + √𝟐 − 𝐥𝐨𝐠 𝐭𝐚𝐧 (
𝟓𝝅

𝟏𝟔
))

− √𝟐(𝟐√𝟐 − 𝐥𝐨𝐠(√𝟐 + 𝟏) − √𝟐 − √𝟐 − √𝟐 + √𝟐 + 𝐥𝐨𝐠 𝐭𝐚𝐧 (
𝟓𝝅

𝟏𝟔
)) 

= √𝟐(−𝟐√𝟐 + 𝟐√𝟐 − √𝟐 + 𝟐√𝟐 + √𝟐 + 𝐥𝐨𝐠
𝟏

𝐭𝐚𝐧𝟐
𝟓𝝅
𝟏𝟔

) = 

 

= √𝟐(−𝟐√𝟐 + 𝟐√𝟐 − √𝟐 + 𝟐√𝟐 + √𝟐 + 𝐥𝐨𝐠
𝟐 − √𝟐 − √𝟐

𝟐 + √𝟐 − √𝟐
) 

 

2768. Find: 

∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|
𝝅

−𝝅

 𝒅𝒙 

Proposed by Nguyen Van Canh-Vietnam 
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Solution by Tapas Das-India 
 

𝑳𝒆𝒕  𝒇(𝒙) = |𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙| 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒇(−𝒙) = |𝟐𝟎𝟐𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙| 

𝒔𝒐 𝒇(𝒙) 𝒊𝒔 𝒆𝒗𝒆𝒏 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏   

∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|
𝝅

−𝝅

 𝒅𝒙 = 𝟐∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|
𝝅

𝟎

 𝒅𝒙 = 

= 𝟐∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|

𝝅
𝟐
.𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 = 𝟒∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|

𝝅
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 = 

= 𝟒∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|

𝝅
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 = 𝟒∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 − 𝟒𝟎𝟒𝟓 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|

𝝅
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 

 

 𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟒𝟎𝟒𝟓𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 =
𝟐𝟎𝟐𝟐

𝟒𝟎𝟒𝟓 
 

 

𝑳𝒆𝒕 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒕 =
𝟐𝟎𝟐𝟐

𝟒𝟎𝟒𝟓 
  𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒕 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬√

𝟐𝟎𝟐𝟐

𝟒𝟎𝟒𝟓 
, 

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕 = 𝟐𝐬𝐢𝐧𝒕. 𝒄𝒐𝒔𝒕 =
𝟐√𝟐𝟎𝟐𝟐. 𝟐𝟎𝟐𝟑

𝟒𝟎𝟒𝟓
 

 

𝒘𝒉𝒆𝒏 𝒙 𝒊𝒏𝒄𝒓𝒆𝒂𝒔𝒆𝒔 𝟎 𝒕𝒐
𝝅

𝟐
𝒕𝒉𝒆𝒏 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙  𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒂𝒔𝒆𝒔 𝒇𝒓𝒐𝒎 𝟏 𝒕𝒐 𝟎  

𝒔𝒐 𝒇(𝒙) =< 0 𝑤ℎ𝑒𝑛 0 ≤ 𝑥 < 𝑡, 𝑓(𝒙) > 0  𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 ≤ 𝑥 <
𝝅

𝟐
, 𝒇(𝒙) = 𝟎 𝒂𝒕 𝒙 = 𝒕 

 

∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 − 𝟒𝟎𝟒𝟓 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|

𝝅
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 = 

 

= ∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 − 𝟒𝟎𝟒𝟓𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|
𝒕

𝟎

 𝒅𝒙 + ∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 − 𝟒𝟎𝟒𝟓𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|

𝝅
𝟐

𝒕

 𝒅𝒙 = 

 

= ∫ (𝟒𝟎𝟒𝟓𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟐)𝒅𝒙
𝒕

𝟎

+∫ (𝟐𝟎𝟐𝟐 − 𝟒𝟎𝟒𝟓𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙)

𝝅
𝟐

𝒕

𝒅𝒙 =  

 

=
𝟒𝟎𝟒𝟓

𝟐
(𝒙 +

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
)
𝟎

𝒕

− (𝟐𝟎𝟐𝟐𝒙)𝟎
𝒕 + (𝟐𝟎𝟐𝟐𝒙)𝒕

𝝅
𝟐 −

𝟒𝟎𝟒𝟓

𝟐
(𝒙 +

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
)
𝒕

𝝅
𝟐
= 

= √𝟐𝟎𝟐𝟐 × 𝟐𝟎𝟐𝟑 + 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬√
𝟐𝟎𝟐𝟐

𝟒𝟎𝟒𝟓 
−
𝝅

𝟒
  

(𝒑𝒖𝒕𝒕𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒉𝒆 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝒐𝒇 𝒂𝒃𝒐𝒗𝒆 𝒎𝒆𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏𝒆𝒅  𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕) 
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∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐𝟎𝟐𝟑𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|
𝝅

−𝝅

 𝒅𝒙 = 𝟒∫ |𝟐𝟎𝟐𝟐 − 𝟒𝟎𝟒𝟓 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙|

𝝅
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 = 

 

= 𝟒(√𝟐𝟎𝟐𝟐 × 𝟐𝟎𝟐𝟑 + 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬√
𝟐𝟎𝟐𝟐

𝟒𝟎𝟒𝟓 
−
𝝅

𝟒
 ) 

2769. If 𝟎 < 𝑎 ≤ 𝑏 then: 
 

∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

≤
𝒃 − 𝒂

𝟐
(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒃 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒂) 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Tapas Das-India 
 

𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
=

𝟏

(𝟏 + 𝒙𝟐) + (𝟏 + 𝒚𝟐)
≤

𝑨𝑴−𝑯𝑴 𝟏

𝟒
(
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
+

𝟏

𝟏 + 𝒚𝟐
) 

 

∫ ∫
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

≤
𝟏

𝟒
∫ ∫ (

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
+

𝟏

𝟏 + 𝒚𝟐
)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

= 

 

=
𝟏

𝟒
(∫ ∫ (

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

+∫ ∫ (
𝟏

𝟏 + 𝒚𝟐
)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

) 

=
𝟏

𝟒
((𝒚)𝒂

𝒃(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝒙)𝒂
𝒃 + (𝒙)𝒂

𝒃(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝒚)𝒂
𝒃 ) =

𝒃 − 𝒂

𝟐
(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒃 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒂)  

Equality holds for  a=b. 

2770. 

𝒖𝒏 =
𝒏𝒂(∏ 𝝅𝒌𝒌𝒏

𝒌=𝟏 )
−
𝟐𝒂
𝒏𝟐

𝝅∑
𝟏

𝒌 + 𝒏
𝒏
𝒌=𝟎

, 𝒗𝒏 =
𝒏𝒂(∏ 𝝅𝒌𝒌𝒏

𝒌=𝟏 )
−
𝟐𝒂
𝒏𝟐

𝝅∑ 𝐬𝐢𝐧 (
𝟏
𝒌
)𝟐𝒏

𝒌=𝒏

,    𝒂 > 0 

𝑭𝒊𝒏𝒅 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝒖𝒏)   𝒂𝒏𝒅 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝒗𝒏) 

Proposed by Khaled Abd Imouti-Syria 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

     𝒖𝒏 =
𝒏𝒂(∏ 𝝅𝒌𝒌𝒏

𝒌=𝟏 )
−
𝟐𝒂
𝒏𝟐

𝝅∑
𝟏

𝒌 + 𝒏
𝒏
𝒌=𝟎

=
𝑺𝒏
𝑲𝒏
  →  

{
  
 

  
 
𝑺𝒏 = 𝒏

𝒂 (∏𝝅𝒌𝒌
𝒏

𝒌=𝟏

)

−
𝟐𝒂
𝒏𝟐

𝑲𝒏 = 𝝅∑
𝟏

𝒌+ 𝒏

𝒏

𝒌=𝟎
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𝐥𝐧(𝐒𝐧) = 𝐥𝐧 (𝐧
𝐚 (∏𝝅𝒌𝒌

𝐧

𝐤=𝟏

)

−
𝟐𝒂
𝒏𝟐

= 𝒂 𝐥𝐧(𝐧) −
𝟐𝐚

𝐧𝟐
𝐥𝐧 (∏𝝅𝒌𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

) = 

= 𝒂 𝐥𝐧(𝒏) −
𝟐𝒂

𝒏𝟐
∑𝐥𝐧(𝝅𝒌𝒌)

𝒏

𝒌=𝟏

= 𝒂 𝐥𝐧(𝒏) −
𝟐𝒂

𝒏𝟐
(𝒏 𝐥𝐧(𝝅) +∑𝒌𝐥𝐧(𝒌)

𝒏

𝒌=𝟏

) = 

= 𝒂 𝐥𝐧(𝐧) −
𝟐𝐚

𝐧
𝐥𝐧(𝛑) −

𝟐𝐚

𝐧𝟐
𝐋𝐧 

                                           f(x)=x ln(x)  is increasing on the interval [𝟏;∞) 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ≤ ∑𝒇(𝒌)

𝒏

𝒌=𝟏

𝒏

𝟎

≤ ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒏+𝟏

𝟏

 →  𝒇(𝒙) = 𝒙 𝐥𝐧(𝒙) 

∫ 𝒙 𝐥𝐧(𝒙)
𝒏

𝟎

𝒅𝒙 ≤ ∑𝒌𝐥𝐧(𝒌)

𝒏

𝒌=𝟏

≤ ∫ 𝒙 𝐥𝐧(𝒙)𝒅𝒙
𝒏+𝟏

𝟏

 

[
𝒙𝟐

𝟐
𝐥𝐧(𝐱) −

𝐱𝟐

𝟒
]
𝟎

𝐧

≤∑𝒌 𝐥𝐧(𝒌)

𝐧

𝐤=𝟏

≤ [
𝒙𝟐

𝟐
𝐥𝐧(𝒙) −

𝐱𝟐

𝟒
]
𝟏

𝐧+𝟏

 

𝒏𝟐

𝟐
𝐥𝐧(𝒏) −

𝒏𝟐

𝟒
≤ ∑𝒌𝐥𝐧(𝒌)

𝒏

𝒌=𝟏

≤
(𝒏 + 𝟏)𝟐 𝐥𝐧(𝐧 + 𝟏)

𝟐
−
𝒏𝟐

𝟒
−
𝒏

𝟐
 

𝑳𝒏 =∑𝒌𝐥𝐧(𝒌)

𝒏

𝒌=𝟏

≈
𝒏𝟐

𝟐
𝐥𝐧(𝒏) −

𝒏𝟐

𝟒
+𝑶(𝒏 𝐥𝐧(𝐧)) 

𝐥𝐧𝑺𝒏 = 𝒂 𝐥𝐧(𝒏) −
𝟐𝐚

𝐧
𝐥𝐧(𝛑) −

𝟐𝐚

𝐧𝟐
(
𝐧𝟐

𝟐
𝐥𝐧(𝒏) −

𝐧𝟐

𝟒
…) = −

𝟐𝐚

𝐧
𝐥𝐧(𝛑) +

𝐚

𝟐
 

𝑺𝒏 =
𝒆
𝒂
𝟐

𝒆
𝟐𝒂
𝒏
𝐥𝐧(𝝅)

=
𝒆
𝒂
𝟐

𝝅
𝟐𝒂
𝒏

→ 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞ 

𝑺𝒏 =
𝒆
𝒂
𝟐

𝝅𝟎
= 𝒆

𝒂
𝟐 

→𝑲𝒏 = 𝝅∑
𝟏

𝒏 + 𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

=
𝝅

𝒏
∑

𝟏

(𝟏 +
𝒌
𝒏)

𝒏

𝒌=𝟎

 

  𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏𝒏 𝑺𝒖𝒎 𝑨𝒑𝒑𝒓𝒐𝒙𝒊𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝟏

𝒏
∑𝒇(

𝒌

𝒏
)

𝒏

𝒌=𝟏

= ∫ 𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑲𝒏 = 𝝅∫
𝟏

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 𝝅 𝐥𝐧(𝟐) , 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝒖𝒏) =
𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝑺𝒏)

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝑲𝒏)
=

𝒆
𝒂
𝟐

𝝅 𝐥𝐧(𝟐)
 

𝒗𝒏 =
𝒏𝒂(∏ 𝝅𝒌𝒌𝒏

𝒌=𝟏 )
−
𝟐𝒂
𝒏𝟐

𝝅∑ 𝐬𝐢𝐧 (
𝟏
𝒌
)𝟐𝒏

𝒌=𝒏

=
𝑺𝒏
𝑴𝒏

→ 𝑴𝒏 = 𝝅∑ 𝐬𝐢𝐧(
𝟏

𝒌
)

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

 

𝑻𝒂𝒚𝒍𝒐𝒓 𝒔𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔: 𝐬𝐢𝐧(𝒙) = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)!

∞

𝒏=𝟎

𝒙𝟐𝒏+𝟏 = 𝒙 −
𝒙𝟑

𝟑!
+
𝒙𝟓

𝟓!
− ⋯ 

𝐬𝐢𝐧 (
𝟏

𝒌
) =

𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌𝟑𝟑!
+

𝟏

𝒌𝟓𝟓!
− ⋯ =

𝟏

𝒌
−
𝟏

𝟔𝒌𝟑
+

𝟏

𝟏𝟐𝟎𝒌𝟓
+ 𝑶(

𝟏

𝒌𝟔
) 
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∑𝐬𝐢𝐧(
𝟏

𝒌
)

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

~∑
𝟏

𝒌

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

=∑
𝟏

𝒌

𝟐𝒏

𝒌=𝟏

−∑
𝟏

𝒌

𝒏−𝟏

𝒌=𝟏

= 𝑯𝟐𝒏 −𝑯𝒏−𝟏 

𝑼𝒔𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒉𝒆 𝒂𝒔𝒚𝒎𝒑𝒕𝒐𝒕𝒊𝒄 𝒆𝒙𝒑𝒂𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏 𝒐𝒇 𝒉𝒂𝒓𝒎𝒐𝒏𝒊𝒄 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓𝒔 

𝑯𝒏 = 𝐥𝐧(𝒏) + 𝜸 + 𝑶(
𝟏

𝒏
) →  {

𝑯𝒏−𝟏 = 𝑯𝒏 −
𝟏

𝒏
= 𝐥𝐧 (𝒏) + 𝜸 − 𝟏/𝒏 + 𝑶(𝟏/𝒏)

𝑯𝟐𝒏 = 𝐥𝐧(𝟐𝒏) + 𝜸 + 𝑶(
𝟏

𝟐𝒏
)

. 

𝑴𝒏 = 𝝅(𝑯𝟐𝒏 −𝑯𝒏−𝟏) = 𝝅(𝐥𝐧(𝟐𝐧) − 𝐥𝐧(𝒏) −
𝟏

𝐧
+ 𝐎(

𝟏

𝐧
) − 𝐎(

𝟏

𝟐𝐧
)) 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑴𝒏 = 𝝅 𝐥𝐧(𝟐) →  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝒗𝒏) =
𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒏

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑴𝒏
=

𝒆
𝒂
𝟐

𝝅 𝐥𝐧(𝟐)
 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆    𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝒖𝒏) = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(𝒗𝒏) =
𝒆
𝒂
𝟐

𝝅 𝐥𝐧(𝟐)
  

2771. 
𝑷𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕: 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

∑(
𝟏

𝒏
∫ 𝐥𝐧 

𝒌
𝒏
+𝟏

𝒌
𝒏

(𝚪(𝒕))𝒅𝒕)

𝒏

𝒌=𝟏

= −
𝟑

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝝅) 

Proposed by Khaled Abd Imouti-Syria 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

𝛀 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

∑(
𝟏

𝒏
∫ 𝐥𝐧(𝜞(𝒕))

𝒌
𝒏
+𝟏

𝒌
𝒏

𝒅𝒕)

𝒏

𝒌=𝟏

= 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏

𝒏
∑𝒇(

𝒌

𝒏
)

𝒏

𝒌=𝟏

 

𝑳𝒊𝒎𝒊𝒕 𝒐𝒓 𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏𝒏 𝒔𝒖𝒎𝒔: 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝟏

𝒏
∑𝒇(

𝒌

𝒏
)

𝒏

𝒌=𝟏

= ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝛀 = ∫ ∫ 𝐥𝐧(𝚪(𝒕))𝒅𝒕
𝟏+𝒙

𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 𝑹𝒂𝒂𝒃𝒆′𝒔 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍:  𝒇(𝒙) = ∫ 𝐥𝐧𝚪(𝒕)𝒅𝒕
𝟏+𝒙

𝒙

 

𝒅

𝒅𝒙
𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧𝚪(𝟏 + 𝒙)

𝒅

𝒅𝒙
(𝟏 + 𝒙) − 𝐥𝐧𝚪(𝒙)

𝒅

𝒅𝒙
𝒙 = 𝐥𝐧𝚪(𝟏 + 𝒙) − 𝐥𝐧𝚪(𝒙) 

𝚪(𝟏 + 𝒙) = 𝒙𝚪(𝒙) →
𝒅

𝒅𝒙
𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙) → ∫ 𝐥𝐧(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒙 𝐥𝐧(𝒙) − 𝒙 + 𝑪 

𝑪 = 𝒇(𝟎) = ∫ 𝐥𝐧𝚪(𝒕)
𝟏

𝟎

𝒅𝒕 _______(𝟏−𝒕)→𝒕  𝑪 = ∫ 𝐥𝐧𝚪(𝟏 − 𝒕)𝒅𝒕
𝟏

𝟎

 

𝟐𝑪 = ∫ 𝐥𝐧(𝚪(𝟏 − 𝒕)𝚪(𝒕))𝒅𝒕
𝟏

𝟎

 

 𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂 𝒓𝒆𝒇𝒍𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒖𝒍𝒂: 𝚪(𝟏 − 𝒛)𝚪(𝒛) =
𝝅

𝐬𝐢𝐧(𝝅𝒛)
, 𝒛 ∉ 𝒁 
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𝟐𝑪 = ∫ 𝐥𝐧(𝝅)
𝟏

𝟎

𝒅𝒕 − ∫ 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝝅𝒕))
𝟏

𝟎

𝒅𝒕 = 𝐥𝐧(𝛑) − ∫ 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝝅𝒕))
𝟏

𝟎

𝒅𝒕 =
⏟            

𝝅𝒕
𝟐
=𝒖

𝒍𝒏(𝝅) −𝑲 

𝑲 =
𝟐

𝝅
∫ 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒖)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒖 =
𝟐

𝝅
(∫ 𝐥𝐧(𝟐)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒖 +∫ 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒖))𝒅𝒖

𝝅
𝟐

𝟎

+∫ 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒖))𝒅𝒖

𝝅
𝟐

𝟎

) 

𝒔𝒊𝒎𝒎𝒆𝒕𝒓𝒚 → ∫ 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒖))𝒅𝒖

𝝅
𝟐

𝟎⏟            
𝝅
𝟐
−𝒖→𝒖

= ∫ 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒖))

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒖 =
𝟏

𝟐
∫ 𝐥𝐧(𝐬𝐢𝐧(𝒖))𝒅𝒖
𝝅

𝟎

 

𝑲 =
𝟐

𝝅
(
𝝅

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + ∫ 𝐥𝐧(

𝝅

𝟎

𝒔𝒊𝒏(𝒖))𝒅𝒖
⏟            

𝒖𝝅→𝒖

) =
𝟐

𝝅
(
𝝅

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + 𝛑𝐊) → 𝐊 = − 𝐥𝐧(𝟐) 

𝟐𝑪 = 𝐥𝐧(𝟐) − 𝑲 →  𝑪 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝝅)    𝒇(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏(𝒙) − 𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝛑) 

𝛀 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= ∫ 𝒙𝒍𝒏(𝒙)
𝟏

𝟎⏟      
𝑰𝑩𝑷

𝒅𝒙 − [
𝒙𝟐

𝟐
]
𝟎

𝟏

+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝝅) = [

𝒙𝟐

𝟐
𝐥𝐧(𝒙) −

𝒙𝟐

𝟒
]
𝟎

𝟏

−
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝝅)

= −
𝟏

𝟒
−
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝝅) = −

𝟑

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝝅) 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

∑(
𝟏

𝒏
∫ 𝐥𝐧

𝒌
𝒏
+𝟏

𝒌
𝒏

𝚪(𝒕)𝒅𝒕)

𝒏

𝒌=𝟏

= −
𝟑

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐𝝅) 

2772. Find a closed form: 

𝐈 = ∫ 𝐱(𝟏 − 𝐱𝟐)𝐋𝐢𝟑(−𝐱
𝟐)𝐝𝐱

𝟏

𝟎

 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
Solution 1 by Yang Silva Cartolin-Peru 

𝐈 = ∫ 𝐱
𝟏

𝟎

𝐋𝐢𝟑(−𝐱
𝟐)𝐝𝐱 − ∫ 𝐱𝟑𝐋𝐢𝟑(−𝐱

𝟐)𝐝𝐱
𝟏

𝟎

 

𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒙𝟐𝒏+𝟏𝒅𝒙
𝟏

𝟎

−∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

∫ 𝒙𝟐𝒌+𝟑𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒙𝟐𝒏+𝟏𝒅𝒙
𝟏

𝟎

−∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

∫ 𝒙𝟐𝒌+𝟑𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝑰 =
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑(𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑(𝒌 + 𝟐)

∞

𝒌=𝟏
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𝑰 =
𝟏

𝟐
(∑

(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

−∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

+∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

−∑
(−𝟏)𝒏

(𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

) 

−
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝟖
∑
(−𝟏)𝒌

𝒌

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟒
∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟏

+
𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟖
∑

(−𝟏)𝒌

(𝒌 + 𝟐)

∞

𝒌=𝟏

) 

𝑰 =
𝟕

𝟏𝟔
∑
(−𝟏)𝒌

𝒌

∞

𝒌=𝟏

+
𝟑

𝟖
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟒
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒌

(𝒌 + 𝟏)

∞

𝒌=𝟏

+
𝟏

𝟏𝟔
∑

(−𝟏)𝒌

(𝒌 + 𝟐)

∞

𝒌=𝟏

 

𝑰 = −
𝟕

𝟏𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝟑

𝟖
𝛈(𝟐) −

𝟏

𝟒
𝛈(𝟑) −

𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌

∞

𝒋=𝟐

−
𝟏

𝟏𝟔
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌

∞

𝒋=𝟑

 

𝑰 = −
𝟕

𝟏𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝟑

𝟖
(
𝟏

𝟐
𝛇(𝟐)) −

𝟏

𝟒
(
𝟑

𝟒
𝛇(𝟑)) −

𝟏

𝟐
(𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟏) −

𝟏

𝟏𝟔
(𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟏

𝟐
) 

𝑰 =
𝛑𝟐

𝟑𝟐
−
𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) − 𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝟏𝟕

𝟑𝟐
 

 

Solution 2 by Yang Silva Cartolin-Peru 

𝑰 = ∫ 𝒙
𝟏

𝟎

𝑳𝒊𝟑(−𝒙
𝟐)𝒅𝒙 − ∫ 𝒙𝟑𝑳𝒊𝟑(−𝒙

𝟐)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝑳𝒆𝒕: 𝑨 = ∫ 𝒙
𝟏

𝟎

𝑳𝒊𝟑(−𝒙
𝟐)𝒅𝒙 

𝑰𝑩𝑷: 𝒖 = 𝑳𝒊𝟑(−𝒙
𝟐) → 𝒅𝒖 =

𝟐

𝒙
𝑳𝒊𝟐(−𝒙

𝟐)𝒅𝒙,  𝒅𝒗 = 𝒙𝒅𝒙 → 𝒗 =
𝒙𝟐

𝟐
 

𝑨 = [
𝒙𝟐

𝟐
𝑳𝒊𝟑(−𝒙

𝟐)]
𝟎

𝟏

−∫ 𝒙
𝟏

𝟎

𝑳𝒊𝟐(−𝒙
𝟐)𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
(−
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑)) − ∫ 𝒙

𝟏

𝟎

𝑳𝒊𝟐(−𝒙
𝟐)𝒅𝒙 

𝑰𝑩𝑷:𝒖 = 𝑳𝒊𝟐(−𝒙
𝟐) → 𝒅𝒖 = −

𝟐

𝒙
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙,  𝒅𝒗 = 𝒙𝒅𝒙 → 𝒗 =

𝒙𝟐

𝟐
 

𝑨 = −
𝟑

𝟖
𝜻(𝟑) − ([

𝒙𝟐

𝟐
𝑳𝒊𝟐(−𝒙

𝟐)]
𝟎

𝟏

+∫ 𝒙
𝟏

𝟎

𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙) 

𝑨 = −
𝟑

𝟖
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
(−
𝝅𝟐

𝟏𝟐
) − ∫ 𝒙

𝟏

𝟎

(∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟏

𝒙𝟐𝒌)𝒅𝒙 

𝑨 = −
𝟑

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝝅𝟐

𝟐𝟒
− 𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝟏

𝟐
∴ 

𝐋𝐞𝐭: 𝐁 = ∫ 𝐱𝟑𝐋𝐢𝟑(−𝐱
𝟐)𝐝𝐱

𝟏

𝟎

 

𝐈𝐁𝐏: 𝐮 = 𝐋𝐢𝟑(−𝐱
𝟐) → 𝐝𝐮 =

𝟐

𝐱
𝐋𝐢𝟐(−𝐱

𝟐)𝐝𝐱,  𝐝𝐯 = 𝐱𝟑𝐝𝐱 → 𝐯 =
𝐱𝟒

𝟒
 

𝐁 = −
𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) −

𝟏

𝟐
∫ 𝐱𝟑𝐋𝐢𝟐(−𝐱

𝟐)𝐝𝐱
𝟏

𝟎
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𝐈𝐁𝐏: 𝐮 = 𝐋𝐢𝟐(−𝐱
𝟐) → 𝐝𝐮 = −

𝟐

𝐱
𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱𝟐)𝐝𝐱,  𝐝𝐯 = 𝐱𝟑𝐝𝐱 → 𝐯 =

𝐱𝟒

𝟒
 

𝑩 = −
𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) −

𝟏

𝟐
(−
𝛑𝟐

𝟒𝟖
+
𝟏

𝟐
∫ 𝒙𝟑𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

) 

𝑩 = −
𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) +

𝛑𝟐

𝟗𝟔
−
𝟏

𝟖
∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟐)

∞

𝒌=𝟏

 

𝑩 = −
𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) +

𝛑𝟐

𝟗𝟔
−
𝟏

𝟏𝟔
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟏

+
𝟏

𝟏𝟔
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌 + 𝟐

∞

𝒌=𝟏

 

𝑩 = −
𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) +

𝛑𝟐

𝟗𝟔
−
𝟏

𝟏𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝟏

𝟏𝟔
(𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟏

𝟐
) = −

𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) +

𝛑𝟐

𝟗𝟔
−
𝟏

𝟑𝟐
∴ 

𝑰 = 𝑨 − 𝑩 ⇒ 𝑰 =
𝛑𝟐

𝟑𝟐
−
𝟑

𝟏𝟔
𝛇(𝟑) − 𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝟏𝟕

𝟑𝟐
∴ 

2773. Find: 

∫ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(
𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) − 𝐬𝐞𝐜(𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) + 𝐬𝐞𝐜(𝒙)
)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

 

 
Proposed by Ankush Kumar Parcha-India 

Solution by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∫ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(
𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) − 𝐬𝐞𝐜(𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) + 𝐬𝐞𝐜(𝒙)
)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= 

= ∫
𝟏

𝟐
𝒍𝒏(

𝟏 +
𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) − 𝐬𝐞𝐜(𝒙)
𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) + 𝐬𝐞𝐜(𝒙)

𝟏 −
𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) − 𝐬𝐞𝐜(𝒙)
𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙) + 𝐬𝐞𝐜(𝒙)

)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= 

= ∫
𝟏

𝟐
𝒍𝒏(

𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄(𝒙)

𝐬𝐞𝐜(𝒙)
)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= ∫
𝟏

𝟐
𝒍𝒏(

𝒄𝒐𝒔(𝒙)

𝐬𝐢𝐧(𝒙)
)𝒅𝒙 =

𝝅
𝟒

𝟎

 

=
𝟏

𝟐
(∫ 𝒍𝒏(𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝒅𝒙 − ∫ 𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧(𝒙)) 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

𝝅
𝟒

𝟎

) =
𝟏

𝟐
(Ω𝟏 − Ω𝟐) 

Ω𝟏 = ∫ 𝒍𝒏(𝐜𝐨𝐬(𝒙)) 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= 

∫ (− 𝐥𝐧(𝟐) −∑
(−𝟏)𝒌+𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)

𝒌

∞

𝒌=𝟎

)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= 

−
𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) +∑

(−𝟏)𝒌+𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟎

∫ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
𝑮 −

𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) 
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Ω𝟐 = ∫ 𝒍𝒏(𝐬𝐢𝐧(𝒙)) 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= 

∫ (− 𝐥𝐧(𝟐) −∑
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙)

𝒏

∞

𝒏=𝟏

)𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= −
𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) − 

∑∫
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒙)

𝒏
𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) −∑ [

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒏𝒙)

𝟐𝒏𝟐
]

∞

𝒏=𝟏

|

𝝅
𝟒
𝟎
= 

−
𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) −∑

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅𝒏
𝟐 )

𝟐𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
𝑮 

𝑰 =
𝟏

𝟐
(Ω𝟏 − Ω𝟐) =

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝟐
𝑮 −

𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏

𝟒
𝝅 𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑮) =

𝑮

𝟐
 

 

2774. Find: 

△= ∫
𝒙 𝒍𝒏𝟐(𝒙)

(𝟏 + 𝟑𝒙)(𝟐 + 𝒙)

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 

Solution by Yang Silva Cartolin-Peru 
 

△= −
𝟏

𝟓
∫
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝟏 + 𝟑𝐱

𝟏

𝟎

𝐝𝐱 +
𝟐

𝟓
∫
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝐱 + 𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝐱 

△= −
𝟏

𝟓
∫
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝟏 + 𝟑𝐱

𝟏

𝟎

𝐝𝐱 +
𝟏

𝟓
∫
𝐥𝐧𝟐(𝐱)

𝟏 +
𝐱
𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝐱 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:
𝟏

𝟏 + 𝒂𝒙
= ∑(−𝒂)𝒏𝒙𝒏

∞

𝒏=𝟎

 

△= −
𝟏

𝟓
∑(−𝟑)𝐧∫ 𝐱𝐧 𝐥𝐧𝟐(𝐱)𝐝𝐱

𝟏

𝟎

∞

𝐧=𝟎

+
𝟏

𝟓
∑(−

𝟏

𝟐
)
𝐧

∫ 𝐱𝐧 𝐥𝐧𝟐(𝐱)𝐝𝐱
𝟏

𝟎

∞

𝐧=𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∫𝒙𝒑𝒍𝒏𝒒(𝒙)𝒅𝒙 =
(−𝟏)𝒒𝒒!

(𝒑 + 𝟏)𝒒+𝟏

𝟏

𝟎

 

△= −
𝟐

𝟓
∑

(−𝟑)𝐧

(𝐧 + 𝟏)𝟑

∞

𝐧=𝟎

+
𝟐

𝟓
∑

(−
𝟏
𝟐)
𝐧

(𝐧 + 𝟏)𝟑

∞

𝐧=𝟎

 

𝒏+𝟏=𝒌→𝒏=𝒌−𝟏
⇒           △=

𝟐

𝟏𝟓
∑
(−𝟑)𝐤

𝐤𝟑

∞

𝐤=𝟏

−
𝟒

𝟓
∑
(−
𝟏
𝟐)
𝐤

𝐤𝟑

∞

𝐤=𝟏
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#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝑳𝒊𝒔(𝒛) = ∑
𝒛𝒏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

 𝑷𝒐𝒍𝒚𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 

△=
𝟐

𝟏𝟓
𝐋𝐢𝟑(−𝟑) −

𝟒

𝟓
𝐋𝐢𝟑 (−

𝟏

𝟐
) 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝑳𝒊𝟑(𝒛) = 𝑳𝒊𝟑 (
𝟏

𝒛
) −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑(−𝒛) −

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(−𝒛) 

𝒛=−𝟑
⇒   𝑳𝒊𝟑(−𝟑) = 𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟑
) −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟑) 

△=
𝟐

𝟏𝟓
(𝐋𝐢𝟑 (−

𝟏

𝟑
) −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑(𝟑) −

𝛑𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟑)) −

𝟒

𝟓
𝐋𝐢𝟑 (−

𝟏

𝟐
) 

△=
𝟏

𝟒𝟓
(𝟔𝐋𝐢𝟑 (−

𝟏

𝟑
) − 𝐥𝐧(𝟑) (𝐥𝐧𝟐(𝟑) + 𝛑𝟐) − 𝟑𝟔𝐋𝐢𝟑 (−

𝟏

𝟐
)) ∴ 

2775. Find: 

 ∑ ∑
(−𝟏)𝒎+𝒏

𝟐𝒏(𝒏 + 𝟏)𝟐𝒎(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒎=𝟏

 

 
Proposed by Shirvan Tahirov, Elsen Kerimov-Azerbaijan 

 
Solution 1 by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏(𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

∑
(−𝟏)𝒎

𝒎(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑

∞

𝒎=𝟏

= 𝑰𝟏 ∗ 𝑰𝟐 

𝑰𝟏 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏(𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

= −𝟐∑
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝟐𝒏+𝟏(𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

= −𝟐(∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

+
𝟏

𝟐
)

= −𝟐(𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
) 

𝑰𝟐 = ∑
(−𝟏)𝒎

𝒎(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑

∞

𝒎=𝟏

= ∑(−𝟏)𝒎 (
𝟐

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑
−

𝟐

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟐
+

𝟏

𝒎(𝟐𝒎− 𝟏)
)

∞

𝒎=𝟏

= 

= 𝟐 ∑
(−𝟏)𝒎+𝟏

(𝟐𝒎+ 𝟏)𝟑

∞

𝒎=𝟎

− 𝟐 ∑
(−𝟏)𝒎+𝟏

(𝟐𝒎+ 𝟏)𝟐

∞

𝒎=𝟎

+ ∑
(−𝟏)𝒎+𝟏

(𝒎 + 𝟏)(𝟐𝒎+ 𝟏)

∞

𝒎=𝟎

 

𝑵𝒐𝒕𝒆𝒔:  𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝒃𝒆𝒕𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝜷(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔

∞

𝒏=𝟎

, 𝑹𝒆{𝒔} > 0 

𝜷(𝟐) = 𝑮 (𝑪𝒂𝒕𝒂𝒍𝒂𝒏′𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕), 𝜷(𝟑) =
𝝅𝟑

𝟑𝟐
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𝑰𝟐 = 𝟐𝜷(𝟐) − 𝟐𝜷(𝟑) − ∑(−𝟏)𝒎∫ ∫ 𝒙𝟐𝒎𝒚𝒎𝒅𝒙𝒅𝒚
𝟐

𝟎

𝟏

𝟎

∞

𝒎=𝟎

= 

= 𝟐𝑮 −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− ∫ ∫

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙𝒅𝒚 = 𝟐𝑮 −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− ∫ [

𝐥𝐧 (𝟏 + 𝒙²𝒚

𝒙𝟐
]

𝟏

𝟎 𝟎

𝟏

𝒅𝒙 = 

𝟐𝑮 −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− ∫

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝒙𝟐

𝟏

𝟎⏟        
İ𝑩𝑷

𝒅𝒙 = 𝟐𝑮 −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− [−

𝐥𝐧( 𝟏 + 𝒙𝟐)

𝒙
]
𝟎

𝟏

− 𝟐∫
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 

= 𝟐𝑮 −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
+ 𝐥𝐧(𝟐) −

𝛑

𝟐
 

𝑰 = 𝑰𝟏𝑰𝟐 = −𝟐(𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
)(𝟐𝑮 −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
+ 𝐥𝐧(𝟐) −

𝛑

𝟐
) 

 

Solution 2 by Yang Silva Cartolin-Peru 

△=∑∑
(−𝟏)𝒏+𝒎

𝟐𝒏(𝒏 + 𝟏)𝟐𝒎(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑

∞

𝒎=𝟏

∞

𝒏=𝟏

= ∑
(−
𝟏
𝟐)
𝒎

(𝒏 + 𝟏)𝟐
∑

(−𝟏)𝒎

𝒎(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑

∞

𝒎=𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

△=
𝟏

𝟖
∑

(−
𝟏
𝟐)
𝒎

(𝒏 + 𝟏)𝟐
∑

(−𝟏)𝒎

𝒎(𝒎−
𝟏
𝟐)
𝟑

∞

𝒎=𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

𝒏+𝟏=𝒌→𝒏=𝒌−𝟏
⇒           △=

𝟏

𝟖
∑
(−
𝟏
𝟐)
𝒌−𝟏

𝒌𝟐
∑(−𝟏)𝒎 [−

𝟖

𝒎
+

𝟏𝟔

𝟐𝒎− 𝟏
−

𝟏𝟔

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟐
+

𝟏𝟔

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑
]

∞

𝒎=𝟏

∞

𝒌=𝟐

 

△= −𝟐∑
(−
𝟏
𝟐)
𝒌

𝒌𝟐
∑(−𝟏)𝒎 [−

𝟏

𝒎
+

𝟐

𝟐𝒎− 𝟏
−

𝟐

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟐
+

𝟐

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑
]

∞

𝒎=𝟏

∞

𝒌=𝟐

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝑳𝒊𝒔(𝒛) = ∑
𝒛𝒏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

𝒛=−
𝟏

𝟐
∧𝒔=𝟐

⇒       𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) = ∑

(−
𝟏
𝟐
)
𝒌

𝒌𝟐
= −

𝟏

𝟐
+∑

(−
𝟏
𝟐
)
𝒌

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟐

∞

𝒌=𝟏

 

(𝑳𝒊𝒔(𝒛): 𝑷𝒐𝒍𝒚𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏) 

⟹△= −𝟐(𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
) [− ∑

(−𝟏)𝒎

𝒎

∞

𝒎=𝟏

+ 𝟐∑
(−𝟏)𝒎

𝟐𝒎− 𝟏

∞

𝒎=𝟏

− 𝟐 ∑
(−𝟏)𝒎

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟐

∞

𝒎=𝟏

+ 𝟐∑
(−𝟏)𝒎

(𝟐𝒎− 𝟏)𝟑

∞

𝒎=𝟏

] 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝜷(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔
𝒏=𝒌−𝟏
⇒    𝜷(𝒔) = ∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

(𝟐𝒌 − 𝟏)𝒔
→

∞

𝒌=𝟏

∞

𝒏=𝟎

∑
(−𝟏)𝒌

(𝟐𝒌 − 𝟏)𝒔
= −𝜷(𝒔)

∞

𝒌=𝟏

 

(𝜷(𝒔):𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑩𝒆𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏) 
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⟹△= −(𝟐𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) + 𝟏) (𝒍𝒐𝒈(𝟐) + 𝟐(−𝜷(𝟏)) − 𝟐(−𝜷(𝟐)) + 𝟐(−𝜷(𝟑))) 

△= (𝟐𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) + 𝟏)(−𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝝅

𝟐
− 𝟐𝑮 +

𝝅𝟑

𝟏𝟔
) 

△=
𝟏

𝟏𝟔
(𝟐𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) + 𝟏) (−𝟑𝟐𝑮 + 𝟖𝝅 + 𝝅𝟑 − 𝟏𝟔𝒍𝒐𝒈(𝟐)) 

2776. Find: 

△=∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
Solution 1 by Yang Silva Cartolin-Peru 
 

△= ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

=∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
(
𝟏

𝟐
∫𝒙𝟐𝒏𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

)

∞

𝒏=𝟏

 

△=
𝟏

𝟐
∫𝒍𝒐𝒈𝟐
𝟏

𝟎

(𝒙)∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
𝒙𝟐𝒏𝒅𝒙

∞

𝒏=𝟏

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝑳𝒊𝟐(𝒛) = ∑
𝒛𝒏

𝒏𝟐
→ 𝑳𝒊𝟐(−𝒙

𝟐) = ∑
(−𝒙𝟐)𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

 

(𝑳𝒊𝟐(𝒛):𝑫𝒊𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏) 

△=
𝟏

𝟐
∫𝑳𝒊𝟐(−𝒙

𝟐)𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑰. 𝑩. 𝑷: {
𝒖 = 𝑳𝒊𝟐(−𝒙

𝟐) → 𝒅𝒖 = −𝟐
𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒗 = 𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙)𝒅𝒙 → 𝒗 = 𝒙𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙) − 𝟐𝒙𝒍𝒐𝒈(𝒙) + 𝟐𝒙

 

⟹△=
𝟏

𝟐
[(𝒙𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙) − 𝟐𝒙𝒍𝒐𝒈(𝒙) + 𝟐𝒙)𝑳𝒊𝟐(−𝒙

𝟐)]𝟎
𝟏

+∫(𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙) − 𝟐𝒍𝒐𝒈(𝒙) + 𝟐)𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

△= −
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+ ∫𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙)𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

− 𝟐∫ 𝒍𝒐𝒈(𝒙)𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙 + 𝟐∫ 𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
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𝑳𝒆𝒕: 𝑰(𝒏) = ∫
𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈𝒏(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 = ∫𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈𝒏(𝒙)(∑(−𝟏)𝒌𝒙𝟐𝒌

∞

𝒌=𝟎

)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝑰(𝒏) = ∑(−𝟏)𝒌∫𝒙𝟐𝒌+𝟐𝒍𝒐𝒈𝒏(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

∞

𝒌=𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∫𝒙𝒑𝒍𝒐𝒈𝒒(𝒙)𝒅𝒙 =
(−𝟏)𝒒𝒒!

(𝒑 + 𝟏)𝒒+𝟏

𝟏

𝟎

 

𝑰(𝒏) = (−𝟏)𝒏𝒏!∑
(−𝟏)𝒌

(𝟐𝒌 + 𝟑)𝒏+𝟏

∞

𝒌=𝟎

𝒌=𝒑−𝟏
⇒    𝑰(𝒏) = (−𝟏)𝒏+𝟏𝒏!∑

(−𝟏)𝒑

(𝟐𝒑 + 𝟏)𝒏+𝟏

∞

𝒑=𝟏

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:𝜷(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔
⟹ 𝜷(𝒔) − 𝟏 = ∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟎

 

(𝜷(𝒔):𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑩𝒆𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏) 
𝑰(𝒏) = (−𝟏)𝒏+𝟏𝒏! (𝜷(𝒏 + 𝟏) − 𝟏) ∴ 

⟹ 𝑰(𝟏) = 𝜷(𝟐) − 𝟏 = 𝑮 − 𝟏 ∧ 𝑰(𝟐) = −𝟐(𝜷(𝟑) − 𝟏) = −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
+ 𝟐 

𝑳𝒆𝒕: 𝑨 = ∫𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙)𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑰.𝑩.𝑷
⇒  𝑨 = [(𝒙𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙) − 𝟐𝒙𝒍𝒐𝒈(𝒙) + 𝟐𝒙)𝐥𝐨 𝐠(𝟏 + 𝒙𝟐))]

− 𝟐∫
𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 + 𝟒∫

𝒙𝟐𝐥𝐨 𝐠(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 − 𝟒∫

𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝑨 = 𝟐𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟐𝑰(𝟐) + 𝟒𝑰(𝟏) − 𝟒[𝒙 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒙)]𝟎
𝟏 

𝑨 = 𝟐𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟐(−
𝝅𝟑

𝟏𝟔
+ 𝟐) + 𝟒(𝑮 − 𝟏) − 𝟒(−

𝝅

𝟒
+ 𝟏) 

𝑨 = 𝟐𝒍𝒐𝒈(𝟐) + 𝝅 − 𝟏𝟐 +
𝝅𝟑

𝟖
+ 𝟒𝑮 ∴ 

𝑳𝒆𝒕:𝑩 = ∫𝒍𝒐𝒈(𝒙)𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑰.𝑩.𝑷
⇒  𝑩 = [(𝒙𝒍𝒐𝒈(𝒙) − 𝒙)𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)]𝟎

𝟏 − 𝟐∫
𝒙𝟐𝐥𝐨 𝐠(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 + 𝟐∫

𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝑩 = −𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟐𝑰(𝟏) + 𝟐 (−
𝝅

𝟒
+ 𝟏) = −𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟐(𝑮 − 𝟏) −

𝝅

𝟐
+ 𝟐 

𝑩 = −𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟐𝑮 −
𝝅

𝟐
+ 𝟒 ∴ 
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𝑳𝒆𝒕: 𝑪 = ∫ 𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑰𝑩𝑷
⇒  𝑪 = [𝒙𝒍𝒐𝒈(𝟏 + 𝒙𝟐)]𝟎

𝟏 − 𝟐∫
𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 = 𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟐 (−

𝝅

𝟒
+ 𝟏)

𝟏

𝟎

 

𝑪 = 𝒍𝒐𝒈(𝟐) +
𝝅

𝟐
− 𝟐 ∴ 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆:△= −
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+ (𝟐𝒍𝒐𝒈(𝟐) + 𝝅 − 𝟏𝟐 +

𝝅𝟑

𝟖
+ 𝟒𝑮) 

−𝟐(= −𝒍𝒐𝒈(𝟐) − 𝟐𝑮 −
𝝅

𝟐
+ 𝟒) + 𝟐 (𝒍𝒐𝒈(𝟐) +

𝝅

𝟐
− 𝟐) 

△= 𝟖𝑮 − 𝟐𝟒 +
𝝅

𝟐𝟒
(𝟕𝟐 + 𝟑𝝅𝟐 − 𝟐𝝅) + 𝟔𝒍𝒐𝒈(𝟐) ∴ 

Solution 2 by Bui Hong Suc-Vietnam 

Ω =∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑
=

∞

𝒏=𝟏

∑(−𝟏)𝒏 (
𝟏

𝒏𝟐
+

𝟏𝟐

𝟐𝒏 + 𝟏
+

𝟖

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝟒

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑
−
𝟔

𝒏
) =

∞

𝒏=𝟏

 

= ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
+

∞

𝒏=𝟏

𝟏𝟐∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
+

∞

𝒏=𝟏

𝟖∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐
+

∞

𝒏=𝟏

 

𝟒∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑
− 𝟔∑

(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

= 

−𝜼(𝟐) + 𝟏𝟐(−𝟏 + 𝜷(𝟏)) + 𝟖(−𝟏 + 𝜷(𝟐)) + 

𝟒(−𝟏 + 𝜷(𝟑)) + 𝟔𝜼(𝟏) = −(𝟏 − 𝟐𝟏−𝟐)𝜻(𝟐) + 𝟏𝟐 (−𝟏 +
𝝅

𝟒
) + 

𝟖(−𝟏 + 𝑮) + 𝟒(−𝟏 +
𝝅𝟑

𝟑𝟐
) + 𝟔𝒍𝒏(𝟐) =

𝝅𝟑

𝟖
−
𝜻(𝟐)

𝟐
+ 𝟑𝝅 + 𝟖𝑮 + 𝟔𝒍𝒏(𝟐) − 𝟐𝟒 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆:   

Ω = ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

 

Ω =
𝝅𝟑

𝟖
−
𝜻(𝟐)

𝟐
+ 𝟑𝝅 + 𝟖𝑮 + 𝟔𝒍𝒏(𝟐) − 𝟐𝟒 

Solution 3 by Pham Duc Nam-Vietnam 

𝑺 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

= 

𝟒∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏)𝟐(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟑
= 𝟒𝕽∑

𝒊𝒏

𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟑

∞

𝒏=𝟏

=

∞

𝒏=𝟏

 

𝟒𝕽∑𝒊𝒏
∞

𝒏=𝟏

(
𝟏

𝒏𝟐
+

𝟑

𝒏 + 𝟏
−
𝟑

𝒏
+

𝟐

(𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟑
) = 
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𝟒𝕽(
𝟐𝑳𝒊𝟐(𝒙)

𝒙
+ 𝑳𝒊𝟐(𝒙) +

𝑳𝒊𝟑(𝒙)

𝒙
−
𝟑𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙)

𝒙
+ 𝟑𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙) − 𝟔)

𝒙=𝒊

= 

∴ 𝑳𝒊𝟐(𝒊) = −
𝝅𝟐

𝟒𝟖
+ 𝒊𝑮  

𝑳𝒊𝟐(𝒊) = −
𝟑𝜻(𝟑)

𝟑𝟐
+
𝒊𝝅𝟑

𝟑𝟐
 

𝒍𝒏(𝟏 − 𝒊) =
𝒍𝒏(𝟐)

𝟐
−
𝒊𝝅

𝟒
 

𝑺 = 𝟖𝑮 +
𝝅𝟑

𝟖
−
𝝅𝟐

𝟏𝟐
+ 𝟑𝝅 + 𝟔𝒍𝒏(𝟐) − 𝟐𝟒 

2777. Find: 

𝛀 = ∫
𝐜𝐨𝐬𝟑(𝒙)

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution 1 by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∫
𝐜𝐨𝐬𝟑(𝒙)

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝐜𝐨𝐬𝟑(𝒙) + 𝟏

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

−∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐

𝝅
𝟔

𝟎

= 𝑰𝟏 − 𝑰𝟐 

𝑰𝟏 = ∫
(𝐜𝐨𝐬(𝒙) + 𝟏)(𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝒙) + 𝟏)

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
(𝐜𝐨𝐬(𝐱) + 𝟏)(𝐜𝐨𝐬(𝐱) − 𝟐) + 𝟑

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= ∫ (𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟐)𝒅𝒙 + 𝟑∫
𝟏

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= [𝐬𝐢𝐧(𝒙) − 𝟐𝒙]
𝟎

𝝅
𝟔 +

𝟑

𝟐
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= 𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟔
) −

𝝅

𝟑
+
𝟑

𝟐
[𝟐 𝐭𝐚𝐧 (

𝒙

𝟐
)]
𝟎

𝛑
𝟔
=
𝟏

𝟐
−
𝛑

𝟑
+ 𝟑 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟏𝟐
)

⏟      
=𝟐−√𝟑

=
𝟏𝟑

𝟐
−
𝝅

𝟑
− 𝟑√𝟑 

𝑰𝟐 = ∫
𝒅𝒙

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟒
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟏

𝟒
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝒙

𝟐
) (𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 (

𝒙

𝟐
))𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

=
𝟏

𝟒
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

+
𝟏

𝟒
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝒙

𝟐
) 𝐭𝐚𝐧𝟐 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎⏟                
=

𝒕=𝐭𝐚𝐧(
𝒙
𝟐
)→
𝒅𝒕
𝒅𝒙
=
𝟏
𝟐
𝐬𝐞𝐜𝟐(

𝒙
𝟐
)

𝟏

𝟐
[𝐭𝐚𝐧 (

𝒙

𝟐
)]
𝟎

𝝅
𝟔
+
𝟏

𝟐
∫ 𝒕𝟐𝒅𝒕
𝟐−√𝟑

𝟎

= 

=
𝟏

𝟐
𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟏𝟐
) +

𝟏

𝟔
[𝒕𝟑]𝟎

𝟐−√𝟑 =
𝟐 − √𝟑

𝟐
+
(𝟐 − √𝟑)

𝟑

𝟔
=
𝟏𝟔

𝟑
− 𝟑√𝟑 

∫
𝐜𝐨𝐬𝟑(𝒙)

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 𝑰𝟏 − 𝑰𝟐 =
𝟏𝟑

𝟐
−
𝝅

𝟑
− 𝟑√𝟑 −

𝟏𝟔

𝟑
+ 𝟑√𝟑 =

𝟕

𝟔
−
𝝅

𝟑
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Solution 2 by Mais Hasanov-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∫
𝐜𝐨𝐬𝟑(𝒙)

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
(𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐(𝐱) − 𝟏)𝟑

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= ∫
𝟖𝐜𝐨𝐬𝟔 (

𝒙
𝟐) − 𝟏𝟐𝐜𝐨𝐬

𝟒 (
𝒙
𝟐) + 𝟔𝐜𝐨𝐬

𝟐 (
𝒙
𝟐) − 𝟏

𝟒𝐜𝐨𝐬𝟒 (
𝒙
𝟐)

𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= 𝟐∫ 𝐜𝐨𝐬𝟐 (
𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

− 𝟑∫ 𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

+
𝟑

𝟐
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

−
𝟏

𝟒
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟒 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= 𝟐∫
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

−
𝝅

𝟐
+
𝟑

𝟐
[𝟐 𝐭𝐚𝐧 (

𝒙

𝟐
)]
𝟎

𝛑
𝟔
−
𝟏

𝟒
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝒙

𝟐
)(𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 (

𝒙

𝟐
))𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

=
𝝅

𝟔
+ [𝐬𝐢𝐧(𝒙)]

𝟎

𝝅
𝟔 −

𝝅

𝟐
+ 𝟑 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟏𝟐
) −

𝟏

𝟒
∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙 −

𝟏

𝟒

𝝅
𝟔

𝟎

∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (
𝒙

𝟐
) 𝐭𝐚𝐧𝟐 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

= −
𝝅

𝟑
+
𝟏

𝟐
+ 𝟑(𝟐 − √𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟏𝟐
) −

𝟏

𝟒
𝑲 = −

𝝅

𝟑
+
𝟏

𝟐
+ 𝟔 − 𝟑√𝟑 − 𝟏 +

√𝟑

𝟐
−
𝟏

𝟒
𝑲 = 

= −
𝝅

𝟑
+
𝟏𝟏

𝟐
−
𝟓√𝟑

𝟐
−
𝟏

𝟒
𝑲 

𝑲 = ∫ 𝐬𝐞𝐜𝟐 (
𝒙

𝟐
) 𝐭𝐚𝐧𝟐 (

𝒙

𝟐
)𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

→ 𝐭𝐚𝐧 (
𝒙

𝟐
) = 𝒖 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=
𝟏

𝟐
𝐬𝐞𝐜𝟐 (

𝐱

𝟐
)  

𝑲 = 𝟐∫ 𝒖𝟐
𝟐−√𝟑

𝟎

𝒅𝒖 =
𝟐

𝟑
[𝒖𝟑]𝟎

𝟐−√𝟑 =
𝟐(𝟐 − √𝟑)

𝟑

𝟑
=
𝟓𝟐

𝟑
− 𝟏𝟎√𝟑 

𝑰 = −
𝝅

𝟑
+
𝟏𝟏

𝟐
−
𝟓√𝟑

𝟐
−
𝟏𝟑

𝟑
+
𝟓√𝟑

𝟐
=
𝟕

𝟔
−
𝝅

𝟑
 

∫
𝐜𝐨𝐬³(𝒙)

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=
𝟕

𝟔
−
𝝅

𝟑
 

2778. Find: 

∫
𝒄𝒐𝒔𝟑(𝒙)

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

∫
𝒄𝒐𝒔𝟑(𝒙)

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝟐
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙))

(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝟐
𝒅𝒔𝒊𝒏(𝒙) =

𝝅
𝟐

𝟎
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= ∫
(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏(𝒙))

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝒙)
𝒅𝒔𝒊𝒏(𝒙) =⏞

𝐬𝐢𝐧(𝒙)→𝒕
𝝅
𝟐

𝟎

∫
𝟏 − 𝒕

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕 =

𝟏
𝟐

𝟎

 

= ∫
𝟐 − (𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕 =

𝟏
𝟐

𝟎

𝟐∫
𝟏

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕 − ∫ 𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

= 

= 𝟐𝒍𝒏|𝟏 + 𝒕||

𝟏
𝟐
𝟎
− 𝒕|

𝟏
𝟐
𝟎
= 𝟐 𝐥𝐧 (

𝟑

𝟐
) −

𝟏

𝟐
= 𝐥𝐧 (

𝟗

𝟒
) −

𝟏

𝟐
 

2779. Find: 

𝛀 = ∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒕𝒂𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙√𝟏 + 𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 =⏞
𝒚=𝒄𝒐𝒔𝒙

 

= ∫
−𝒅𝒚

𝒚√𝟐 − 𝒚𝟐

√𝟑
𝟐

𝟏

=⏞

𝒛=
𝟏
𝒚

∫

𝟏
𝒛𝟐

𝟏
𝒛
√𝟐 −

𝟏
𝒛𝟐

𝟐

√𝟑

𝟏

𝒅𝒛 = ∫
𝟏

√𝟐𝒛𝟐 − 𝟏

𝟐

√𝟑

𝟏

𝒅𝒛 = 

=
𝟏

√𝟐
∫

𝟏

√𝒛𝟐 −
𝟏
𝟐

𝟐

√𝟑

𝟏

𝒅𝒛 =
𝟏

√𝟐
(𝒍𝒏(

𝟐

√𝟑
+ √

𝟒

𝟑
−
𝟏

𝟐
) − 𝒍𝒏(𝟏 + √𝟏 −

𝟏

𝟐
)) = 

=
𝟏

√𝟐
(𝒍𝒏(

𝟐

√𝟑
+ √

𝟓

𝟔
) − 𝒍𝒏 (𝟏 +

𝟏

√𝟐
)) =

𝟏

√𝟐
𝒍𝒏

(

 
 
𝟐√𝟐 + √𝟓

√𝟔

𝟏 + √𝟐

√𝟐 )

 
 
=
𝟏

√𝟐
𝒍𝒏(

𝟐√𝟐 + √𝟓

√𝟑 + √𝟔
) 

 
2780. Find: 

𝛀 = ∫
𝒄𝒐𝒕𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
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Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒄𝒐𝒕𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 =⏞
𝒚=𝒔𝒊𝒏𝒙

 

= ∫
𝟏

𝒚√𝟏 + 𝒚𝟐

√𝟑
𝟐

𝟏
𝟐

𝒅𝒚 =⏞

𝒛=
𝟏
𝒚

∫
−
𝟏
𝒛𝟐

𝟏
𝒛
√𝟏 +

𝟏
𝒛𝟐

𝟐

√𝟑

𝟐

𝒅𝒛 = −∫
𝟏

√𝒛𝟐 + 𝟏

𝟐

√𝟑

𝟐

𝒅𝒛 = 

= −𝒍𝒏(
𝟐

√𝟑
+ √

𝟒

𝟑
+ 𝟏) + 𝒍𝒏 (𝟐 + √𝟐𝟐 + 𝟏) = 

= 𝒍𝒏(𝟐 + √𝟓) − 𝒍𝒏 (
𝟐 + √𝟕

√𝟑
) = 𝒍𝒏(

𝟐√𝟑 + √𝟏𝟓

𝟐 + √𝟕
) 

2781. Find: 

𝛀 = ∫
𝒄𝒐𝒔𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒄𝒐𝒔𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

=⏞
𝒚=𝒔𝒊𝒏𝒙

∫
𝟏

√𝟏 + 𝒚𝟐
𝒅𝒚

𝟏
𝟐

𝟎

= 

= 𝒍𝒏(
𝟏

𝟐
+ √𝟏 +

𝟏

𝟒
) − 𝒍𝒏(𝟎 + √𝟏 + 𝟎) = 𝒍𝒏(

𝟏 + √𝟓

𝟐
) 

2782. Find: 

𝛀 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
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Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

√𝟐 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 =⏞
𝒚=𝒄𝒐𝒔𝒙

−∫
𝒅𝒚

√𝟐 − 𝒚𝟐

√𝟑
𝟐

𝟏

= 

= −𝒔𝒊𝒏−𝟏(

√𝟑
𝟐

√𝟐
) + 𝒔𝒊𝒏−𝟏 (

𝟏

√𝟐
) =

𝝅

𝟒
− 𝒔𝒊𝒏−𝟏 (

√𝟔

𝟒
) 

2783. Find: 

𝛀 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

√𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

𝒅𝒙 =⏞
𝒚=𝒄𝒐𝒔𝒙

−∫
𝟏

√𝟏 + 𝒚𝟐
𝒅𝒚 =

√𝟑
𝟐

𝟏

 

= −𝒍𝒏(
√𝟑

𝟐
+ √𝟏 +

𝟑

𝟒
) + 𝒍𝒏 (𝟏 + √𝟏 + 𝟏𝟐) = 

= 𝒍𝒏(𝟏 + √𝟐) − 𝒍𝒏 (
√𝟑 + √𝟕

𝟐
) = 𝒍𝒏(

𝟐 + 𝟐√𝟐

√𝟑 + √𝟕
) 

2784. Find: 

𝛀 = ∫
𝒄𝒐𝒕𝒙

√𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝒄𝒐𝒕𝒙

√𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙√𝟏 + 𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 =⏞
𝒚=𝒔𝒊𝒏𝒙

 



 
www.ssmrmh.ro 

91 RMM-CALCULUS MARATHON 2701-2800 

 

= ∫
𝟏

𝒚√𝟐 − 𝒚𝟐

√𝟑
𝟐

𝟏
𝟐

𝒅𝒚 =⏞

𝒛=
𝟏
𝒚

∫
−
𝟏
𝒛𝟐

𝟏
𝒛
√𝟐 −

𝟏
𝒛𝟐

𝟐

√𝟑

𝟐

𝒅𝒛 = −∫
𝟏

√𝟐𝒛𝟐 − 𝟏

𝟐

√𝟑

𝟐

𝒅𝒛 = 

=
𝟏

√𝟐
∫

𝟏

√𝒛𝟐 −
𝟏
𝟐

𝟐

𝟐

√𝟑

𝒅𝒛 =
𝟏

√𝟐
(𝒍𝒏(𝟐 + √𝟒 −

𝟏

𝟐
) − 𝒍𝒏(

𝟏

√𝟐
+ √

𝟒

𝟑
−
𝟏

𝟐
)) = 

=
𝟏

√𝟐
(𝒍𝒏(𝟐 + √

𝟏𝟒

𝟒
) − 𝒍𝒏(

𝟏

√𝟐
+ √

𝟑𝟎

𝟑𝟔
)) = 

=
𝟏

√𝟐
𝒍𝒏

(

 
 
𝟒 + √𝟏𝟒
𝟐

𝟔 + √𝟑𝟎

𝟔√𝟐 )

 
 
=
𝟏

√𝟐
𝒍𝒏(

𝟑√𝟐(𝟒 + √𝟏𝟒)

𝟔 + √𝟑𝟎
) =

𝟏

√𝟐
𝒍𝒏 (

𝟏𝟐 + 𝟑√𝟏𝟒

𝟑√𝟐 + √𝟏𝟓
) 

2785. Find: 

∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

Ω = ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟏

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟏
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

=
𝟐

𝟑
∫

𝒅𝒙

𝟐𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟏
−

𝝅
𝟔

𝟎

𝟏

𝟑
∫

𝒅𝒙

𝐜𝐨𝐬(𝒙) + 𝟏
=

𝝅
𝟔

𝟎

Ω𝟏 + Ω𝟐 

Ω𝟏 =
𝟐

𝟑
∫

𝒅𝒙

𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟏

𝝅
𝟔

𝟎

=⏞

𝐭𝐚𝐧(
𝒙
𝟐
)→𝒕
𝟐

𝟑
∫

𝟐
𝟏 + 𝒕𝟐

𝟐
𝟏 − 𝒕𝟐

𝟏 + 𝒕𝟐
− 𝟏

𝒅𝒕
𝐭𝐚𝐧(

𝝅
𝟏𝟐
)

𝟎

= 

=
𝟐

𝟑
∫

𝟐

𝟏 − 𝟑𝒕𝟐
𝒅𝒕 =

𝐭𝐚𝐧(
𝝅
𝟏𝟐
)

𝟎

𝟒

𝟑
.
𝟏

𝟑
∫

𝟏

𝟏
𝟑 − 𝒕

𝟐
𝒅𝒕 =

𝐭𝐚𝐧(
𝝅
𝟏𝟐
)

𝟎

 

=
𝟒

𝟗
.
√𝟑

𝟐
𝒍𝒏 |

𝟏

√𝟑
+ 𝒕

𝟏

√𝟑
− 𝒕
||
| 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅
𝟏𝟐)

𝟎
=
𝟐√𝟑

𝟗
𝒍𝒏 |

𝟏

√𝟑
+ 𝟐 − √𝟑

𝟏

√𝟑
− 𝟐 + √𝟑

| =
𝟐√𝟑

𝟗
𝐥𝐧(𝟏 + √𝟑) 
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Ω𝟐 =
𝟏

𝟑
∫

𝒅𝒙

𝐜𝐨𝐬(𝒙) + 𝟏
=
𝟏

𝟑

𝝅
𝟔

𝟎

∫
𝒅𝒙

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐 (
𝒙
𝟐)
=
𝟏

𝟑

𝝅
𝟔

𝟎

𝐭𝐚𝐧 (
𝒙

𝟐
)|

𝝅
𝟔
𝟎
= 

=
𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟏𝟐
) =

𝟏

𝟑
(𝟐 − √𝟑) 

Ω = Ω𝟏 + Ω𝟐 =
𝟐√𝟑

𝟗
𝐥𝐧(𝟏 + √𝟑) + (−

𝟏

𝟑
(𝟐 − √𝟑)) 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆:   

Ω =
𝟐√𝟑

𝟗
𝐥𝐧(𝟏 + √𝟑) −

𝟏

𝟑
(𝟐 − √𝟑) 

2786. Find: 

𝛀 = ∫
𝟏

𝟏 + √𝟐𝒙 + 𝟏

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝟏

𝟏 + √𝟐𝒙 + 𝟏

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 =⏞
𝒚𝟐=𝟐𝒙+𝟏

∫
𝒚

𝟏 + 𝒚

√𝟑

𝟏

𝒅𝒚 = ∫
𝟏 + 𝒚 − 𝟏

𝟏 + 𝒚

√𝟑

𝟏

𝒅𝒚 = 

= ∫ 𝒅𝒚

√𝟑

𝟏

−∫
𝟏

𝟏 + 𝒚

√𝟑

𝟏

𝒅𝒚 = √𝟑 − 𝟏 − 𝒍𝒏(𝟏 + √𝟑) + 𝒍𝒏𝟐 = 

= √𝟑 − 𝟏 + 𝒍𝒏 (
𝟐

𝟏 + √𝟑
) 

2787. Find: 

𝛀 = ∫
𝟏

𝟏 + √𝟐𝒙 + 𝟏
𝟑

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 
 

𝛀 = ∫
𝟏

𝟏 + √𝟐𝒙 + 𝟏
𝟑

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 =⏞
𝒚𝟑=𝟐𝒙+𝟏𝟑

𝟐
∫

𝒚𝟐

𝟏 + 𝒚
𝒅𝒚

√𝟑
𝟑

𝟏

=
𝟑

𝟐
∫
𝒚𝟐 − 𝟏 + 𝟏

𝟏 + 𝒚
𝒅𝒚 =

√𝟑
𝟑

𝟏
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=
𝟑

𝟐
∫ (𝒚 − 𝟏)𝒅𝒚 +

√𝟑
𝟑

𝟏

𝟑

𝟐
∫

𝟏

𝟏 + 𝒚
𝒅𝒚 =

√𝟑
𝟑

𝟏

 

=
𝟑

𝟐
(
√𝟗
𝟑

𝟐
−
𝟏

𝟐
− √𝟑

𝟑
+ 𝟏) +

𝟑

𝟐
𝒍𝒏(

𝟏 + √𝟑
𝟑

𝟐
) =

𝟑

𝟒
(√𝟗
𝟑
− √𝟑

𝟑
+ 𝟏) +

𝟑

𝟐
𝒍𝒏 (

𝟏 + √𝟑
𝟑

𝟐
) 

 
2788. Find: 

∫
𝑻𝟐𝒏(𝒙) 𝐜𝐨𝐬(𝒂𝒙)

√𝟏 − 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

Proposed by Estevao Francisco-Mozambique 
Solution by Rana Ranino-Algeria 
 

Ω = ∫
𝑻𝟐𝒏(𝒙) 𝐜𝐨𝐬(𝒂𝒙)

√𝟏 − 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

=⏞
𝒙=𝐜𝐨𝐬(𝜭)

∫ 𝑻𝟐𝒏(𝐜𝐨𝐬(𝜭)) 𝐜𝐨𝐬(𝒂 𝐜𝐨𝐬(𝜭))𝒅𝜭 =

𝝅
𝟐

𝟎

 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝜭) 𝐜𝐨𝐬(𝒂 𝐜𝐨𝐬(𝜭))𝒅𝜭

𝝅
𝟐

𝟎

 

𝑱𝒂𝒄𝒐𝒃𝒊 − 𝑨𝒏𝒈𝒆𝒓′𝒔  𝒆𝒙𝒑𝒂𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏𝒔 ∶   

𝐜𝐨𝐬(𝒂 𝐜𝐨𝐬(𝜭)) = 𝑱𝟎(𝒂) + 𝟐∑(−𝟏)𝒌𝑱𝟐𝒌(𝒂) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝜭)

∞

𝒌=𝟏

 

Ω = 𝑱𝟎(𝒂) + ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝜭)𝒅𝜭

𝝅
𝟐

𝟎⏟          
𝟎

+∑(−𝟏)𝒌𝑱𝟐𝒌(𝒂)

∞

𝒌=𝟏

∫ 𝟐𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝜭) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝜭)𝒅𝜭

𝝅
𝟐

𝟎

 

∫ 𝟐𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝜭) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝜭)𝒅𝜭

𝝅
𝟐

𝟎

= ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝒏𝜭) 𝐜𝐨𝐬(𝒌𝜭)𝒅𝜭
𝝅

𝟎

=
𝝅

𝟐
𝜹𝒏𝒌 

𝝅

𝟐
∫
𝑻𝟐𝒏(𝒙) 𝐜𝐨𝐬(𝒂𝒙)

√𝟏 − 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = (−𝟏)𝒏𝑱𝟐𝒏(𝒂) 

2789. Find: 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

√𝟐𝒙 + 𝟏 + √𝟐𝒙 + 𝟏
𝟑

𝟐

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Daniel Sitaru-Romania 

𝛀 = ∫
𝒅𝒙

√𝟐𝒙 + 𝟏 + √𝟐𝒙 + 𝟏
𝟑

𝟐

𝟎

=⏞
𝒚𝟔=𝟐𝒙+𝟏

∫
𝟑𝒚𝟓

𝒚𝟑 + 𝒚𝟐

√𝟓
𝟔

𝟏

𝒅𝒚 = 
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= 𝟑∫
𝒚𝟑

𝒚 + 𝟏

√𝟓
𝟔

𝟏

𝒅𝒚 = 𝟑∫
(𝒚 + 𝟏)(𝒚𝟐 − 𝒚 + 𝟏) − 𝟏

𝒚 + 𝟏

√𝟓
𝟔

𝟏

𝒅𝒚 = 

 

= 𝟑∫ (𝒚𝟐 − 𝒚 + 𝟏)

√𝟓
𝟔

𝟏

𝒅𝒚 − 𝟑∫
𝟏

𝒚 + 𝟏

√𝟓
𝟔

𝟏

𝒅𝒚 = 

 

= 𝟑(
√𝟏𝟐𝟓
𝟔

𝟑
−
𝟏

𝟑
−
√𝟐𝟓
𝟔

𝟐
+
𝟏

𝟐
+ √𝟓

𝟔
− 𝟏) = 𝟑(

√𝟏𝟐𝟓
𝟔

𝟑
−
√𝟐𝟓
𝟔

𝟐
+ √𝟓

𝟔
−
𝟓

𝟔
) 

 
2790. Find: 

∫
𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒙)

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Mirsadix Muzefferov-Azerbaijan 
 

Ω = ∫
𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒙)

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= ∫
𝟐𝒔𝒊𝒏(𝒙) 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝟏 + 𝟑𝐬𝐢𝐧(𝒙) −𝟒𝒔𝒊𝒏𝟑(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= 

∫
𝟐𝒔𝒊𝒏(𝒙)

(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧(𝒙))(𝟏 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝟐
𝒅𝒔𝒊𝒏(𝒙)

𝝅
𝟔

𝟎

=⏞
𝐬𝐢𝐧(𝒙)→ 𝒕

∫
𝟐𝒕

(𝟏 − 𝒕)(𝟏 + 𝟐𝒕)𝟐
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

 

𝟐𝒕

(𝟏 − 𝒕)(𝟏 + 𝟐𝒕)𝟐
=

𝑨

𝟏 − 𝒕
+

𝑩

𝟏 + 𝟐𝒕
+

𝑪

(𝟏 + 𝟐𝒕)𝟐
 

𝟐𝒕 = 𝑨(𝟏 + 𝟐𝒕)𝟐 + 𝑩(𝟏 − 𝒕)(𝟏 + 𝟐𝒕) + 𝑪(𝟏 − 𝒕)  

𝑨 =
𝟐

𝟗
  , 𝑩 =

𝟒

𝟗
  , 𝑪 = −

𝟐

𝟑
 

∫
𝟐𝒕

(𝟏 − 𝒕)(𝟏 + 𝟐𝒕)𝟐
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

=
𝟐

𝟗
∫

𝒅𝒕

𝟏 − 𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

+
𝟒

𝟗
∫

𝒅𝒕

𝟏 + 𝟐𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

−
𝟐

𝟑
∫

𝒅𝒕

(𝟏 + 𝟐𝒕)𝟐

𝟏
𝟐

𝟎

= Ω𝟏 + Ω𝟐 + Ω𝟑 

Ω𝟏 =
𝟐

𝟗
∫

𝒅𝒕

𝟏 − 𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

= −
𝟐

𝟗
𝒍𝒏|𝟏 − 𝒕||

𝟏
𝟐
𝟎
= −

𝟐

𝟗
𝐥𝐧 (
𝟏

𝟐
) =

𝟐

𝟗
𝐥𝐧(𝟐) 

 

Ω𝟐 =
𝟒

𝟗
∫

𝒅𝒕

𝟏 + 𝟐𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

=
𝟐

𝟗
𝒍𝒏|𝟏 + 𝟐𝒕||

𝟏
𝟐
𝟎
=
𝟐

𝟗
𝐥𝐧(𝟐) 
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Ω𝟑 = −
𝟐

𝟑
∫

𝒅𝒕

(𝟏 + 𝟐𝒕)𝟐

𝟏
𝟐

𝟎

= −
𝟐

𝟑
|−

𝟏

𝟐(𝟏 + 𝟐𝒕)
||

𝟏
𝟐
𝟎
= −

𝟏

𝟔
 

 

𝑺𝒐 ∶   Ω = Ω𝟏 + Ω𝟐 + Ω𝟑 = 
𝟐

𝟗
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟐

𝟗
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟔
=
𝟒

𝟗
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟔
 

 

2791. Find: 

∫
𝒆𝒙

𝒆𝟒𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙

+∞

−∞

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Dau Trung-Vietnam 
 

∫
𝒆𝒙

𝒆𝟒𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙

+∞

−∞

= ∫
𝟏

𝒆𝟒𝒙 + 𝟏
𝒅(𝒆𝒙)

+∞

−∞

=⏞
𝒕=𝒆𝒙

 

∫
𝟏

𝒕𝟒 + 𝟏
𝒅(𝒕)   𝒕𝟒

+∞

𝟎

=
𝒖

𝟏 − 𝒖
 

=
𝟏

𝟒
∫ 𝒖−

𝟑
𝟒

𝟏

𝟎

(𝟏 − 𝒖)−
𝟏
𝟒𝒅𝒖 =

𝟏

𝟒
𝜷(
𝟏

𝟒
,
𝟑

𝟒
) =

𝟏

𝟒

𝜞(
𝟏
𝟒) . 𝜞 (

𝟑
𝟒)

𝜞 (
𝟏
𝟒 +

𝟑
𝟒)

=
𝟏

𝟒
. 𝜞 (

𝟏

𝟒
) . 𝜞 (𝟏 −

𝟏

𝟒
) =

𝝅√𝟐

𝟒
 

 
2792. Find: 

∫
𝒄𝒕𝒈𝟑(𝒙)

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

 

Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
Solution by Sahel Koley-India 
 

𝑰 = ∫
𝒄𝒕𝒈𝟑(𝒙)

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= ∫
𝒄𝒐𝒔𝟑(𝒙)

𝐬𝐢𝐧(𝒙) (𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙))
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 

= ∫
𝐜𝐨𝐬(𝒙) (𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙))

𝐬𝐢𝐧(𝒙) (𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙))
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

 

𝑳𝒆𝒕 𝐬𝐢𝐧(𝒙) = 𝒕, 𝒅𝒕 = 𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝒅𝒙 
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∫
𝟏 − 𝒕𝟐

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟐

𝟏
𝟐

= ∫
𝟏 + 𝒕𝟐 − 𝟐𝒕𝟐

𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)
𝒅𝒕

√𝟑
𝟐

𝟏
𝟐

= ∫ (
𝟏

𝒕
−

𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
)𝒅𝒕

√𝟑
𝟐

𝟏
𝟐

= |𝐥𝐧(𝒕) − 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)|

√𝟑
𝟐
𝟏
𝟐

= 𝐥𝐧

(

 
 

√𝟑
𝟐

𝟏 + (
√𝟑
𝟐 )

𝟐

)

 
 
− 𝐥𝐧 (

𝟎. 𝟓

𝟏 + 𝟎. 𝟐𝟓
)

= 𝐥𝐧 (
𝟓√𝟑

𝟕
) 

2793. Find: 

∫
𝒍𝒏𝟐(𝒙)

(𝒙 + 𝟏)𝟒
𝒅𝒙

∞

𝟎

 

Proposed by Vasile Mircea Popa-Romania 
Solution by Yang Silva Cartolin-Peru 
 

𝑳𝒆𝒕  𝑩(𝒑, 𝒒) = ∫
𝒙𝒑−𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝒑+𝒒
𝒅𝒙

∞

𝟎

 𝒑 + 𝒒 = 𝒏 →   𝒒 = 𝒏 − 𝒑 

𝑩(𝒑, 𝒏 − 𝒑) = ∫
𝒙𝒑−𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝒏
𝒅𝒙

∞

𝟎

→  ∆(𝒏) = ∫
𝒍𝒏𝟐(𝒙)

(𝒙 + 𝟏)𝒏
𝒅𝒙

∞

𝟎

= 

𝐥𝐢𝐦
𝒑→𝟏

𝝏𝟐

𝝏𝒑𝟐
𝑩(𝒑, 𝒏 − 𝒑) 

∆(𝒏) =
𝟏

𝜞(𝒏)
[
𝝏𝟐

𝝏𝒑𝟐
(𝜞(𝒑)𝜞(𝒏 − 𝒑))]

𝒑=𝟏

 

𝑳𝒆𝒕 ∶ 𝒇(𝒑) = 𝜞(𝒑)𝜞(𝒏 − 𝒑) 
𝒇′(𝒑) = 𝜞(𝒑)𝝍(𝟎)(𝒑)𝜞(𝒏 − 𝒑) − 𝜞(𝒑)𝜞(𝒏 − 𝒑)𝝍(𝟎)(𝒏 − 𝒑) 

𝒇′′(𝒑) = 𝒇′(𝒑) ([𝝍(𝟎)(𝒑) − 𝝍(𝟎)(𝒏 − 𝒑)]
𝟐
+ [𝝍(𝟏)(𝒑) + 𝝍(𝟏)(𝒏 − 𝒑)]) 

𝑰𝒏(𝟏) ∶ ∆(𝒏) = ∫
𝒍𝒏𝟐(𝒙)

(𝒙 + 𝟏)𝒏
𝒅𝒙

∞

𝟎

=
𝟏

𝒏 − 𝟏
[(𝑯𝒏−𝟐)

𝟐 +
𝝅𝟐

𝟑
− 𝑯𝒏−𝟐

(𝟐)
] 

∆(𝟒) =
𝟏

𝟑
[(
𝟑

𝟐
)
𝟐

+
𝝅𝟐

𝟑
−
𝟓

𝟒
] =

𝟏

𝟑
+
𝝅𝟐

𝟗
 

2794. Find: 

∫
𝐬𝐢𝐧(𝒙)

𝐜𝐨𝐭(𝒙) (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 
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Solution by Mais Hasanov-Azerbaijan 
 

𝑰 = ∫
𝐬𝐢𝐧(𝒙)

𝐜𝐨𝐭(𝒙) (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= ∫
𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒙)

𝐜𝐨𝐬(𝒙) (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 

= ∫
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝐱))(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))

𝐜𝐨𝐬(𝒙) (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 = ∫
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝐜𝐨𝐬(𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 

= ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝒙)

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 − ∫ 𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= ∫
𝟏

𝐜𝐨𝐬(𝐱)

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 −
𝝅

𝟔
= ∫

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 (
𝒙
𝟐)

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 (
𝒙
𝟐)
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

−
𝝅

𝟔
  

{𝐭𝐚𝐧 (
𝒙

𝟐
) = 𝐭 ,

𝐝𝐭

𝐝𝐱
=
𝟏

𝟐
𝐬𝐞𝐜𝟐

𝒙

𝟐
=
𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 (

𝒙
𝟐)

𝟐
, 𝒕 ∈ [

𝟏

√𝟑
; 𝟐 − √𝟑]} 

𝑰 = 𝟐∫
𝒅𝒕

𝟏 − 𝒕𝟐

𝟏

√𝟑

𝟐−√𝟑

−
𝝅

𝟔
= [𝐥𝐧 (

𝟏 + 𝒕

𝟏 − 𝒕
)]
𝟐−√𝟑

𝟏

√𝟑
−
𝝅

𝟔
= 𝐥𝐧 (

𝟐 + √𝟑

√𝟑
) −

𝝅

𝟔
 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆: 

 ∫
𝐬𝐢𝐧(𝒙)

𝐜𝐨𝐭 (𝒙)(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))
𝒅𝒙

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

= 𝐥𝐧(
𝟐√𝟑 + 𝟑

𝟑
) −

𝝅

𝟔
 

2795. Find: 

∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

 

 
Proposed by Nguyen Hung Cuong-Vietnam 

Solution by Tapas Das-India 
 

∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)
𝒅𝒙 = ∫

𝐬𝐢𝐧𝐱. 𝐜𝐨𝐬𝐱

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 (𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)
𝒅𝒙 = 

 

= ∫
𝐬𝐢𝐧𝐱. 𝐜𝐨𝐬𝐱

(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)
𝒅𝒙 =

𝒔𝒊𝒏𝒙=𝒖
∫

𝐮

(𝟏 − 𝐮𝟐)(𝟏 + 𝒖)
𝒅𝒖 = 

 

= ∫(
𝟏

𝟒
.
𝟏

𝒖 + 𝟏
−
𝟏

𝟐
.

𝟏

(𝒖 + 𝟏)𝟐
+
𝟏

𝟒
.
𝟏

𝟏 − 𝒖
)𝒅𝒖 =

𝟏

𝟒
𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒖

𝟏 − 𝒖
) +

𝟏

𝟐
.
𝟏

𝟏 + 𝒖
= 

 

=
𝒔𝒊𝒏𝒙=𝒖 𝟏

𝟒
𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
) +

𝟏

𝟐
.

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
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∫
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)
𝒅𝒙

𝝅
𝟔

𝟎

= (
𝟏

𝟒
𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
) +

𝟏

𝟐
.

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
)
𝟎

𝝅
𝟔
=
𝟏

𝟒
𝐥𝐧 𝟑 −

𝟏

𝟔
  

 
2796. Find: 

∫
𝒙𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙𝟐)(𝟏 + 𝒙)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙 

Proposed by Vasile Mircea Popa-Romania 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

𝑰 =
𝟏

𝟐
∫ (

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
−

𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟐
) 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝒅𝒙

∞

𝟎

=
𝟏

𝟐
(𝑰𝟏 − 𝑰𝟐) 

𝑰𝟐 = ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙 =⏞
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)=𝒖

∫ 𝒖𝒅𝒖

𝝅
𝟐

𝟎

= [
𝒖𝟐

𝟐
]
𝟎

𝝅
𝟐

=
𝝅𝟐

𝟖
 

𝑰𝟐 = ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙 →𝑰𝑩𝑷
𝒗 = ∫ (

𝟏

𝟏 + 𝒙
)
𝟐

𝒅𝒙, 𝒗 = −
𝟏

𝟏 + 𝒙

𝒖 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙),
𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

. 

𝑰𝟐 = [−
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒙
]
𝟎

∞

+∫
𝟏

(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒙𝟐)

∞

𝟎

𝒅𝒙 = 

=
𝟏

𝟐
(∫

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙 − ∫
𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

∞

𝟎⏟        
𝒙𝟐→𝒙

+∫
𝟏

𝟏 + 𝒙

∞

𝟎

𝒅𝒙) = 

= [
𝟏

𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)]

𝟎

∞

+
𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒙

√𝟏 + 𝒙𝟐
) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒙

√𝟏 + 𝒙𝟐
) = 

=
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝐥𝐧

(

 

𝟏
𝒙 + 𝟏

√
𝟏
𝒙𝟐
+ 𝟏)

 −
𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐥𝐧

(

 

𝟏
𝒙 + 𝟏

√
𝟏
𝒙𝟐
+ 𝟏)

 =
𝝅

𝟒
 

∫
𝒙 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙𝟐)(𝟏 + 𝒙)²

∞

𝟎

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝑰𝟏 − 𝑰𝟐) =

𝟏

𝟐
(
𝝅𝟐

𝟖
−
𝝅

𝟒
) =

𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟖
 

 
2797. If 𝒂, 𝒃, 𝒄 > 𝟎, 𝒂𝒃 + 𝒃𝒄 + 𝒄𝒂 = 𝟗 then: 
 

∫ (𝒆𝒂𝒙 + 𝒆𝒃𝒙 + 𝒆𝒄𝒙)
𝟗
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

≤
𝟐𝟏𝟖𝟕(𝒆𝟗𝒂 + 𝒆𝟗𝒃 + 𝒆𝟗𝒄 − 𝟑)

𝒂𝒃𝒄
 

 
Proposed by Pavlos Trifon-Greece 
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Solution by Tapas Das-India 
 

𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙 =
(𝒆𝒂𝒙)𝟗

(𝟏)𝟖
+
(𝒆𝒃𝒙)

𝟗

(𝟏)𝟖
+
(𝒆𝒄𝒙)𝟗

(𝟏)𝟖
≥

𝑹𝒂𝒅𝒐𝒏
 
(𝒆𝒂𝒙 + 𝒆𝒃𝒙 + 𝒆𝒄𝒙)

𝟗

𝟑𝟖
 (𝟏) 

 

𝑾𝑳𝑶𝑮 𝒂 ≥ 𝒃 ≥ 𝒄 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝒃𝒄 ≤ 𝒄𝒂 ≤ 𝒂𝒃 𝒂𝒏𝒅 𝒆𝟗𝒂𝒙 ≥ 𝒆𝟗𝒃𝒙 ≥ 𝒆𝟗𝒄𝒙 
 

(𝒃𝒄𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒄𝒂𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒂𝒃𝒆𝟗𝒄𝒙) ≤
𝑪𝒉𝒆𝒃𝒚𝒔𝒉𝒆𝒗 𝟏

𝟑
(𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙)(𝒂𝒃 + 𝒃𝒄 + 𝒄𝒂) = 

 

=
𝟏

𝟑
× (𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙) = 𝟑(𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙) (𝟐) 

 

∫ (𝒆𝒂𝒙 + 𝒆𝒃𝒙 + 𝒆𝒄𝒙)
𝟗
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

≤
(𝟏)

 𝟑𝟖∫ (𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 

 

= 𝟑𝟖 (
𝒆𝟗𝒂𝒙

𝟗𝒂
+
𝒆𝟗𝒃𝒙

𝟗𝒃
+
𝒆𝟗𝒄𝒙

𝟗𝒄
)
𝟎

𝟏

= 𝟑𝟔 (
𝒆𝟗𝒂 − 𝟏

𝒂
+
𝒆𝟗𝒃 − 𝟏

𝒃
+
𝒆𝟗𝒄 − 𝟏

𝒄
) = 

 

= 𝟑𝟔 (
𝟑(𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙) − (𝒂𝒃 + 𝒃𝒄 + 𝒄𝒂)

𝒂𝒃𝒄
) ≤ 

 

≤
(𝟐)

𝟑𝟔 (
𝟑(𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙) − 𝟗

𝒂𝒃𝒄
) = 𝟑𝟕 (

(𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙) − 𝟑

𝒂𝒃𝒄
) = 

 

= 𝟐𝟏𝟖𝟕(
(𝒆𝟗𝒂𝒙 + 𝒆𝟗𝒃𝒙 + 𝒆𝟗𝒄𝒙) − 𝟑

𝒂𝒃𝒄
) 

 

Equality  holds  for  𝒂 = 𝒃 = 𝒄 = √𝟑. 
 

2798. If 𝒂, 𝒃, 𝒄 > 0 then: 
 

∫ (√(𝒙𝟗𝒂 + 𝒙𝟗𝒃 + 𝒙𝟗𝒄)
𝟗

 )
𝟏

𝟎

𝟓

 𝒅𝒙 ≥
√𝟒𝟕𝟖𝟐𝟗𝟔𝟗
𝟗

 

𝟓(𝒂 + 𝒃 + 𝒄) + 𝟑
 

 
Proposed by Pavlos Trifon-Greece 
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Solution by Tapas Das-India 
 
𝑾𝒆 𝒌𝒏𝒐𝒘 𝒕𝒉𝒂𝒕  𝒊𝒇 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏 𝒃𝒆 𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒆 𝒓𝒆𝒂𝒍 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓𝒔 𝒂𝒏𝒅 𝒎 𝒃𝒆 𝒂 𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒂𝒍  

 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓 𝒕𝒉𝒆𝒏,
𝒂𝟏
𝒎 + 𝒂𝟐

𝒎 +⋯+ 𝒂𝒏
𝒎

𝒏
>  𝑜𝑟 < (

𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 +⋯+ 𝒂𝒏
𝒏

)
𝒎

  

𝒂𝒄𝒄𝒐𝒓𝒅𝒊𝒏𝒈 𝒂𝒔 𝒎 𝒅𝒐𝒆𝒔 𝒏𝒐𝒕 𝒐𝒓 𝒅𝒐𝒆𝒔 𝒍𝒊𝒆 𝒃𝒆𝒕𝒘𝒆𝒆𝒏 𝟎 𝒂𝒏𝒅 𝟏  
(𝑹𝒆𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒆: 𝑺. 𝑲.𝑴𝒂𝒑𝒂 𝒄𝒍𝒂𝒔𝒔𝒊𝒄𝒂𝒍 𝒂𝒍𝒈𝒆𝒃𝒓𝒂 𝒃𝒐𝒐𝒌 𝒑𝒂𝒈𝒆 − 𝟐𝟐) 

 

 

( (𝒙𝟗𝒂)
𝟓
𝟗 + (𝒙𝟗𝒃)

𝟓
𝟗 + (𝒙𝟗𝒄)

𝟓
𝟗)

𝟑
≤ (
𝒙𝟗𝒂 + 𝒙𝟗𝒃 + 𝒙𝟗𝒄

𝟑
)

𝟓
𝟗

 𝒂𝒔
𝟓

𝟗
∈ (𝟎, 𝟏) 

 

  (𝒙𝟗𝒂 + 𝒙𝟗𝒃 + 𝒙𝟗𝒄)
𝟓
𝟗 ≥

𝟏

𝟑
𝟒
𝟗

((𝒙𝟗𝒂)
𝟓
𝟗 + (𝒙𝟗𝒃)

𝟓
𝟗 + (𝒙𝟗𝒄)

𝟓
𝟗) 

 

(√𝒙𝟗𝒂 + 𝒙𝟗𝒃 + 𝒙𝟗𝒄
𝟗

)
𝟓

≥
𝟏

𝟑
𝟒
𝟗

(𝒙𝟓𝒂 + 𝒙𝟓𝒃 + 𝒙𝟓𝒄) (𝟏) 

 

∫ (√(𝒙𝟗𝒂 + 𝒙𝟗𝒃 + 𝒙𝟗𝒄)
𝟗

 )
𝟏

𝟎

𝟓

 𝒅𝒙 ≥
(𝟏) 𝟏

𝟑
𝟒
𝟗

∫ (𝒙𝟓𝒂 + 𝒙𝟓𝒃 + 𝒙𝟓𝒄)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

 

=
𝟏

𝟑
𝟒
𝟗

[(
𝒙𝟓𝒂+𝟏

𝟓𝒂 + 𝟏
)
𝟎

𝟏

+ (
𝒙𝟓𝒃+𝟏

𝟓𝒃 + 𝟏
)
𝟎

𝟏

+ (
𝒙𝟓𝒄+𝟏

𝟓𝒄 + 𝟏
)
𝟎

𝟏

] ≥
𝟏

𝟑
𝟒
𝟗

∑
𝟏

𝟓𝒂 + 𝟏
≥

𝑩𝒆𝒓𝒈𝒔𝒕𝒓𝒐𝒎

  

 

=
𝟏

𝟑
𝟒
𝟗

∙
𝟗

𝟓(𝒂 + 𝒃 + 𝒄) + 𝟑
=

𝟑
𝟏𝟒
𝟓

𝟓(𝒂 + 𝒃 + 𝒄) + 𝟑
= 

 

=
√𝟑𝟏𝟒
𝟗

 

𝟓(𝒂 + 𝒃 + 𝒄) + 𝟑
=

√𝟒𝟕𝟖𝟐𝟗𝟔𝟗
𝟗

𝟓(𝒂 + 𝒃 + 𝒄) + 𝟑
 

 
Equality holds for 𝒂 = 𝒃 = 𝒄. 

 
2799. Prove that: 

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(
√𝟑

𝟐
) + 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(

√𝟖 − √𝟑

𝟔
) +⋯+ 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(

√𝒌𝟐 + 𝟐𝒌 − √𝒌𝟐 − 𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)
) = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (

𝟏

𝒌 + 𝟏
) 

Proposed by Mais Hasanov-Azerbaijan 
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Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝑺 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (
√𝟑

𝟐
) + 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (

√𝟖 − √𝟑

𝟔
) +⋯+ 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (

√𝒌𝟐 + 𝟐𝒌 − √𝒌𝟐 − 𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)
) 

𝑺 = 𝐬𝐢𝐧−𝟏 (
√𝟐𝟐 − 𝟏 − √𝟏𝟐 − 𝟏

𝟏(𝟏 + 𝟏)
) + 𝐬𝐢𝐧−𝟏 (

√𝟑𝟐 − 𝟏 − √𝟐𝟐 − 𝟏

𝟐(𝟐 + 𝟏)
) +⋯

+ 𝐬𝐢𝐧−𝟏 (
√(𝒌 + 𝟏)𝟐 − 𝟏 − √𝒌𝟐 − 𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)
) 

𝑺 = ∑𝐬𝐢𝐧−𝟏 (
√(𝒏 + 𝟏)𝟐 − 𝟏 − √𝒏𝟐 − 𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
)

𝒌

𝒏=𝟏

 

= ∑𝐬𝐢𝐧−𝟏 (√
(𝒏 + 𝟏)𝟐 − 𝟏

𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐
−√

𝒏𝟐 − 𝟏

𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐
)

𝒌

𝒏=𝟏

 

=∑𝐬𝐢𝐧−𝟏(
𝟏

𝒏
√𝟏 −

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
−

𝟏

𝒏 + 𝟏
√𝟏 −

𝟏

𝒏𝟐
)

𝒌

𝒏=𝟏

 

                 Note:                 𝜶 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(𝒙) , 𝜷 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(𝒚)  →    𝜶, 𝜷 ∈ [−
𝝅

𝟐
;
𝝅

𝟐
] 

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝜶) = √𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐(𝛂) = √𝟏 − 𝐱𝟐 

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝜷) = √𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐(𝛃) = √𝟏 − 𝐲𝟐 

𝐬𝐢𝐧(𝜶 − 𝜷) = 𝐬𝐢𝐧(𝜶) 𝐜𝐨𝐬(𝜷) − 𝐬𝐢𝐧(𝜷) 𝐜𝐨𝐬(𝛂) = 𝐱√𝟏 − 𝐲𝟐 − 𝐲√𝟏 − 𝐱𝟐 

𝜶 − 𝜷 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (𝒙√𝟏 − 𝒚𝟐 − 𝒚√𝟏 − 𝒙𝟐) 

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(𝒙) − 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(𝒚) = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (𝒙√𝟏 − 𝒚𝟐 − 𝒚√𝟏 − 𝒙𝟐)  →  𝒙 =
𝟏

𝒏
, 𝒚 =

𝟏

𝒏 + 𝟏
 

                                      𝑺 = ∑(𝐬𝐢𝐧−𝟏
𝟏

𝒏
− 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝟏

𝒏 + 𝟏
)

𝒌

𝒏=𝟏

= 𝐬𝐢𝐧−𝟏 𝟏 − 𝐬𝐢𝐧−𝟏
𝟏

𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝟏

𝟐
− 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝟏

𝟑
+⋯+ 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝟏

𝒌
− 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝟏

𝒌 + 𝟏
 

𝑺 = 𝐬𝐢𝐧−𝟏 𝟏 − 𝐬𝐢𝐧−𝟏
𝟏

𝒌 + 𝟏
=
𝝅

𝟐
− 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝟏

𝒌 + 𝟏
= 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (

𝟏

𝒌 + 𝟏
) 

 
2800. Find: 

△= ∫
𝒙𝟐(𝒍𝒐𝒈(𝒙) + 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙))

𝟏 + 𝒆𝒙𝒑(𝝅𝒙)

∞

𝟎

𝒅𝒙 

 
Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
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Solution by Yang Silva Cartolin-Peru 
 

△= ∫
𝒙𝟐(𝒍𝒐𝒈(𝒙) + 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙))

𝟏 + 𝒆𝒙𝒑(𝝅𝒙)

∞

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈(𝒙)

𝟏 + 𝒆𝝅𝒙
𝒅𝒙 + ∫

𝒙𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒆𝝅𝒙
𝒅𝒙

∞

𝟎

∞

𝟎

 

△= 𝑨 + 𝑩 

∗ 𝑨 = ∫
𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈(𝒙)

𝟏 + 𝒆𝝅𝒙
𝒅𝒙 = ∫ (∑(−𝟏)𝒏−𝟏𝒆−𝒏𝝅𝒙

∞

𝒏=𝟏

)𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈(𝒙)𝒅𝒙

∞

𝟎

∞

𝟎

 

𝑨 =∑(−𝟏)𝒏−𝟏∫ 𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈(𝒙)𝒆−𝒏𝝅𝒙𝒅𝒙, 𝒍𝒆𝒕: 𝒙 =
𝒕

𝒏𝝅
→ 𝒅𝒙 =

𝒅𝒕

𝒏𝝅

∞

𝟎

∞

𝒏=𝟏

 

𝒙=𝒕
⇒ 𝑨 =

𝟏

𝝅𝟑
∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟑
∫ 𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈 (

𝒙

𝒏𝝅
)𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

∞

𝒏=𝟏

 

𝑨 =
𝟏

𝝅𝟑
(∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟑
∫ 𝒙𝟐𝒍𝒐𝒈(𝒙)𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

−∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝐥𝐨 𝐠(𝒏𝝅)

𝒏𝟑
∫ 𝒙𝟐𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

) 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝚪(𝒛) = ∫ 𝒙𝒛−𝟏𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

→ 𝚪′(𝒛) = ∫ 𝒙𝒛−𝟏𝒍𝒐𝒈(𝒙)𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

 

𝑨 =
𝟏

𝝅𝟑
(𝚪′(𝟑)∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟑
− 𝚪(𝟑)∑

(−𝟏)𝒏−𝟏[𝐥𝐨𝐠(𝛑) + 𝐥𝐨𝐠(𝐧)]

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

) 

𝑨 =
𝟏

𝝅𝟑
(𝚪′(𝟑)∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟑
− 𝟐𝐥𝐨 𝐠(𝝅)∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

− 𝟐∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝐥𝐨 𝐠(𝒏)

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

) 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:   

𝚪′(𝒛) = 𝚪(𝒛)𝝍(𝟎)(𝒛) → 𝚪′(𝟑) = 𝚪(𝟑)𝝍(𝟎)(𝟑) = 𝟐(
𝟑

𝟐
− 𝜸) = 𝟑 − 𝟐𝜸 

𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑬𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝜼(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

→ 𝜼′(𝒔) = −∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝒍𝒐𝒈(𝒏)

𝒏𝒔

∞

𝒏−𝟏

 

𝜼(𝒔) = (𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔)𝜻(𝒔) → 𝜼′(𝒔) = 𝟐𝟏−𝒔𝒍𝒐𝒈(𝟐)𝜻(𝒔) + (𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔)𝜻′(𝒔) 

𝑨 =
𝟏

𝝅𝟑
(𝜼(𝟑)(𝟑 − 𝟐𝜸) − 𝟐𝐥𝐨 𝐠(𝝅)𝜼(𝟑) − 𝟐𝜼′(𝟑)) 

𝑨 =
𝟏

𝝅𝟑
[
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑)(𝟑 − 𝟐𝜸) −

𝟑

𝟐
𝜻(𝟑)𝒍𝒐𝒈(𝝅) + 𝟐(

𝟏

𝟒
𝒍𝒐𝒈(𝟐)𝜻(𝟑) +

𝟑

𝟒
𝜻′(𝟑))] 

𝑨 =
𝜻(𝟑)

𝟒𝝅𝟑
(𝟗 − 𝟔𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(

𝟒

𝝅𝟔
)) +

𝟑𝜻′(𝟑)

𝟐𝝅𝟑
∴ 

∗ 𝑩 = ∫
𝒙𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒆𝝅𝒙
𝒅𝒙

∞

𝟎

= ∫ (
𝟏

𝒆𝝅𝒙 − 𝟏
−

𝟐

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
)𝒙𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒈(𝒙)𝒅𝒙

∞

𝟎
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𝑩 = ∫
𝒙𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)

𝒆𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 − 𝟐∫

𝒙𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎

∞

𝟎

 

𝑰𝒏:𝑨 = ∫
𝒙𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚 𝐧(𝒙)

𝒆𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎

,  𝒍𝒆𝒕: 𝒙 = 𝟐𝒕 → 𝒅𝒙 = 𝟐𝒅𝒕
𝒙=𝒕
⇒ 𝑨 = 𝟖∫

𝒙𝟐 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝟐𝒙)

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎

 

𝑩 = 𝟖∫
𝒙𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝟐𝒙)

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 − 𝟐∫

𝒙𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎

∞

𝟎

= 𝟖𝑨 − 𝟐𝑪 

𝑳𝒆𝒕: 𝑰(𝒌) = ∫
𝒙𝟐 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒌𝒙)

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎

→ 𝑰′(𝒌) = ∫
𝒙𝟑

(𝟏 + 𝒌𝟐𝒙𝟐)(𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏)
𝒅𝒙

∞

𝟎

 

𝑰′(𝒌) =
𝟏

𝒌𝟐
∫

𝒙

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎

−
𝟏

𝒌𝟒
∫

𝒙

(
𝟏
𝒌𝟐
+ 𝒙𝟐) (𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏)

𝒅𝒙

∞

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 

𝑩𝒊𝒏𝒆𝒕´𝒔 𝑺𝒆𝒄𝒐𝒏𝒅 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍:∫
𝒙

(𝒛𝟐 + 𝒙𝟐)(𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏)
𝒅𝒙

∞

𝟎

=
𝟏

𝟐
[𝒍𝒐𝒈(𝒛) −

𝟏

𝟐𝒛
−  𝝍(𝟎)(𝒛)] 

∫
𝒙𝒔−𝟏

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 =

𝜞(𝒔)𝜻(𝒔)

(𝟐𝝅)𝒔

∞

𝟎

 

𝑰′(𝒌) =
𝟏

𝟐𝟒𝒌𝟐
−
𝟏

𝒌𝟒
[
𝟏

𝟐
(𝒍𝒐𝒈 (

𝟏

𝒌
) −

𝒌

𝟐
− 𝝍(𝟎) (

𝟏

𝒌
))] 

∫𝑰′(𝒌)𝒅𝒌 =
𝟏

𝟐𝟒
∫
𝒅𝒌

𝒌𝟐
−
𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝒌𝟒
𝒍𝒐𝒈 (

𝟏

𝒌
)𝒅𝒌 +

𝟏

𝟒
∫
𝒅𝒌

𝒌𝟑
+
𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝒌𝟒
𝝍(𝟎) (

𝟏

𝒌
)𝒅𝒌 

𝑰𝒏: ∫
𝟏

𝒌𝟒
𝝍(𝟎) (

𝟏

𝒌
)𝒅𝒌 , 𝒍𝒆𝒕: 𝒕 =

𝟏

𝒌
→ 𝒅𝒕 = −

𝒅𝒙

𝒕𝟐
 

−∫𝒕𝟐𝝍(𝟎)(𝒕)𝒅𝒕
𝑰.𝑩.𝑷
⇒  −(𝒕𝟐𝒍𝒐𝒈(𝚪(𝒕)) − 𝟐∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝚪(𝒕))𝒅𝒕) 

∫
𝟏

𝒌𝟒
𝝍(𝟎) (

𝟏

𝒌
)𝒅𝒌 = −

𝟏

𝒌𝟐
𝒍𝒐𝒈(𝚪 (

𝟏

𝒌
)) + 𝟐∫ 𝒕𝒍𝒐𝒈(𝚪(𝒕))𝒅𝒕

𝟏
𝒌

𝟎

 

 

⟹ 𝑰(𝒌) = −
𝟏

𝟐𝟒𝒌
−
𝒍𝒐𝒈(𝒌)

𝟔𝒌𝟑
−

𝟏

𝟏𝟖𝒌𝟑
−
𝟏

𝟖𝒌𝟐
+
𝟏

𝟐

(

 
 
−

𝒍𝒐𝒈(𝜞 (
𝟏
𝒌
))

𝒌𝟐
+ 𝟐∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝜞(𝒕))𝒅𝒕

𝟏
𝒌

𝟎

)

 
 

+ 𝑪 
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𝑰(𝒌) = −
𝟏

𝟐𝟒𝒌
−
𝒍𝒐𝒈(𝒌)

𝟔𝒌𝟑
−

𝟏

𝟏𝟖𝒌𝟑
−
𝟏

𝟖𝒌𝟐
−

𝒍𝒐𝒈(𝜞(
𝟏
𝒌
))

𝟐𝒌𝟐
+∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝜞(𝒕))𝒅𝒕

𝟏
𝒌

𝟎

+ 𝑪

= 𝑷(𝒌) + 𝑪 

𝑰𝒇: 𝒌 ⟶ ∞⟹ 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒌𝒙) =
𝝅

𝟐
∧ 𝑷(∞) = 𝟎 

⟹ 𝑰(∞) =
𝝅

𝟐
∫

𝒙𝟐

𝒆𝟐𝝅𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙

∞

𝟎

=
𝝅

𝟐
(
𝜻(𝟑)

𝟒𝝅𝟑
) =

𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
→ 𝑰(∞) = 𝑷(∞) + 𝑪 →

𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
= 𝑪 ∴ 

𝑰(𝒌) = −
𝟏

𝟐𝟒𝒌
−
𝒍𝒐𝒈(𝒌)

𝟔𝒌𝟑
−

𝟏

𝟏𝟖𝒌𝟑
−
𝟏

𝟖𝒌𝟐
−

𝒍𝒐𝒈(𝜞(
𝟏
𝒌
))

𝟐𝒌𝟐
+∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝜞(𝒕))𝒅𝒕

𝟏
𝒌

𝟎

+
𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
 

#𝑰(𝟏) = −
𝟐

𝟗
+
𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
+∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝜞(𝒕))𝒅𝒕

𝟏

𝟎

 

#𝑰(𝟐) = −
𝟏𝟕

𝟐𝟖𝟖
−
𝟏

𝟒𝟖
𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟏

𝟏𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝝅) +

𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
+∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝜞(𝒕))𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

 

𝑳𝒆𝒕: 𝒀(𝒙) = ∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝚪(𝒕))𝒅𝒕

𝒙

𝟎

, 𝟎 < 𝒙 ≤ 𝟏 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝒍𝒐𝒈(𝚪(𝒙)) = (
𝟏

𝟐
− 𝒙) (𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐)) + (𝟏 − 𝒙)𝒍𝒐𝒈(𝝅) −

𝟏

𝟐
𝒍𝒐𝒈(𝒔𝒆𝒏(𝝅𝒙)) 

+
𝟏

𝝅
∑
𝐥𝐨𝐠(𝒏)

𝒏
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒏𝒙)

∞

𝒏=𝟏

 

𝒀(𝒙) = (𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐))∫ 𝒕 (
𝟏

𝟐
− 𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟎

+ 𝒍𝒐𝒈(𝝅)∫ 𝒕(𝟏 − 𝒕)𝒅𝒕 −
𝟏

𝟐
∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝒔𝒆𝒏(𝝅𝒕))𝒅𝒕

𝒙

𝟎

𝒙

𝟎

 

+
𝟏

𝝅
∑
𝐥𝐨𝐠(𝒏)

𝒏
∫ 𝒕𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒏𝒕)𝒅𝒕

𝒙

𝟎

∞

𝒏=𝟏

 

𝒀(𝒙) = (𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐)) (
𝒙𝟐

𝟒
−
𝒙𝟑

𝟑
) + 𝒍𝒐𝒈(𝝅)(

𝒙𝟐

𝟐
−
𝒙𝟑

𝟑
) −

𝟏

𝟐
∫𝒕𝒍𝒐𝒈(𝒔𝒆𝒏(𝝅𝒕))𝒅𝒕

𝒙

𝟎

 

+
𝟏

𝝅
∑
𝐥𝐨𝐠(𝒏)

𝒏
(
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝟒𝝅𝟐𝒏𝟐
−
𝒙𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝟐𝝅𝒏
)

∞

𝒏=𝟏

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝒍𝒐𝒈(𝒔𝒆𝒏(𝝅𝒙)) = −𝒍𝒐𝒈(𝟐) −∑
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒌𝝅𝒙)

𝒌

∞

𝒌=𝟏
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𝒀(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟒
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅𝟐)) −

𝒙𝟑

𝟑
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅)) 

−
𝟏

𝟐
(−𝒍𝒐𝒈(𝟐)∫ 𝒕𝒅𝒕 −

𝒙

𝟎

∑
𝟏

𝒌
∫𝒕𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒌𝝅𝒙)𝒅𝒕

𝒙

𝟎

∞

𝒌=𝟏

) +
𝟏

𝟒𝝅𝟑
∑
𝒍𝒐𝒈(𝒏)𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

 

−
𝒙

𝟐𝝅𝟐
∑
𝒍𝒐𝒈(𝒏)𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

𝒀(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟒
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅𝟐)) −

𝒙𝟑

𝟑
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅)) 

−
𝟏

𝟐
(−
𝟏

𝟐
𝒍𝒐𝒈(𝟐)𝒙𝟐 −∑

𝟏

𝒌
(
𝒙𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒌𝒙)

𝟐𝝅𝒌
+
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅𝒌𝒙)

𝟒𝝅𝟐𝒌𝟐
−

𝟏

𝟒𝝅𝟐𝒌𝟐
)

∞

𝒌=𝟏

) 

+
𝟏

𝟒𝝅𝟑
∑
𝒍𝒐𝒈(𝒏)𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

−
𝒙

𝟐𝝅𝟐
∑
𝒍𝒐𝒈(𝒏)𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

𝒀(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟒
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟒𝝅𝟐)) −

𝒙𝟑

𝟑
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅)) 

+
𝒙

𝟒𝝅
∑
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒌𝒙)

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟏

+
𝟏

𝟖𝝅𝟐
∑
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅𝒌𝒙)

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟖𝝅𝟐
∑

𝟏

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

 

+
𝟏

𝟒𝝅𝟑
∑
𝒍𝒐𝒈(𝒏)𝒔𝒆𝒏(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

−
𝒙

𝟐𝝅𝟐
∑
𝒍𝒐𝒈(𝒏)𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅𝒏𝒙)

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

⟹𝒀(𝟏) =
𝟏

𝟒
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟒𝝅𝟐)) −

𝟏

𝟑
(𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅)) −

𝟏

𝟐𝝅𝟐
∑
𝒍𝒐𝒈(𝒏)

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

𝒀(𝟏) = −
𝜸

𝟏𝟐
+
𝟏

𝟒
𝒍𝒐𝒈(𝟒𝝅𝟐) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐨 𝐠(𝟐𝝅) +

𝟏

𝟐𝝅𝟐
𝜻′(𝟐) 

𝒀(𝟏) = −
𝜸

𝟏𝟐
+
𝟏

𝟒
𝒍𝒐𝒈(𝟒𝝅𝟐) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐨 𝐠(𝟐𝝅) +

𝟏

𝟐𝝅𝟐
[
𝝅𝟐

𝟔
(𝜸 − 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅) − 𝟏𝟐𝒍𝒐𝒈(𝑨))] 

𝒀(𝟏) =
𝟏

𝟒
𝒍𝒐𝒈 (

𝟐𝝅

𝑨𝟒
) 

#𝑰(𝟏) = −
𝟐

𝟗
+
𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
+
𝟏

𝟒
𝒍𝒐𝒈 (

𝟐𝝅

𝑨𝟒
) ∴ 

⟹ 𝒀(
𝟏

𝟐
) =

𝜸

𝟒𝟖
+
𝟏

𝟏𝟐
𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅) −

𝟏

𝟒𝟖
𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟕𝜻(𝟑)

𝟑𝟐𝝅𝟐
−
𝜻′(𝟐)

𝟖𝝅𝟐
 

𝒀 (
𝟏

𝟐
) =

𝜸

𝟒𝟖
+
𝟏

𝟏𝟐
𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅) −

𝟏

𝟒𝟖
𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟕𝜻(𝟑)

𝟑𝟐𝝅𝟐
−
𝟏

𝟖𝝅𝟐
[
𝝅𝟐

𝟔
(𝜸 − 𝒍𝒐𝒈(𝟐𝝅) − 𝟏𝟐𝒍𝒐𝒈(𝑨))] 

𝒀(
𝟏

𝟐
) =

𝟏

𝟗𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝟏𝟔𝝅𝟔𝑨𝟐𝟒) −

𝟕𝜻(𝟑)

𝟑𝟐𝝅𝟐
 

#𝑰(𝟐) = −
𝟏𝟕

𝟐𝟖𝟖
−
𝟏

𝟒𝟖
𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟏

𝟏𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝝅) +

𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
+
𝟏

𝟗𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝟏𝟔𝝅𝟔𝑨𝟐𝟒) −

𝟕𝜻(𝟑)

𝟑𝟐𝝅𝟐
∴ 
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⟹𝑩 = 𝟖(−
𝟏𝟕

𝟐𝟖𝟖
−
𝟏

𝟒𝟖
𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟏

𝟏𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝝅) +

𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
+
𝟏

𝟗𝟔
𝒍𝒐𝒈(𝟏𝟔𝝅𝟔𝑨𝟐𝟒) −

𝟕𝜻(𝟑)

𝟑𝟐𝝅𝟐
) 

−𝟐(−
𝟐

𝟗
+
𝜻(𝟑)

𝟖𝝅𝟐
+
𝟏

𝟒
𝒍𝒐𝒈 (

𝟐𝝅

𝑨𝟒
)) 

𝑩 = 𝟒 𝒍𝒐𝒈(𝑨) −
𝜻(𝟑)

𝝅𝟐
−
𝟏

𝟑𝟔
−
𝟏

𝟑
𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐨 𝐠(𝝅) ∴ 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆:   

△=
𝜻(𝟑)

𝟒𝝅𝟑
(𝟗 − 𝟔𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(

𝟒

𝝅𝟔
)) +

𝟑𝜻′(𝟑)

𝟐𝝅𝟑
+ 𝟒 𝒍𝒐𝒈(𝑨) −

𝜻(𝟑)

𝝅𝟐
−
𝟏

𝟑𝟔
−
𝟏

𝟑
𝒍𝒐𝒈(𝟐) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐨 𝐠(𝝅) 

△=
𝜻(𝟑)

𝟒𝝅𝟑
(𝟗 − 𝟔𝜸 + 𝒍𝒐𝒈(

𝟒

𝝅𝟔
) − 𝟒𝝅) +

𝟑𝜻′(𝟑)

𝟐𝝅𝟑
+
𝟏

𝟔
𝒍𝒐𝒈(

𝑨𝟐𝟒

𝟒𝝅𝟑
) −

𝟏

𝟑𝟔
∴ 
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It’s nice to be important but more important it’s to be nice. 

At this paper works a TEAM. 

This is RMM TEAM. 

To be continued! 

Daniel Sitaru 

 

 

 


