
 
SP.596  Solve for real numbers: 

{
 
 

 
 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 =

𝟏

𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒚 − 𝒛)

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 =
𝟏

𝟑
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒛 − 𝒙)

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒛 =
𝟏

𝟔
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒙 − 𝒚)

 

Proposed by Daniel Sitaru – Romania  

Solution by proposer 

The system can be written: 

{
 
 

 
 
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
=
𝟏

𝟐
+
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒚 − 𝒛)

𝟐
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒚

𝟐
=
𝟏

𝟑
+
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒛 − 𝒙)

𝟐
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒛

𝟐
=
𝟏

𝟔
+
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒙 − 𝒚)

𝟐

,

{
 
 

 
 
− 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒚 − 𝒛)

− 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒚 =
𝟐

𝟑
− 𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒛 − 𝒙)

− 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒛 =
𝟏

𝟑
− 𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒙 − 𝒚)

 

{
 
 

 
 
𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒚 − 𝒛) − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒛 − 𝒙) − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒚 =
𝟐

𝟑

𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝒙 − 𝒚) − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒛 =
𝟏

𝟑

,

{
 
 

 
 𝟐𝐬𝐢𝐧

𝟐(𝒚 − 𝒛) + 𝟐𝒙

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟐𝒙 − 𝟐(𝒚 − 𝒛)

𝟐
= 𝟏

𝟐𝐬𝐢𝐧
𝟐(𝒛 − 𝒙) + 𝟐𝒚

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟐𝒚 − 𝟐(𝒛 − 𝒙)

𝟐
=
𝟐

𝟑

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝟐(𝒛 − 𝒙) + 𝟐𝒛

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟐𝒛 − 𝟐(𝒙 − 𝒚)

𝟐
=
𝟏

𝟑

 

{
 
 

 
 𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒚 − 𝒛) 𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝒚 + 𝒛) =

𝟏

𝟐

𝐬𝐢𝐧(−𝒙 + 𝒚 + 𝒛) 𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒚 − 𝒛) =
𝟏

𝟑

𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝒚 + 𝒛) 𝐬𝐢𝐧(−𝒙 + 𝒚 + 𝒛) =
𝟏

𝟔

 

By multiplying: 

(𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒚 − 𝒛) 𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝒚 + 𝒛) 𝐬𝐢𝐧(−𝒙 + 𝒚 + 𝒛))𝟐 =
𝟏

𝟑𝟔
 

𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒚 − 𝒛) 𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝒚 + 𝒛) 𝐬𝐢𝐧(−𝒙 + 𝒚 + 𝒛) = ±
𝟏

𝟔
 



 

{
 
 

 
 
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧(−𝒙 + 𝒚 + 𝒛) = ±

𝟏

𝟔
𝟏

𝟑
𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝒚 + 𝒛) = ±

𝟏

𝟔
,

𝟏

𝟔
𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒚 − 𝒛) = ±

𝟏

𝟔

              

{
 
 

 
 𝐬𝐢𝐧(−𝒙 + 𝒚 + 𝒛) = ±

𝟏

𝟑

𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝒚 + 𝒛) = ±
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒚 − 𝒛) = ±𝟏

 

{
 
 

 
 −𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = (−𝟏)𝒎 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±

𝟏

𝟑
) + 𝒎𝝅       (𝟏)

𝒙 − 𝒚 + 𝒛 = (−𝟏)𝒏 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±
𝟏

𝟐
) + 𝒏𝝅        (𝟐)

𝒙 + 𝒚 − 𝒛 = (−𝟏)𝒑 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(±𝟏) + 𝝅       (𝟑)

,𝒎,𝒏, 𝒑 ∈ ℤ 

By adding (1); (2): 

𝟐𝒛 = (−𝟏)𝒎 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±
𝟏

𝟑
) + (−𝟏)𝒏 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±

𝟏

𝟐
) + (𝒎 + 𝒏)𝝅 

𝒛 =
𝟏

𝟐
((−𝟏)𝒎 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±

𝟏

𝟑
) + (−𝟏)𝒏 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±

𝟏

𝟐
) + (𝒎 + 𝒏)𝝅) 

By adding (1); (3): 

𝟐𝒚 = (−𝟏)𝒎 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±
𝟏

𝟑
) + (−𝟏)𝒑 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(±𝟏) + (𝒎 + 𝒑)𝝅 

𝒚 =
𝟏

𝟐
((−𝟏)𝒎 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±

𝟏

𝟑
) + (−𝟏)𝒑 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(±𝟏) + (𝒎 + 𝒑)𝝅) 

By adding (2); (3): 

𝟐𝒙 = (−𝟏)𝒏 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±
𝟏

𝟐
) + (−𝟏)𝒑 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(±𝟏) + (𝒏 + 𝒑)𝝅 

𝒙 =
𝟏

𝟐
((−𝟏)𝒏 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 (±

𝟏

𝟐
) + (−𝟏)𝒑 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(±𝟏) + (𝒏 + 𝒑)𝝅) 


