
 
Find a closed form: 

∆=∑
(−𝟏)𝒋(𝒋 − 𝟏)

(𝟐𝒋 + 𝟏)𝟐𝒋𝟑

∞

𝒋=𝟏

 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 

Solution by Yang Silva Cartolin-Peru 

𝑩𝒚 𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒂𝒍 𝒇𝒓𝒂𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔:
⇒                ∆=∑(−𝟏)𝒋 (

𝟑𝟐

𝟐𝒋 + 𝟏
+

𝟏𝟐

(𝟐𝒋 + 𝟏)𝟐
−
𝟏𝟔

𝒋
+
𝟓

𝒋𝟐
−
𝟏

𝒋𝟑
)

∞

𝒋=𝟏

 

∆= 𝟑𝟐∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒋 + 𝟏

∞

𝒋=𝟏

+ 𝟏𝟐∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒋 + 𝟏)𝟐

∞

𝒋=𝟏

+ 𝟏𝟔∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒋

∞

𝒋=𝟏

− 𝟓∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒋𝟐

∞

𝒋=𝟏

+∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒋𝟑

∞

𝒋=𝟏

 

∎𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑩𝒆𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝜷(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔

∞

𝒏=𝟎

⟹∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔

∞

𝒏=𝟏

= 𝜷(𝒔) − 𝟏 

𝑾𝒉𝒆𝒓𝒆: 𝜷(𝟏) =
𝝅

𝟒
∧ 𝜷(𝟐) = 𝑮 

∎𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑩𝒆𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝜼(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

= (𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔)𝜻(𝒔) 

𝑾𝒉𝒆𝒓𝒆: 𝜼(𝟏) = 𝐥𝐨𝐠(𝟐) ∧ 𝜼(𝟐) =
𝝅𝟐

𝟏𝟐
∧ 𝜼(𝟑) =

𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆: 

∆= 𝟑𝟐(
𝝅

𝟒
− 𝟏) + 𝟏𝟐(𝑮 − 𝟏) + 𝟏𝟔 𝐥𝐨𝐠(𝟐) −

𝟓𝝅𝟐

𝟏𝟐
+
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) 

𝚫 =
𝟏

𝟏𝟐
(𝟗𝟔𝝅 − 𝟓𝟐𝟖 + 𝟏𝟒𝟒𝑮 + 𝟏𝟗𝟐 𝐥𝐨𝐠(𝟐) − 𝟓𝝅𝟐 + 𝟗𝜻(𝟑)) ∴ 

 

 

 


