
 

For any 𝒙, 𝒚, 𝒛 > 𝟎, prove that: 
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⇔ 𝜞(𝒙+ 𝒚)𝜞(𝒚+ 𝒛)𝜞(𝒛 + 𝒙) ≤ 𝜞(𝟐𝒙)𝜞(𝟐𝒚)𝜞(𝟐𝒛)

𝒇(𝒕) = 𝐥𝐧𝜞(𝒕)⟹ 𝒇″(𝒕) = 𝝍′(𝒕) > 𝟎⟹ 𝒇 is strictly convex on (𝟎,∞)
W.L.O.G.  𝒙 ≥ 𝒚 ≥ 𝒛 > 𝟎

𝑨 = (𝟐𝒙,𝟐𝒚,𝟐𝒛) and 𝑩= (𝒙+𝒚, 𝒙 + 𝒛, 𝒚 + 𝒛)
𝟐𝒙 ≥ 𝒙 +𝒚

𝟐𝒙+ 𝟐𝒚 ≥ (𝒙 + 𝒚) + (𝒙 + 𝒛)

𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 +𝟐𝒛 = (𝒙 + 𝒚) + (𝒙 + 𝒛) + (𝒚 + 𝒛)
⟹ 𝑨 ≻ 𝑩

Karamata’s Inequality ⟹𝒇(𝟐𝒙) + 𝒇(𝟐𝒚)+ 𝒇(𝟐𝒛) ≥ 𝒇(𝒙 + 𝒚) + 𝒇(𝒙 + 𝒛) + 𝒇(𝒚+ 𝒛)

⟹ 𝐥𝐧(𝜞(𝟐𝒙)𝜞(𝟐𝒚)𝜞(𝟐𝒛)) ≥ 𝐥𝐧(𝜞(𝒙+ 𝒚)𝜞(𝒙+ 𝒛)𝜞(𝒚+ 𝒛))

⟹ 𝜞(𝟐𝒙)𝜞(𝟐𝒚)𝜞(𝟐𝒛) ≥ 𝜞(𝒙 + 𝒚)𝜞(𝒚+ 𝒛)𝜞(𝒛 + 𝒙)

 


