
 
𝑭𝒊𝒏𝒅 ∶   

𝛀 = ∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙) + 𝐥𝐧(
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
))𝒅𝒙 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 

Solution 1 by Nawar Alasadi-Iraq 

𝑳𝒆𝒕 ∶  𝛀 = ∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙) + 𝐥𝐧 (
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
))𝒅𝒙 = 

∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝐥𝐧 (
−𝐥𝐧(𝒙)

𝟏 − 𝒙𝟑
)𝒅𝒙 = 𝑰𝟏 + 𝑰𝟐 

𝑭𝒐𝒓: ∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(− 𝒍𝒏(𝒙))𝒅𝒙  𝒍𝒆𝒕  𝒙 = 𝒆−𝒕 →   𝒅𝒙 = −𝒆−𝒕𝒅𝒕 

∫ 𝒆−𝟑𝒕
∞

𝟎

𝐥𝐧(𝒕) 𝒅𝒕 =⏞
𝟑𝒕=𝒗𝟏

𝟑
∫ 𝒆−𝒗(𝐥𝐧(𝒗) − 𝐥𝐧(𝟑))𝒅𝒗
∞

𝟎

= −
𝐥𝐧(𝟑) + 𝜸

𝟑
 

𝑭𝒐𝒓: ∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙𝟑) 𝒅𝒙  𝒍𝒆𝒕  𝒗 = 𝒙𝟑 →   𝒅𝒗 = 𝟑𝒙𝟐𝒅𝒙 

𝟏

𝟑
∫ 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒗)𝒅𝒗
𝟏

𝟎

=
𝟏

𝟑
[−(𝟏 − 𝒗) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒗) − 𝒗]

𝟏

𝟎
= −

𝟏

𝟑
 

𝑰𝟐 = −
𝐥𝐧(𝟑) + 𝜸

𝟑
+
𝟏

𝟑
=
𝟏 − 𝜸 − 𝐥𝐧(𝟑)

𝟑
 

𝑰𝟏 = ∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)𝒅𝒙  (𝑰. 𝑩. 𝑷 (𝒖 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙), 𝒅𝒗 = 𝒙𝟐𝒅𝒙)) 

𝑰𝟏 = [
𝒙𝟑

𝟑
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)]

𝟏

𝟎
− ∫

𝒙𝟑

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙 = 

𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
− ∫ (𝒙 −

𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
) 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

=
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
− 𝑱𝟏 + 𝑱𝟐 

𝑱𝟏 = ∫ 𝒙𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

   (𝑰. 𝑩. 𝑷 (𝒖 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙), 𝒅𝒗 = 𝒙𝒅𝒙)) 

𝑱𝟏 = [
𝒙𝟐

𝟐
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)]

𝟏

𝟎
− ∫

𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝒅𝒙 = 



 
𝝅𝟐

𝟑𝟐
− ∫ (𝟏 −

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
) 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

=
𝝅𝟐

𝟑𝟐
− (
𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)) +

𝝅𝟐

𝟑𝟐
=
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 

𝑱𝟐 = ∫
𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙  {𝒙 = 𝐭𝐚𝐧(𝒖)} →   ∫ 𝒖𝟐 𝐭𝐚𝐧(𝒖)𝒅𝒖

𝝅
𝟒

𝟎

= 

[−𝒖𝟐 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒖))]

𝝅
𝟒
𝟎
+ 𝟐∫ 𝒖 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒖)) 𝒅𝒖

𝝅
𝟒

𝟎

=
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐∫ 𝒖 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒖))𝒅𝒖

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑼𝒔𝒊𝒏𝒈  𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒖))  =  − 𝐥𝐧(𝟐) +∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒏𝒖)

∞

𝒏=𝟏

 

𝟐∫ 𝒖 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒖))𝒅𝒖

𝝅
𝟒

𝟎

= −
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
∫ 𝒖𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒏𝒖)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒖

∞

𝒏=𝟏

= 

−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) + 𝟐∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏
(
𝝅

𝟖
𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒏

𝟐
) +

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅𝒏
𝟐 ) − 𝟏

𝟒𝒏𝟐
)

∞

𝒏=𝟏

= 

−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
∑

(−𝟏)𝒌−𝟏

(𝟐𝒌 − 𝟏)𝟐

∞

𝒌=𝟏

+
𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒏−𝟏 (𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒏
𝟐 ) − 𝟏)

𝒏𝟑

∞

𝒌=𝟏

= 

−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 +

𝟏

𝟐
(−
𝟕

𝟖
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟖
∑
(−𝟏)𝒌 − 𝟏

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

) = 

−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 +

𝟏

𝟐
(−
𝟕

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟕

𝟑𝟐
𝜻(𝟑)) = −

𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑱𝟐 =
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑱𝟐 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑰𝟏 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑰𝟐 =
𝟏 − 𝜸 − 𝐥𝐧(𝟑)

𝟑
 

♦ =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
− (
𝝅𝟐 + 𝟏𝟔

𝟑𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) +

𝟏 − 𝜸 − 𝐥𝐧(𝟑)

𝟑
 

 

 



 
Solution 2 by Yang Silva Cartolin-Peru 

𝛀 = ∫ 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙) + 𝐥𝐧 (
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
))𝒅𝒙 

𝛀 = ∫𝒙𝟐 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝟑(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

+∫𝒙𝟐 𝐥𝐨𝐠(− 𝒍𝒐𝒈(𝒙))𝒅𝒙

𝟏

𝟎

−∫𝒙𝟐 𝐥𝐨𝐠(𝟏 − 𝒙𝟑) 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑰 = 𝝃𝟏 + 𝝃𝟐 − 𝝃𝟑 

∎𝝃𝟏 = ∫𝒙
𝟐 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝟑(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑾𝒆 𝒅𝒐: 𝒕 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙) → 𝒙 = 𝐭𝐚𝐧(𝒕) → 𝒅𝒙 = 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒕)𝒅𝒕 

𝒙 = 𝟏 → 𝒕 =
𝝅

𝟒
∧ 𝒙 = 𝟎 → 𝒕 = 𝟎 ⟹ 𝝃𝟏 = ∫ 𝒕

𝟑 𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒕) 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑰. 𝑩. 𝑷: {
𝒖 = 𝒕𝟑 → 𝒅𝒖 = 𝟑𝒕𝟐𝒅𝒕

𝒅𝒗 = 𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒕) 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒕)𝒅𝒕 → 𝒗 =
𝟏

𝟑
𝐭𝐚𝐧𝟑(𝒕)

 

⟹ 𝝃𝟏 = [
𝒕𝟑

𝟑
𝐭𝐚𝐧𝟑(𝒕)]

𝟎

𝝅
𝟒

−∫ 𝒕𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟑(𝒕)𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

=
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
− 𝒊𝟏 

≫ 𝒊𝟏 = ∫ 𝒕
𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟑(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒙)=𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒙)−𝟏
⇒             𝒊𝟏 = ∫ 𝒕

𝟐 𝐭𝐚𝐧(𝒕) 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

−∫ 𝒕𝟐𝐭𝐚𝐧 (𝒕)𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝒊𝟏 = 𝒂 − 𝒃⋙ 𝒂 = ∫ 𝒕𝟐 𝐭𝐚𝐧(𝒕) 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒕)𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑰. 𝑩. 𝑷: {
𝒖 = 𝒕𝟐 → 𝒅𝒖 = 𝟐𝒕𝒅𝒕

𝒅𝒗 = 𝐭𝐚𝐧(𝒕) 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒕) 𝒅𝒕 → 𝒗 =
𝟏

𝟐
𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒕)

 

⟹ 𝒂 = [
𝒕𝟐

𝟐
𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒕)]

𝟎

𝝅
𝟒

−∫ 𝒕 𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

=
𝝅𝟐

𝟑𝟐
− ∫ 𝒕𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒕)𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

+∫ 𝒕𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 



 

𝒂 =
𝝅𝟐

𝟏𝟔
− ∫ 𝒕𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒕)𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑰. 𝑩. 𝑷: {
𝒖 = 𝒕 → 𝒅𝒖 = 𝒅𝒕

𝒅𝒗 = 𝐬𝐞𝐜𝟐(𝒕) 𝒅𝒕 → 𝒗 = 𝐭𝐚𝐧(𝒕)
⟹ 𝒂 =

𝝅𝟐

𝟏𝟔
− [𝒕𝒕𝒂𝒏(𝒕)]

𝟎

𝝅
𝟒 +∫ 𝐭𝐚𝐧(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝒂 =
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+ [− 𝐥𝐨𝐠(𝒄𝒐𝒔(𝒕))]

𝟎

𝝅
𝟒 =

𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) ∴⋙ 𝒃 = ∫ 𝒕𝟐 𝐭𝐚𝐧(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑰. 𝑩. 𝑷: {
𝒖 = 𝒕𝟐 → 𝒅𝒖 = 𝟐𝒕𝒅𝒕

𝒅𝒗 = 𝐭𝐚𝐧(𝒕) → 𝒗 = − 𝐥𝐨𝐠(𝒄𝒐𝒔(𝒕))
 

⟹ 𝒃 = [−𝒕𝟐 𝐥𝐨𝐠(𝒄𝒐𝒔(𝒕))]
𝟎

𝝅
𝟒 + 𝟐∫ 𝒕𝒍𝒐𝒈(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

=
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) + 𝟐∫ 𝒕𝒍𝒐𝒈(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑭𝒐𝒖𝒓𝒊𝒆𝒓 𝑺𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔: 𝐥𝐨𝐠(𝒄𝒐𝒔(𝒙)) = − 𝐥𝐨𝐠(𝟐) −∑
(−𝟏)𝒌

𝒌
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒙)

∞

𝒌=𝟏

 

⟹ 𝒃 =
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) − 𝟐 𝐥𝐨𝐠(𝟐)∫ 𝒕𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

− 𝟐∑
(−𝟏)𝒌

𝒌
∫ 𝒕 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒌𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

∞

𝒌=𝟏

 

𝒃 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) − 𝟐∑

(−𝟏)𝒌

𝒌
[
𝝅

𝟖𝒌
𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒌

𝟐
) +

𝟏

𝟒𝒌𝟐
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒌

𝟐
) −

𝟏

𝟒𝒌𝟐
]

∞

𝒌=𝟏

 

𝒃 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) −

𝝅

𝟒
∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐
𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒌

𝟐
)

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒌

𝟐
)

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

 

𝑾𝒆 𝒅𝒐: 

∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐
𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒌

𝟐
)

∞

𝒌=𝟏

𝒌=𝟐𝒏+𝟏
⇒     −∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

 

∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟑
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅𝒌

𝟐
)

∞

𝒌=𝟏

𝒌=𝟐𝒏
⇒   −

𝟏

𝟖
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

 

⟹ 𝒃 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝝅

𝟒
∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

−
𝟕

𝟏𝟔
∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

 



 

𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑩𝒆𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏:𝜷(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝒔

∞

𝒏=𝟎

, ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= 𝜷(𝟐) = 𝑮 

𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝑩𝒆𝒕𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝜼(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

= (𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔)𝜻(𝒔) 

∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

= 𝜼(𝟑) =
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) ⟹ 𝒃 = −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) ∴ 

𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆: 

𝒊𝟏 =
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) − (−

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑)) 

𝒊𝟏 =
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) −

𝝅

𝟒
𝑮 +

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) ∴ 

𝑻𝒉𝒊𝒔: 

𝝃𝟏 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
− (
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) −

𝝅

𝟒
𝑮 +

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑)) 

𝝃𝟏 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) ∴ 

∎𝝃𝟐 = ∫𝒙
𝟐 𝐥𝐨𝐠(− 𝒍𝒐𝒈(𝒙)) 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑾𝒆 𝒅𝒐: 𝒕 = − 𝐥𝐨𝐠(𝒙) → 𝒙 = 𝒆−𝒕 → 𝒅𝒙 = −𝒆−𝒕𝒅𝒕 

𝒙 = 𝟏 → 𝒕 = 𝟎 ∧ 𝒙 = 𝟎 → 𝒕 = ∞⟹ 𝝃𝟐 = ∫ 𝒆
−𝟑𝒕 𝐥𝐨𝐠(𝒕) 𝒅𝒕

∞

𝟎

 

𝑾𝒆 𝒅𝒐: 𝒙 = 𝟑𝒕 → 𝒅𝒕 =
𝒅𝒙

𝟑
 

⟹ 𝝃𝟐 =
𝟏

𝟑
∫ 𝒆−𝒙 𝐥𝐨𝐠 (

𝒙

𝟑
)𝒅𝒙

∞

𝟎

=
𝟏

𝟑
(∫ 𝒆−𝒙 𝐥𝐨𝐠(𝒙)𝒅𝒙

∞

𝟎

− 𝐥𝐨𝐠(𝟑)∫ 𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

) 

𝝃𝟐 =
𝟏

𝟑
(∫ 𝒆−𝒙 𝐥𝐨𝐠(𝒙)𝒅𝒙

∞

𝟎

− 𝐥𝐨𝐠(𝟑)) 



 

𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 𝚪(𝒛) = ∫ 𝒙𝒛−𝟏𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

→ 𝚪′(𝒛) = ∫ 𝒙𝒛−𝟏𝐥𝐨𝐠 (𝒙)𝒆−𝒙𝒅𝒙

∞

𝟎

 

𝝃𝟐 =
𝟏

𝟑
(𝚪′(𝟏) − 𝐥𝐨𝐠(𝟑)) = −

𝜸

𝟑
−
𝟏

𝟑
𝐥𝐨𝐠(𝟑) ∴ 

∎𝝃𝟑 = ∫𝒙
𝟐 𝐥𝐨𝐠(𝟏 − 𝒙𝟑) 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= −∑
𝟏

𝒏
∫𝒙𝟑𝒏+𝟐𝒅𝒙

𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟑
∑

𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟑
∴ 

𝑻𝒉𝒖𝒔: 

𝑰 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) −

𝜸

𝟑
−
𝟏

𝟑
𝐥𝐨𝐠(𝟑) +

𝟏

𝟑
 

Solution 3 by Lara Gangler-Hungary 

𝐈 = ∫ 𝒙𝟐 ((𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟑 + 𝐥𝐧 (
𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
))

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

𝐈 = ∫ 𝒙𝟐(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟑𝒅𝒙
𝟏

𝟎

+∫ 𝒙𝟐𝐥𝐧 (
𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝐈𝟏 + 𝐈𝟐 

Calculating 𝐈𝟏 Integration by parts – 1: 

(
𝒙𝟑

𝟑
(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟑)

′

= 𝒙𝟐(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟑 +
𝒙𝟑

𝟑
𝟑(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
 

𝒙𝟑

𝟑
(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟑|

𝟎

𝟏

= 𝐈𝟏 +∫ 𝒙𝟑(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

 

𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
= 𝐈𝟏 +∫ 𝒙𝟑(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐

𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

= 𝐈𝟏 +∫ (𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐
(𝒙𝟑 + 𝒙 − 𝒙)𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

= 𝐈𝟏 +∫ (𝒙(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐 −
𝒙(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝐈𝟏 + 𝐉𝟏𝟏 − 𝐉𝟏𝟐 

Calculating 𝐉𝟏𝟏 Integration by parts – 2: 

(
𝒙𝟐

𝟐
(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐)

′

= 𝒙(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐 +
𝒙𝟐

𝟐
𝟐 𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
 



 

𝒙𝟐

𝟐
(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐|

𝟎

𝟏

= 𝐉𝟏𝟏 +∫ 𝒙𝟐 𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

= 𝐉𝟏𝟏 +∫ 𝒙𝟐 𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙
(𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝟏)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟎

= 𝐉𝟏𝟏 +∫ (𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙 −
𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
)

𝟏

𝟎

𝒅𝒙

= 𝐉𝟏𝟏 + [(𝒙𝐭𝐚𝐧
−𝟏 𝒙 −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)) −

𝟏

𝟐
(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐]|

𝟎

𝟏

 

𝝅𝟐

𝟑𝟐
= 𝐉𝟏𝟏 +

𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
→ 𝐉𝟏𝟏 =

𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 

Calculating 𝐉𝟏𝟐 Integration by parts – 3: 

(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐) (𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐)

′

=
𝒙(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐) 𝟐

𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
 

(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐) (𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐)|

𝟎

𝟏

= 𝐉𝟏𝟐 +∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)
𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 𝐉𝟏𝟐 + 𝐊𝟏𝟐 

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) = 𝐉𝟏𝟐 + 𝐊𝟏𝟐 

Calculating 𝐊𝟏𝟐 

𝐊𝟏𝟐 = ∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)
𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

𝒙 = 𝐭𝐚𝐧𝒚 → 𝒅𝒙 = 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒚 𝒅𝒚  &  𝟏 + 𝒙𝟐 = 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒚  

𝐊𝟏𝟐 = ∫ 𝐥𝐧(𝐬𝐞𝐜𝟐𝒚)
𝒚

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒚

𝝅/𝟒

𝟎

𝐬𝐞𝐜𝟐𝒚 𝒅𝒚 = −∫ 𝟐𝒚 𝒍𝒏(𝐜𝐨𝐬 𝒚)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒚 = −𝟐 𝐋𝟏𝟐 

Calculating 𝐋𝟏𝟐𝐋𝟏𝟐 = ∫ 𝒚 𝒍𝒏(𝐜𝐨𝐬 𝒚)
𝝅

𝟒
𝟎

𝒅𝒚 = ∫ 𝒚 (− 𝐥𝐧 𝟐 + ∑
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒌𝒚

𝒌

∞
𝒌=𝟏 (−𝟏)𝒌+𝟏)𝒅𝒚 =

𝝅/𝟒

𝟎
=

−
𝟏

𝟐
(
𝝅

𝟒
)
𝟐

𝐥𝐧 𝟐 + ∑
(−𝟏)𝒌+𝟏

𝒌

∞
𝒌=𝟏 ∫ 𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒌𝒚𝒅𝒚 =

𝝅

𝟒
𝟎

= −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

∑
(−𝟏)𝒌+𝟏

𝒌

∞
𝒌=𝟏

𝟐𝒌𝒚 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒌𝒚+𝐜𝐨𝐬𝟐𝒌𝒚

(𝟐𝒌)𝟐
|
𝟎

𝝅

𝟒
== −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) + ∑

(−𝟏)𝒌+𝟏

𝟒𝒌𝟑
(
𝒌𝝅

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝒌𝝅

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

𝒌𝝅

𝟐
− 𝟏) =∞

𝒌=𝟏 =

−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟒
×
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) + ∑

(−𝟏)𝒌+𝟏

𝟒𝒌𝟑
(
𝒌𝝅

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝒌𝝅

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

𝒌𝝅

𝟐
) =∞

𝒌=𝟏 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝜻(𝟑)

𝟏𝟔
+

∑
(−𝟏)𝟐𝒌+𝟏

𝟒(𝟐𝒌)𝟑
(𝒌𝝅 𝐬𝐢𝐧𝒌𝝅 + 𝐜𝐨𝐬 𝒌𝝅) +∞

𝒌=𝟏 + ∑
(−𝟏)𝟐𝒌

𝟒(𝟐𝒌−𝟏)𝟑
(
(𝟐𝒌−𝟏)𝝅

𝟐
𝐬𝐢𝐧

(𝟐𝒌−𝟏)𝝅

𝟐
+ 𝐜𝐨𝐬

(𝟐𝒌−𝟏)𝝅

𝟐
)∞

𝒌=𝟏 =

−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝜻(𝟑)

𝟏𝟔
+ ∑ (

(−𝟏)𝟐𝒌+𝟏

𝟒(𝟐𝒌)𝟑
𝐜𝐨𝐬 𝒌𝝅 +

(−𝟏)𝟐𝒌

𝟒(𝟐𝒌−𝟏)𝟑

(𝟐𝒌−𝟏)𝝅

𝟐
𝐬𝐢𝐧

(𝟐𝒌−𝟏)𝝅

𝟐
)∞

𝒌=𝟏 == −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝜻(𝟑)

𝟏𝟔
+ ∑ (

−𝟏

𝟑𝟐𝒌𝟑
(−𝟏)𝒌 +

𝝅

𝟖(𝟐𝒌−𝟏)𝟐
(−𝟏)𝒌−𝟏)∞

𝒌=𝟏 == −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟑𝜻(𝟑)

𝟏𝟔
+

𝟏

𝟑𝟐

𝟑𝜻(𝟑)

𝟒
+
𝝅𝑮

𝟖
=
𝝅𝑮

𝟖
−

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟐𝟏𝜻(𝟑)

𝟏𝟐𝟖
 

→ 𝐊𝟏𝟐 = ∫ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)
𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 =
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟐𝟏𝜻(𝟑)

𝟔𝟒
−
𝝅𝑮

𝟒
 



 
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) = 𝐉𝟏𝟐 + 𝐊𝟏𝟐 

→ 𝐉𝟏𝟐 = ∫
𝒙(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

=
𝝅𝑮

𝟒
−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟐𝟏𝜻(𝟑)

𝟔𝟒
 

𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
= 𝐈𝟏 + 𝐉𝟏𝟏 − 𝐉𝟏𝟐 

𝐈𝟏 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
+
𝝅𝑮

𝟒
−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟐𝟏𝜻(𝟑)

𝟔𝟒
− (
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐)) 

→ 𝐈𝟏 = ∫ 𝒙𝟐(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟑
𝟏

𝟎

=
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝑮

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟐𝟏𝜻(𝟑)

𝟔𝟒
 

Calculating 𝐈𝟐: 𝐈𝟐 = ∫ 𝒙
𝟐𝐥𝐧 (

𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙𝟑−𝟏
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎
= ∫ 𝒙𝟐𝐥𝐧 (

−𝐥𝐧 (𝒙)

𝟏−𝒙𝟑
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎
= 𝐈𝟐𝟏 − 𝐈𝟐𝟐 

Calculating 𝐈𝟐𝟏: 𝒖 = − 𝐥𝐧(𝒙) → 𝒙 = 𝒆−𝒖 → 𝒅𝒙 = −𝒆−𝒖 𝒅𝒖   

𝐈𝟐𝟏 = ∫ 𝒙𝟐𝐥𝐧 (−𝐥𝐧 (𝒙))𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= ∫ 𝒆−𝟐𝒖𝐥𝐧 (𝒖)𝒆−𝒖 𝒅𝒖
∞

𝟎

= ∫ 𝒆−𝟑𝒖𝐥𝐧 (𝒖)𝒅𝒖
∞

𝟎

 

𝒘 = 𝟑𝒖 → 𝒅𝒖 =
𝒅𝒘

𝟑
   

𝐈𝟐𝟏 = ∫ 𝒆−𝟑𝒖𝐥𝐧 (𝒖)𝒅𝒖
∞

𝟎

=
𝟏

𝟑
∫ 𝒆−𝒘𝐥𝐧 (

𝒘

𝟑
)𝒅𝒘

∞

𝟎

=
𝟏

𝟑
∫ 𝒆−𝒘(𝐥𝐧(𝒘) − 𝐥𝐧 (𝟑))𝒅𝒘
∞

𝟎

= −
𝜸 + 𝐥𝐧(𝟑)

𝟑
 

Calculating 𝐈𝟐𝟐 

𝐈𝟐𝟐 = ∫ 𝒙𝟐𝐥𝐧 (𝟏 − 𝒙𝟑)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= ∫ −𝒙𝟐∑
𝒙𝟑𝒌

𝒌

∞

𝒌=𝟏

𝒅𝒙
𝟏

𝟎

=∑−
𝟏

𝒌

∞

𝒌=𝟏

∫ 𝒙𝟑𝒌+𝟐𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= ∑−
𝟏

𝒌

𝟏

𝟑𝒌 + 𝟑

∞

𝒌=𝟏

= −
𝟏

𝟑
∑

𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)

∞

𝒌=𝟏

= −
𝟏

𝟑
∑(

𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
) =

∞

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟑
 

𝐈𝟐 = 𝐈𝟐𝟏 − 𝐈𝟐𝟐 = −
𝜸 + 𝐥𝐧(𝟑)

𝟑
+
𝟏

𝟑
=
𝟏 − 𝜸 − 𝐥𝐧(𝟑)

𝟑
 

𝐈 = 𝐈𝟏 + 𝐈𝟐 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝑮

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝑮

𝟒
−
𝟐𝟏𝜻(𝟑)

𝟔𝟒
+
𝟏 − 𝜸 − 𝐥𝐧(𝟑)

𝟑
 

→ 𝐈 = ∫ 𝒙𝟐 ((𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙)𝟑 + 𝐥𝐧 (
𝐥𝐧 (𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
))

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

𝐈 =
𝟏

𝟑
+
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝑮

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧(𝟑) −

𝟐𝟏𝜻(𝟑)

𝟔𝟒
−
𝜸

𝟑
 



 
Solution 4 by Samuel Ajibade-Nigeria 

𝑰 =  ∫ 𝒙𝟐 (𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝟑(𝒙) + 𝐥𝐧 (
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
))𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑰 =  ∫ 𝒙𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒙𝟐𝒍𝒏 (
𝒍𝒏(𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
)𝒅𝒙 

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

: 𝑰 = 𝑱 + 𝑲        ⋯  𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝟏, 𝑱 =  ∫ 𝒙𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝑼𝒔𝒊𝒏𝒈 𝑰𝑩𝑷: 𝒖 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙), 𝒅𝒗 = 𝒙𝟐, 𝒅𝒖 =
𝟑𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙, 𝒗 =

𝒙𝟑

𝟑
  

𝑱 =
𝒙𝟑

𝟑
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟑(𝒙)|

𝟎

𝟏

−∫
𝒙𝟑

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

  

𝑱 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
− ∫ (𝒙 −

𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
) 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑱 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
− ∫ 𝒙 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙 + ∫

𝒙 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝑳𝒆𝒕 𝑱 =
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
− 𝑱𝟏  + 𝑱𝟐      ⋯  𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝟐, 𝑱𝟏 = ∫ 𝒙 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)𝒅𝒙 

𝟏

𝟎

 

𝑰𝑩𝑷: 𝒖 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙), 𝒅𝒖 =
𝟐 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
, 𝒗 =

𝒙𝟐

𝟐
 

𝑱𝟏 = 
𝒙𝟐

𝟐
 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)|

𝟎

𝟏

−∫
𝒙𝟐 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑱𝟏 = 
𝝅𝟐

𝟑𝟐
− ∫ 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)𝒅𝒙 + ∫

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝑱𝟏 = 
𝝅𝟐

𝟑𝟐
 − (𝒙 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙)  −

𝟏

𝟐
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙𝟐))|

𝟎

𝟏

+
𝟏

𝟐
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)|

𝟎

𝟏

 

𝑱𝟏 =
𝝅𝟐

𝟑𝟐
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝒍𝒏(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟑𝟐
 

𝑱𝟏 = 
𝝅𝟐

𝟏𝟔
−
𝝅

𝟒
+
𝟏

𝟐
𝒍𝒏(𝟐) 

𝑱𝟐 = ∫
𝒙 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 



 

𝑳𝒆𝒕 𝒕 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙), 𝒅𝒕 =
𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
, 𝒕 ∈ [𝟎,

𝝅

𝟒
] 

𝑱𝟐 = ∫ 𝒕𝟐  𝐭𝐚𝐧(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑩𝒚 𝑰𝑩𝑷: 𝒖 = 𝒕𝟐, 𝒅𝒖 = 𝟐𝒕𝒅𝒕, 𝒗 = −𝒍𝒏(𝐜𝐨𝐬(𝒕)) 

𝑱𝟐 = −𝒕
𝟐𝒍𝒏(𝐜𝐨𝐬(𝒕))| 

𝟎

𝝅
𝟒 +  𝟐∫ 𝒕 𝒍𝒏(𝐜𝐨𝐬(𝒕)) 𝒅𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

 

𝑩𝒚 𝑭𝒐𝒖𝒓𝒊𝒆𝒓 𝒆𝒙𝒑𝒂𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏 𝒐𝒇 𝒍𝒏(𝒄𝒐𝒔(𝒕))  

𝑱𝟐 =
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − 𝟐∫ 𝒕(𝒍𝒏(𝟐) +∑

(−𝟏)𝒏

𝒏
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒏𝒕)

∞

𝒏=𝟏

)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒕 

𝑱𝟐 =
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − 𝟐𝒍𝒏(𝟐)∫ 𝒕 𝒅𝒕 − 𝟐∫ 𝒕

𝝅
𝟒

𝟎

𝝅
𝟒

𝟎

∑
(−𝟏)𝒏

𝒏
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒏𝒕)

∞

𝒏=𝟏

𝒅𝒕 

𝑭𝒖𝒃𝒊𝒏𝒊 − 𝑻𝒐𝒏𝒆𝒍𝒍𝒊 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 

𝑱𝟐 =  
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − 𝒍𝒏(𝟐)

𝝅𝟐

𝟏𝟔
− 𝟐∑

(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒕 𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒏𝒕)

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒕 

𝑩𝒚 𝑰𝑩𝑷: 𝒖 = 𝒕, 𝒗 =
𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒏𝒕)

𝟐𝒏
  

{
 
 
 

 
 
 𝑵𝑩: 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟐
𝒏) = {

𝟎    𝒏 𝒊𝒔 𝒆𝒗𝒆𝒏
±𝟏    𝒏 𝒊𝒔 𝒐𝒅𝒅

∴   𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
(𝟐𝒌 + 𝟏)) =  (−𝟏)𝒌

𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
𝒏) =  {

𝟎    𝒏 𝒊𝒔 𝒐𝒅𝒅
±𝟏      𝒏 𝒊𝒔 𝒆𝒗𝒆𝒏

∴  𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
(𝟐𝒌)) =  (−𝟏)𝒌 }

 
 
 

 
 
 

 

𝑱𝟐 =  −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − 𝟐∑

(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

(𝒕
𝒔𝒊𝒏(𝟐𝒏𝒕)

𝟐𝒏
 +
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒏𝒕)

𝟒𝒏𝟐
)|
𝟎

𝝅
𝟒

 

𝑱𝟐 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − 𝟐∑

(−𝟏)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

(
𝝅 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅
𝟐 𝒏)

𝟖𝒏
+
𝒄𝒐𝒔 (

𝝅
𝟐 𝒏) − 𝟏

𝟒𝒏𝟐
)  

𝑱𝟐 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) −

𝝅

𝟒
∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
𝒏) −

𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
𝒏) +

𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

 

𝑭𝒐𝒓 𝒕𝒉𝒆 𝒇𝒊𝒓𝒔𝒕 𝒔𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔, 𝒍𝒆𝒕 𝒏 = 𝟐𝒌 + 𝟏(𝒕𝒉𝒆 𝒐𝒅𝒅 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒆𝒓 𝒔𝒖𝒃) 

𝑭𝒐𝒓 𝒕𝒉𝒆 𝒔𝒆𝒄𝒐𝒏𝒅 𝒔𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔, 𝒍𝒆𝒕 𝒏 = 𝟐𝒎 (𝒕𝒉𝒆 𝒆𝒗𝒆𝒏 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒈𝒆𝒓 𝒔𝒖𝒃): n≥ 𝟐 



 

 𝑱𝟐 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) +

𝝅

𝟒
∑

(−𝟏)𝒌

(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟐

∞

𝒌=𝟎

 −
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒎

𝟖𝒎𝟑

∞

𝒎=𝟏

+
𝟏

𝟐
∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟑

∞

𝒏=𝟏

 

𝑱𝟐 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 +

𝟏

𝟏𝟔
𝜼(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝜼(𝟑) 

𝑱𝟐 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟕

𝟏𝟔
𝜼(𝟑)  

𝑱𝟐 = −
𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

Combining 𝑱𝟏 & 𝑱𝟐 to get J from equation 2  

𝑱 =  
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
 −
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝒍𝒏(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) 

Now  solving for K 

 

𝑲 = ∫ 𝒙𝟐𝒍𝒏 (
𝒍𝒏(𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 = ∫ 𝒙𝟐𝒍𝒏 (
−𝒍𝒏(𝒙)

𝟏 − 𝒙𝟑
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

  

𝑲 = ∫ 𝒙𝟐𝒍𝒏(−𝒍𝒏(𝒙)) 𝒅𝒙 − ∫ 𝒙𝟐𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙𝟑) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

Let K= 𝑲𝟏 −𝑲𝟐       ⋯  𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 3 

 𝑲𝟏 = ∫ 𝒙𝟐𝒍𝒏(−𝒍𝒏(𝒙)) 𝒅𝒙 
𝟏

𝟎

 

𝒙 = 𝒆−𝒕, 𝒅𝒙 = −𝒆−𝒕𝒅𝒕, 𝒕 ∈ (𝟎,∞) 

 𝑲𝟏 = ∫ 𝒍𝒏(
∞

𝟎

𝒕) 𝒆−𝟑𝒕𝒅𝒕  

Evaluating via the derivative of the gamma function 

 𝑲𝟏 =
𝝏

𝝏𝒂
|
𝒂=𝟎
∫ 𝒕𝒂 𝒆−𝟑𝒕𝒅𝒕 =

𝟏

𝟑

𝝏

𝝏𝒂

𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝟑𝒂
|
𝒂=𝟎
 

∞

𝟎

 

 𝑲𝟏 = 
𝟏

𝟑
 
𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝟑𝒂
(𝝍(𝒂 + 𝟏) − 𝒍𝒏(𝟑))|𝒂=𝟎 

𝑲𝟏 =
𝟏

𝟑
(𝝍(𝟏) − 𝒍𝒏(𝟑)) 

𝑲𝟏 = −
𝜸

𝟑
 −
𝒍𝒏(𝟑)

𝟑
 



 

𝑲𝟐 =  ∫ 𝒙𝟐𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙𝟑) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝒕 = 𝟏 − 𝒙𝟑, 𝒅𝒕 = −𝟑𝒙𝟐𝒅𝒙 

𝑲𝟐 =
𝟏

𝟑
∫ 𝒍𝒏(𝒕)𝒅𝒕 =  

𝒕

𝟑
(𝒍𝒏(𝒕) − 𝟏)|

𝟎

𝟏𝟏

𝟎

 

𝑲𝟐 = −
𝟏

𝟑
 

∴ 

𝑲 =
𝟏

𝟑
−
𝜸

𝟑
−
𝒍𝒏(𝟑)

𝟑
  

Finally: From equation 1, I= J+K 

𝑰 =  
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
 −
𝝅𝟐

𝟏𝟔
+
𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝒍𝒏(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟑𝟐
𝒍𝒏(𝟐) +

𝝅

𝟒
𝑮 −

𝟐𝟏

𝟔𝟒
𝜻(𝟑) +

𝟏

𝟑
−
𝜸

𝟑
−
𝒍𝒏(𝟑)

𝟑
  

𝑰 =  
𝟏

𝟏𝟗𝟐
(𝝅𝟑 − 𝟏𝟐𝝅𝟐 − 𝟔𝝅𝟐𝒍𝒏(𝟐) + 𝟒𝟖𝝅 − 𝟗𝟔𝒍𝒏(𝟐) + 𝟒𝟖𝝅𝑮 − 𝟔𝟑𝜻(𝟑) − 𝟔𝟒𝜸 − 𝟔𝟒𝒍𝒏(𝟑)

+ 𝟔𝟒)∎ 

 

 

 


