
 

Prove that: 

∫ ∫
𝐥𝐧((𝟏 + 𝒙𝒚)√(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝟑)

𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 =
𝟕 𝐥𝐧(𝟐)𝑮

𝟐
−
𝝅𝟑

𝟏𝟔
 

𝑮 = 𝜷(𝟐) 𝒊𝒔 𝑪𝒂𝒕𝒂𝒍𝒂𝒏′𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕  
 

Proposed by Samuel Adekunle Ajibade- Nigeria 
 

Solution 1 by Emedi Abner Ngoy- DR Congo 

∫ ∫
𝐥𝐧 ((𝟏 + 𝒙𝒚)√(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝟑)

𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 𝒅𝒚 = 𝑰 

∬ 𝒇
[𝟎,𝟏]𝟐

(𝒙𝒚) 𝒅𝒙 𝒅𝒚 = −∫ 𝒇
𝟏

𝟎

(𝒕)𝐥𝐧𝒕 𝒅𝒕, 𝑰 = −∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) +

𝟑
𝟐 𝐥𝐧

(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧𝒕 𝒅𝒕 

𝑰𝟏 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)𝐥𝐧𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕, 𝑨 = ∫
𝐥𝐧𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 (𝟏) 

𝑩 = ∫
𝐥𝐧𝒕 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 (𝟐) 

𝑪 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 (𝟑) 

Computing A  In (1) let 𝒕 →
𝟏−𝒕

𝟏+𝒕
: 

𝑨 = ∫
𝐥𝐧𝟐 (

𝟏 − 𝒕
𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕) − 𝟐𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) + 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑨 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 − 𝟐∫
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 + ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑨 = ∫
𝐥𝐧𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕,  ∫
𝐥𝐧𝒏−𝟏𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 =
𝜷(𝒏)𝜞(𝒏)

(−𝟏)𝒏−𝟏
 

𝑨 =
𝜷(𝟑)𝜞(𝟑)

(−𝟏)𝟐
=
𝝅𝟑

𝟏𝟔
 

∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕,  ∫
𝐥𝐧𝒏(𝟏 − 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = (−𝟏)𝒏 𝒏!  𝕴 (𝐋𝐢𝒏+𝟏 (
𝟏 + 𝒊

𝟐
)) 

∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟐 𝕴 (𝐋𝐢𝟑 (
𝟏 + 𝒊

𝟐
)) 



 
Let 

𝑫 = ∫
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕,  𝑬 = ∫
𝐥𝐧(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

Then 

𝑪 − 𝟐𝑫 =
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− 𝟐 𝕴 (𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)) (𝟒) 

Relation (5), from B 

In (2) 𝑩 = ∫
𝐥𝐧𝒕 𝐥𝐧(𝟏−𝒕)

𝟏+𝒕𝟐

𝟏

𝟎
 𝒅𝒕, let 𝒕 →

𝟏−𝒕

𝟏+𝒕
: 

𝑩 = ∫
𝐥𝐧 (

𝟏 − 𝒕
𝟏 + 𝒕) 𝐥𝐧 (

𝟐𝒕
𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

𝑩 = 𝐥𝐧𝟐∫
𝐥𝐧 (

𝟏 − 𝒕
𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 − 𝑫 + 𝑩 + 𝑪 − 𝑬 

𝑪 −𝑫 − 𝑬 = 𝑮𝐥𝐧𝟐 (𝟓) 

Relation (6), from C In (3) 

𝑪 = (∫ −
∞

𝟎

∫
∞

𝟏

)
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐
 𝒅𝒕, 𝑪 = ∫

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒕 − ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

∞

𝟏

 𝒅𝒕 

let 𝒕 →
𝟏

𝒕
: 

𝑪 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒕 − [∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕) − 𝟐𝐥𝐧𝒕𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕) + 𝐥𝐧𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕] 

𝑪 = ∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒕 − 𝑪 + 𝟐𝑬 −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
, 𝑪 − 𝑬 =

𝟏

𝟐
∫

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒕 −
𝝅𝟑

𝟑𝟐
 (𝟔) 

∫
𝐥𝐧𝒏(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒕 = (−𝟏)𝒏 𝒏!  𝕴(𝐋𝐢𝒏+𝟏(𝟏 + 𝒊)) 

∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

∞

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟐 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)), 𝑪 − 𝑬 = 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)) −
𝝅𝟑

𝟑𝟐
 (𝟔) 

Solving for D, C and , 𝑪 − 𝟐𝑫 =
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− 𝟐 𝕴 (𝐋𝐢𝟑 (

𝟏+𝒊

𝟐
)) (𝟒) 

𝑪 −𝑫 − 𝑬 = 𝑮𝐥𝐧(𝟐) (𝟓), −𝑬 = 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)) −
𝝅𝟑

𝟑𝟐
 (𝟔) 

(5) and −𝟏 ⋅(6) sum: 



 

𝑫 = 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)) −
𝝅𝟑

𝟑𝟐
− 𝑮𝐥𝐧(𝟐), in (4),  𝑪 = 𝟐𝑫 +

𝝅𝟑

𝟏𝟔
− 𝟐 𝕴 (𝐋𝐢𝟑 (

𝟏 + 𝒊

𝟐
)) 

𝑪 = −𝟒 𝕴 (𝐋𝐢𝟑 (
𝟏 + 𝒊

𝟐
)) − 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +

𝟕𝝅𝟑

𝟔𝟒
+
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 

𝑬 = 𝑪 − 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)) −
𝝅𝟑

𝟑𝟐
 

𝑰𝟏 = 𝑬 = ∫
𝐥𝐧(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝟑 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)) −
𝟓𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝟑𝝅𝐥𝐧𝟐(𝟐)

𝟏𝟔
− 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 

Computing 𝑰𝟐 

𝑰𝟐 = ∫
𝐥𝐧(𝒕)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕,  
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐
= ∑(−𝟏)𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟏

𝑯𝒏 𝒕
𝟐𝒏 

𝑰𝟐 = ∑(−𝟏)𝒏+𝟏
∞

𝒏=𝟏

𝑯𝒏∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝒕) 𝒅𝒕 = ∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

∫
𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 = 𝐥𝐧(𝟐) + 𝑯𝒏 −𝑯𝟐𝒏 ,  𝑯𝟐𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
+ 𝑯𝟐𝒏 

𝑯𝒏 = −𝐥𝐧(𝟐) + 𝑯𝟐𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
+∫

𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

𝑯𝒏 = ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

[−𝐥𝐧(𝟐) + 𝑯𝟐𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
+∫

𝒕𝟐𝒏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕] 

𝑰𝟐 = −𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

− 𝜷(𝟑) + ∫
𝟏

𝒕(𝟏 + 𝒕)

𝟏

𝟎

(∑
(−𝟏)𝒏𝒕𝟐𝒏+𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

)𝒅𝒕 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝟐𝒏+𝟏
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= 𝕴(∑
𝒊𝒏𝑯𝒏
𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

) 

∑
𝒕𝒏𝑯𝒏
𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

= 𝐋𝐢𝟑(𝒕) − 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒕) + 𝐋𝐢𝟐(𝟏 − 𝒕)𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒕)𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

+ 𝜻(𝟑),  𝒕 = 𝒊 

𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝒊)) =
𝝅𝟑

𝟑𝟐
,  𝕴(𝐥𝐧(𝟏 − 𝒊) 𝐋𝐢𝟐(𝟏 − 𝒊)) = −

𝐥𝐧(𝟐) 𝑮

𝟐
−
𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝝅𝐥𝐧𝟐(𝟐)

𝟖
 



 

𝕴(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒊)𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒊)) = −

𝝅𝟑

𝟔𝟒
+
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐,

𝑺𝟏 = −𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) −
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟖
−
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟏𝟔
 

⊛ ∫
𝟏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

 𝕴 (
𝐋𝐢𝟐(𝒕)

𝒕
)𝒅𝒕 = ∫

𝟏

𝟏 + 𝒕

𝟏

𝟎

(∫
−𝒊𝐥𝐧𝒙

𝟏 − 𝒊𝒙𝒕

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙)𝒅𝒕,  let 𝒙𝒕 = 𝒖 

∫ ∫
𝐥𝐧 (

𝒕
𝒖)

𝒕(𝒕 + 𝟏)(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝒕

𝟎

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 𝒅𝒕 = 𝑲 

𝑲 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(𝐋𝐢𝟐(−𝒖) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐𝒖 + 𝐥𝐧(𝟐)𝐥𝐧𝒖 +

𝝅𝟐

𝟏𝟐
)𝒅𝒖 

𝑲 = ∫
𝐋𝐢𝟐(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 + 𝜷(𝟑) + 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 +
𝝅𝟑

𝟒𝟖
 

𝑴 = ∫
𝐋𝐢𝟐(−𝒖)

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖 = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒖𝟐

𝟏

𝟎

(∫
𝒖𝐥𝐧𝒙

𝟏 + 𝒖𝒙

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙)𝒅𝒖 

𝑴 = ∫ 𝐥𝐧
𝟏

𝟎

𝒙(∫
𝒖

(𝟏 + 𝒖𝒙)(𝟏 + 𝒖𝟐)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒖) 𝒅𝒙 

𝑴 = ∫ 𝐥𝐧
𝟏

𝟎

𝒙(
𝝅𝒙

𝟒(𝟏 + 𝒙𝟐)
+

𝐥𝐧(𝟐)

𝟐(𝟏 + 𝒙𝟐)
−
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
)𝒅𝒙 

𝑴 =
𝝅

𝟏𝟔
∫

𝐥𝐧𝒙

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 +
𝐥𝐧(𝟐)

𝟐
(−𝑮) − 𝑬 

𝑴 =
𝟕𝝅𝟑

𝟗𝟔
+
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 +

𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝑮 − 𝟑 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)) 

𝑰𝟐 = 𝟐 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐𝟐 − 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮  

Conclusion 𝑰 = −𝑰𝟏 −
𝟑

𝟐
 𝑰𝟐 

𝑰 = −𝟑 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)) +
𝟓𝝅𝟑

𝟔𝟒
+
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐𝟐 + 𝟐𝐥𝐧(𝟐) 𝑮

−
𝟑

𝟐
(𝟐 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) +

𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅𝐥𝐧𝟐𝟐

𝟖
− 𝐥𝐧(𝟐) 𝑮) 

𝑰 = −𝟑 𝕴(𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊) + 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)) + (
𝟓𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝟗𝝅𝟑

𝟔𝟒
) + 𝑮𝐥𝐧(𝟐)(𝟐 +

𝟑

𝟐
) 

 𝑰 =
𝟕

𝟐
 𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
   



 

Solution 2 by  Pham Duc Nam- Vietnam 

𝑰 = ∫ ∫
𝐥𝐧 ((𝟏 + 𝒙𝒚)√(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝟑)

𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 𝐝𝒙𝐝𝒚 =
𝟕

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
 

1.) Reduce the given integral 

By symmetry integral : ∫ ∫ 𝒇
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎
(𝒙𝒚)𝐝𝒙𝐝𝒚 = −∫ 𝐥𝐧

𝟏

𝟎
(𝒙)𝒇(𝒙)𝐝𝒙 

⇒ 𝑰 = −∫ 𝐥𝐧
𝟏

𝟎

(𝒙) (
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐
+
𝟑

𝟐

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝟏 + 𝒙𝟐
)𝐝𝒙 

= −∫
𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒙 −
𝟑

𝟐
∫
𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒙 = −𝑨 −
𝟑

𝟐
𝑩 

2.) Evaluating component integrals 

2.1) Evaluating of 𝑩 

𝑩 = ∫
𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒙 =
𝒙=𝐭𝐚𝐧(𝒕)

 − 𝟐∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟒

𝟎

(𝐭𝐚𝐧(𝒕))𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝐝𝒕 

= −𝟐∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟒

𝟎

(𝐬𝐢𝐧(𝒕))𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝐝𝒕 + 𝟐∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅
𝟒

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝐝𝒕

= −∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟐

𝟎

(𝐬𝐢𝐧(𝒕))𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝐝𝒕

⏟

𝐃𝐞𝐫𝐢𝐯𝐚𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐨𝐟 𝐁𝐞𝐭𝐚 𝐟𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧

+ 𝟐∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅
𝟒

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝐝𝒕 

= −(
𝝅

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟒𝟖
) + 𝟐𝑩𝟏 

∗ 𝑩𝟏 = ∫ 𝐥𝐧𝟐
𝝅
𝟒

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒕))𝐝𝒕 ∵  𝟎 ≤ 𝒙 <
𝝅

𝟐
:  𝐋𝐨𝐠(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙) = 𝐥𝐧(𝟐𝐜𝐨𝐬(𝒙)) + 𝒊𝒙 

⇒ ∫ 𝐋𝐨𝐠𝟐
𝝅
𝟒

𝟎

(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙)𝐝𝒙 = ∫ (𝐥𝐧(𝟐𝐜𝐨𝐬(𝒙)) + 𝒊𝒙)
𝟐

𝝅
𝟒

𝟎

𝐝𝒙 

Taking real part we have : 

𝑩𝟏 = ∫ (𝒙𝟐 − 𝐥𝐧𝟐(𝟐))

𝝅
𝟒

𝟎

𝐝𝒙 − 𝟐𝐥𝐧(𝟐)∫ 𝐥𝐧

𝝅
𝟒

𝟎

(𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝐝𝒙

+𝕽{∫ 𝐋𝐨𝐠𝟐
𝝅
𝟒

𝟎

(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙)𝐝𝒙} 



 

=
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
+
𝝅

𝟒
𝐥𝐧𝟐(𝟐) − 𝑮𝐥𝐧(𝟐) +𝕽 {∫ 𝐋𝐨𝐠𝟐

𝝅
𝟒

𝟎

(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙)𝐝𝒙} 

𝐀𝐧𝐝 ∶ 𝕽 {∫ 𝐋𝐨𝐠𝟐
𝝅
𝟒

𝟎

(𝟏 + 𝒆𝟐𝒊𝒙)𝐝𝒙}  =
𝒛=𝒆𝟐𝒊𝒙

 
𝟏

𝟐
𝕴 {∫

𝐋𝐨𝐠𝟐(𝟏 + 𝒛)

𝒛

𝒊

𝟏

𝐝𝒛} 

By integration by parts : 

∫
𝐋𝐨𝐠𝟐(𝟏+ 𝒛)

𝒛
𝐝𝒛 = 

= −𝟐𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒛) + 𝟐𝐋𝐢𝟐(𝟏 + 𝒛)𝐋𝐨𝐠(𝟏 + 𝒛) + 𝐋𝐨𝐠(−𝒛)𝐋𝐨𝐠
𝟐(𝟏+ 𝒛) + 𝑪 

⇒
𝟏

𝟐
𝕴{∫

𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒛)

𝒛

𝒊

𝟏

𝐝𝒛}

=
𝟏

𝟐
𝕴{𝐥𝐧(−𝒊)𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒊) + 𝟐𝐥𝐧(𝟏 + 𝒊)𝐋𝐢𝟐(𝟏 + 𝒊) − 𝟐𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)} 

=
𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)} ⇒ 𝑩 = −(

𝝅

𝟐
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟒𝟖
) + 𝟐𝑩𝟏 

= −𝟐𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)} − 𝑮𝐥𝐧(𝟐) +
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

2.2) Evaluating of 𝑨 

𝑨 = ∫
𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒙 =
𝐈𝐁𝐏𝐬

 − ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝐝𝒙

⏟

𝑵

−∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝒙

𝟏

𝟎

𝐝𝒙

⏟

𝑳

 

∗ 𝐋𝐞𝐭:𝑴 = ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 = ∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

∫ 𝒕𝟐𝒏
𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)𝐝𝒕 

= −∑
(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

𝑯𝟐𝒏+𝟏
𝟐𝒏 + 𝟏

= −∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

𝑯𝟐𝒏+𝟏 = −𝕴 {∑
𝒊𝒏𝑯𝒏
𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

} 

By generating function : 

∑
𝒙𝒏𝑯𝒏
𝒏𝟐

∞

𝒏=𝟏

= 

𝐋𝐢𝟑(𝒙) − 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒙) + 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙)𝐋𝐢𝟐(𝟏 − 𝒙) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙) + 𝜻(𝟑) 

⇒ 𝑴 =
𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} 



 

Define a function : 𝒈(𝒙) = ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒛)

𝒛

𝒙

𝟎
𝐝𝒛 ⇒ 𝒈(𝒛) + 𝒈(

𝟏−𝒛

𝟏+𝒛
) =

𝝅𝟐

𝟖
−

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒛)𝐥𝐧(

𝟏−𝒛

𝟏+𝒛
) 

⇒ 𝟐∫
𝒈(𝒙)

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒙

⏟

𝐈𝐁𝐏𝐬

=
𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝟏

𝟐
∫

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒙

𝟏 − 𝒙
)𝐝𝒙 

⇔
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− 𝑳 +𝑴 =

𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝟏

𝟐
∫

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧(
𝟏 + 𝒙

𝟏 − 𝒙
)𝐝𝒙

⏟

𝑷

 

𝐁𝐮𝐭 ∶ 𝑷 =
𝟏

𝟐
∫

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝐥𝐧(𝒙)𝐥𝐧 (
𝟏 + 𝒙

𝟏− 𝒙
)𝐝𝒙 = ∫ ∫

𝒛𝐥𝐧(𝒛)

(𝟏 + 𝒛𝟐)(𝟏 − 𝒛𝟐𝒕𝟐)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒛𝐝𝒕 

= ∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

∫ (
𝒕𝟐𝒛𝐥𝐧(𝒛)

𝟏 − 𝒛𝟐𝒕𝟐
+
𝒛𝐥𝐧(𝒛)

𝟏 + 𝒛𝟐
)

𝟏

𝟎

𝐝𝒛𝐝𝒕

= ∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

∫
𝒕𝟐𝒛𝐥𝐧(𝒛)

𝟏 − 𝒛𝟐𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒛𝐝𝒕 +∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒕∫
𝒛𝐥𝐧(𝒛)

𝟏 + 𝒛𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒛 

= −
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝟏

𝟒
∫
𝐋𝐢𝟐(𝒕

𝟐)

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

𝐝𝒕

⏟

𝐈𝐁𝐏𝐬

= −
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝟏

𝟒

(

 
 𝝅

𝟒
𝜻(𝟐) + 𝟐∫

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕𝟐)𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒕)

𝒕

𝟏

𝟎

𝐝𝒕

⏟

𝑳+𝑴 )

 
 

 

⇒ 𝑷 = −
𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝑳

𝟐
−
𝑴

𝟐
⇒
𝝅𝟑

𝟏𝟔
− 𝑳 +𝑴 =

𝝅𝟑

𝟑𝟐
+ (−

𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝑳

𝟐
−
𝑴

𝟐
) ⇔ 𝑴 =

𝑳

𝟑
−
𝝅𝟑

𝟑𝟐
 

⇒ 𝑳 = 𝟑(𝑴+
𝝅𝟑

𝟑𝟐
) = 𝟑 (

𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} +

𝝅𝟑

𝟑𝟐
) 

=
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) +

𝟑

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} +

𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
 

∗ 𝑵 = ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)𝐥𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝐝𝒙 = ∫ ∫
𝐥𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚𝟐)

𝒙

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒚𝐝𝒙 

= ∫ ∫
𝐥𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚𝟐)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚− ∫ ∫
𝐥𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚𝟐)

𝒚

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 

= −
𝝅𝟑

𝟒𝟖
− (−

𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐)) =

𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟔𝟒
 



 

𝐖𝐡𝐞𝐫𝐞 ∶ ∫ ∫
𝐥𝐧(𝒙)

(𝟏 + 𝒙)(𝟏 + 𝒚𝟐)

𝒚

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 =
𝒙→𝒙𝒚

 ∫ ∫
𝒚𝐥𝐧(𝒙𝒚)

(𝟏 + 𝒙𝒚)(𝟏 + 𝒚𝟐)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 

=
𝐒𝐲𝐦𝐦𝐞𝐭𝐫𝐲

 
𝟏

𝟐
∫ ∫

𝐥𝐧(𝒙𝒚)

𝟏 + 𝒙𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

(
𝒚

𝟏 + 𝒚𝟐
+

𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
) 𝐝𝒙𝐝𝒚 

=
𝟏

𝟐
∫ ∫

(𝒙 + 𝒚)𝐥𝐧(𝒙𝒚)

(𝟏 + 𝒙𝟐)(𝟏 + 𝒚𝟐)

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝐝𝒙𝐝𝒚 = −
𝝅𝟑

𝟏𝟗𝟐
−
𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) ⇒ 𝑨 = −𝑵− 𝑳 

= −
𝟏

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) −

𝟑

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) − 𝟑𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} −

𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
 

= −𝟑𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} − 𝟐𝑮𝐥𝐧(𝟐) −
𝟓𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

3.) Conclusion 

From above sections : 𝑨 = −𝟑𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} − 𝟐𝑮𝐥𝐧(𝟐) −
𝟓𝝅𝟑

𝟔𝟒
−
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐) 

𝑩 = −𝟐𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)} − 𝑮𝐥𝐧(𝟐) +
𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐) ⇒ 𝑰 = −𝑨 −

𝟑

𝟐
𝑩 

= 𝟑𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} + 𝟐𝑮𝐥𝐧(𝟐) +
𝟓𝝅𝟑

𝟔𝟒
+
𝟑𝝅

𝟏𝟔
𝐥𝐧𝟐(𝟐)

−
𝟑

𝟐
(−𝟐𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊)} − 𝑮𝐥𝐧(𝟐) +

𝟑𝝅𝟑

𝟑𝟐
+
𝝅

𝟖
𝐥𝐧𝟐(𝟐)) 

= −
𝝅𝟑

𝟏𝟔
+
𝟕

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) + 𝟑𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊) + 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} =

𝟕

𝟐
𝑮𝐥𝐧(𝟐) −

𝝅𝟑

𝟏𝟔
,  𝐩𝐫𝐨𝐯𝐞𝐝. 

∵  𝕴{𝐋𝐢𝟑(𝟏 + 𝒊) + 𝐋𝐢𝟑(𝟏 − 𝒊)} = 𝟎 since 𝟏 + 𝒊 and 𝟏 − 𝒊 is a pair of conjugate 
complex numbers. 
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