
 
Prove that: 

∫ 𝐥𝐧𝟑(𝒙) (
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙)

𝟏 − 𝒙
− 𝑳𝒊𝟐(𝒙

𝟑) −
𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙
)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 

=
𝟏𝟎𝟓

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) −

𝝅𝟐

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝟏𝟖𝜻(𝟐,

𝟏

𝟑
) + 𝟒𝜻(𝟑,

𝟏

𝟑
) +

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝝅𝟐 + 𝟏𝟐𝝅√𝟑 + 𝟏𝟎𝟖 𝐥𝐧(𝟑) − 𝟓𝟒𝟎 

Proposed by Sadi Qafani-Bosnia and Herzegovina 

Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

𝑰 = ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙)

𝟏 − 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙
⏟              

𝑰𝟏

−∫ 𝐥𝐧𝟑
𝟏

𝟎

(𝒙)𝑳𝒊𝟐(𝒙
𝟑)𝒅𝒙

⏟            
𝑰𝟐

−∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙
⏟              

𝑰𝟑

 

                              Generating function for the harmonic numbers 

𝐍𝐨𝐭𝐞: 
𝐥 𝐧(𝟏 − 𝐱)

𝟏 − 𝐱
= −∑𝐱𝐧𝐇𝐧

∞

𝐧=𝟏

,
𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱)

(𝟏 + 𝐱)
= −∑(−𝟏)𝐧𝐱𝐧𝐇𝐧

∞

𝐧=𝟏

 

𝑰𝟏 = ∫
𝐥𝐧𝟑(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙)

𝟏 − 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = −∑𝑯𝒏∫ 𝒙𝒏𝐥𝐧𝟑
𝟏

𝟎

(𝒙)

∞

𝒏=𝟏

𝒅𝒙 

𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝟐∫ 𝐱𝐧 𝐥𝐧𝐦(𝐱)𝐝𝐱
𝟏

𝟎

=
(−𝟏)𝐦𝚪(𝐦+ 𝟏)

(𝐧 + 𝟏)𝐦+𝟏
, 𝒏 > −1  𝑚 ∈ 𝒁+ 

𝐈𝟏 = 𝟔∑
𝐇𝐧

(𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

= 𝟔∑
𝐇𝐧+𝟏 −

𝟏

𝐧+𝟏

(𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

= 𝟔∑
𝐇𝐧+𝟏

(𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔∑
𝟏

(𝐧 + 𝟏)𝟓

∞

𝐧=𝟏

= 

= 𝟔∑
𝐇𝐧
𝐧𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔 − 𝟔(∑
𝟏

𝐧𝟓

∞

𝐧=𝟏

− 𝟏) = 𝟔∑
𝐇𝐧
𝐧𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔𝛇(𝟓) 

                                Let q ∈ Z>1. Then the following identity holds: 

∑
𝑯𝒏
𝒏𝒒

∞

𝒏=𝟏

=
𝟏

𝟐
(𝒒 + 𝟐)𝜻(𝒒 + 𝟏) −

𝟏

𝟐
∑𝜻(𝒒 − 𝒌)𝜻(𝒌 + 𝟏)

𝒒−𝟐

𝒌=𝟏

 

∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏
𝒏𝟐𝒒

∞

𝒏=𝟏

= −
𝟏

𝟐
(𝟐𝒒 + 𝟏)𝜼(𝟐𝒒 + 𝟏) +∑𝜻(𝟐𝒒 − 𝟐𝒌 + 𝟏)𝜼(𝟐𝒌)

𝒒−𝟏

𝒌=𝟎

 



 
•  𝑰𝟏 = 𝟏𝟖𝜻(𝟓) − 𝟔𝜻(𝟐)𝜻(𝟑) − 𝟔𝜻(𝟓) = 𝟏𝟐𝜻(𝟓) − 𝝅

𝟐𝜻(𝟑) 

𝑰𝟐 = ∫ 𝐥𝐧𝟑(𝒙)𝑳𝒊𝟐(𝒙
𝟑)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= ∑
𝟏

𝐧𝟐

∞

𝒏=𝟏

∫ 𝒙𝟑𝒏𝐥𝐧𝟑(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= −𝟔∑
𝟏

𝐧𝟐(𝟑𝐧 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

= 

= −𝟔∑(
𝟏

𝐧𝟐
−

𝟏𝟐

𝒏(𝟑𝒏 + 𝟏)
+

𝟐𝟕

(𝟑𝒏 + 𝟏)𝟐
+

𝟏𝟖

(𝟑𝒏 + 𝟏)𝟑
+

𝟗

(𝟑𝒏 + 𝟏)𝟒
)

∞

𝐧=𝟏

 

                                                  𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝐇𝐮𝐫𝐰𝐢𝐭𝐳 𝐳𝐞𝐭𝐚 𝐟𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧.   

𝜻(𝐬, 𝐚) = ∑
𝟏

(𝒂 + 𝒏)𝒔

∞

𝐧=𝟎

, 𝜻(𝒔, 𝒂) =
𝟏

𝒂𝒔
+ 𝜻(𝒔, 𝒂 + 𝟏),   𝑹𝒆{𝒔} > 1, 𝑎 ≠ (𝟎,−𝟏,−𝟐,… ) 

𝐈𝟐 = −𝟔(𝛇(𝟐) − 𝟏𝟐∑
𝟏

𝐧(𝟑𝐧 + 𝟏)

∞

𝐧=𝟏

+∑
𝟐𝟕

(𝟑𝒏 + 𝟒)𝟐

∞

𝒏=𝟎

+∑
𝟏𝟖

(𝟑𝒏 + 𝟒)𝟑

∞

𝒏=𝟎

+∑
𝟗

(𝟑𝒏 + 𝟒)𝟒

∞

𝒏=𝟎

) = 

= −𝛑𝟐 + 𝟐𝟒∑
𝟏

𝒏(𝒏 +
𝟏

𝟑
)

∞

𝐧=𝟏

− 𝟏𝟖𝜻 (𝟐,
𝟒

𝟑
) − 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟒

𝟑
) −

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟒

𝟑
) = 

= −𝛑𝟐 − 𝟏𝟖𝛇 (𝟐,
𝟏

𝟑
) + 𝟏𝟔𝟐 − 𝟒𝛇 (𝟑,

𝟏

𝟑
) + 𝟏𝟎𝟖 −

𝟐

𝟑
𝛇 (𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝟓𝟒 + 𝟐𝟒∑

𝟏

𝐧(𝐧 +
𝟏

𝟑
)

∞

𝐧=𝟏

= 

= −𝛑𝟐 − 𝟏𝟖𝛇 (𝟐,
𝟏

𝟑
) − 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟏

𝟑
) −

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝟐𝟒𝑱 + 𝟑𝟐𝟒 

𝐉 = ∑
𝟏

𝐧(𝐧 +
𝟏

𝟑
)

∞

𝐧=𝟏

=∑
𝟏

(𝒏 + 𝟏) (𝒏 +
𝟒

𝟑
)

∞

𝐧=𝟎

=∑∫ ∫ 𝐱𝐧𝐲𝐧+
𝟏

𝟑𝒅𝒙𝒅𝒚
𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

∞

𝐧=𝟎

= 

= ∫ ∫ 𝒚
𝟏

𝟑∑(𝒙𝒚)𝒏
∞

𝒏=𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ 𝒚
𝟏

𝟑∫
𝟏

𝟏 − 𝒙𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙𝒅𝒚 = ∫ 𝒚
𝟏

𝟑 [
𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙𝒚)

𝒚
]
𝟎

𝟏𝟏

𝟎

𝒅𝒚 = 

= −∫ 𝒚−
𝟐

𝟑 𝐥𝐧(𝟏 − 𝐲)
𝟏

𝟎

𝒅𝒚 →   𝑱(𝒂) = ∫ 𝒚−
𝟐

𝟑(𝟏 − 𝒚)𝒂
𝟏

𝟎

 𝒅𝒚 →   𝑱 = − 𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅

𝒅𝒂
𝑱(𝒂) 

𝐉(𝐚) = ∫ 𝒚
𝟏

𝟑
−𝟏

𝟏

𝟎

(𝟏 − 𝒚)𝒂+𝟏−𝟏𝒅𝒚 = 𝜷(
𝟏

𝟑
, 𝒂 + 𝟏) =

𝜞(
𝟏

𝟑
)𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝜞 (
𝟒

𝟑
+ 𝒂)

 



 

𝑱 = −𝜞(
𝟏

𝟑
) 𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝒅

𝒅𝒂

𝜞(𝒂 + 𝟏)

𝜞(
𝟒

𝟑
+ 𝒂)

= −𝜞(
𝟏

𝟑
) 𝐥𝐢𝐦
𝒂→𝟎

𝜞(𝒂 + 𝟏)(𝝍(𝟎)(𝒂 + 𝟏) − 𝝍(𝟎) (𝒂 +
𝟒

𝟑
)

𝜞 (
𝟒

𝟑
+ 𝒂)

= 

= −
𝚪(

𝟏

𝟑
)

𝚪 (
𝟒

𝟑
)
(𝝍(𝟎)(𝟏) − 𝝍(𝟎) (

𝟒

𝟑
)) = −𝟑(−𝜸 − 𝟑 + 𝜸 +

𝝅

𝟐√𝟑
+
𝟑

𝟐
𝐥𝐧(𝟑)) = 𝟗 −

𝟑𝝅

𝟐√𝟑
−
𝟗

𝟐
𝐥𝐧(𝟑) 

𝑰𝟐 = −𝝅
𝟐 − 𝟏𝟖𝜻(𝟐,

𝟏

𝟑
) − 𝟒𝜻(𝟑,

𝟏

𝟑
) −

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) + 𝟑𝟐𝟒 + 𝟐𝟒(𝟗 −

𝝅√𝟑

𝟐
−
𝟗

𝟐
𝐥𝐧(𝟑)) 

𝑰𝟑 = ∫
𝐥𝐧𝟑(𝐱)𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱)

𝟏 + 𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = −∑(−𝟏)𝒏𝐇𝐧∫ 𝒙𝒏
𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

𝐥𝐧𝟑(𝐱)𝐝𝐱 = 

= 𝟔∑
(−𝟏)𝒏𝐇𝐧
(𝒏 + 𝟏)𝟒

∞

𝒏=𝟏

= 𝟔∑
(−𝟏)𝒏𝑯𝒏+𝟏
(𝒏 + 𝟏)𝟒

∞

𝐧=𝟏

− 𝟔∑
(−𝟏)𝒏

(𝒏 + 𝟏)𝟓

∞

𝒏=𝟏

= 

= 𝟔∑
(−𝟏)𝒏+𝟏𝑯𝒏

𝒏𝟒

∞

𝒏=𝟏

− 𝟔∑
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝟓

∞

𝒏=𝟏

= −𝟔(−
𝟓

𝟐
𝜼(𝟓) +∑𝜻(𝟓 − 𝟐𝒌)

𝟏

𝒌=𝟎

𝜼(𝟐𝒌)) −
𝟒𝟓

𝟖
𝜻(𝟓)

= 𝟏𝟓𝜼(𝟓) − 𝟑𝜻(𝟓) − 𝟔𝜻(𝟑)𝜼(𝟐) −
𝟒𝟓

𝟖
𝜻(𝟓)

=
𝟐𝟐𝟓

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) − 𝟑𝜻(𝟓) −

𝟒𝟓

𝟖
𝜻(𝟓) − 𝟑𝜻(𝟑)𝜻(𝟐) =

𝟖𝟕

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) −

𝝅𝟐

𝟐
𝜻(𝟑) 

𝑰 = 𝑰𝟏 − 𝑰𝟐 − 𝑰𝟑 = 

= 𝟏𝟐𝜻(𝟓) − 𝝅𝟐𝜻(𝟑) + 𝝅𝟐 + 𝟏𝟖𝜻 (𝟐,
𝟏

𝟑
) + 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟏

𝟑
) +

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) − 𝟓𝟒𝟎 + 𝟏𝟐𝝅√𝟑

+ 𝟏𝟎𝟖𝐥𝐧(𝟑) −
𝟖𝟕

𝟏𝟔
𝛇(𝟓) +

𝛑𝟐

𝟐
𝛇(𝟑) = 

=
𝟏𝟎𝟓

𝟏𝟔
𝜻(𝟓) −

𝝅𝟐

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝝅𝟐 + 𝟏𝟖𝜻 (𝟐,

𝟏

𝟑
) + 𝟒𝜻 (𝟑,

𝟏

𝟑
) +

𝟐

𝟑
𝜻 (𝟒,

𝟏

𝟑
) − 𝟓𝟒𝟎 + 𝟏𝟐𝝅√𝟑

+ 𝟏𝟎𝟖𝐥𝐧(𝟑) 

𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 𝒆𝒕𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏, 𝜼(𝒔) = ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏

𝒏𝒔

∞

𝒏=𝟏

= (𝟏 − 𝟐𝟏−𝒔)𝜻(𝒔)   𝑹𝒆{𝒔} > 0 

𝜼(𝟎) =
𝟏

𝟐
 

 


