
 
UP.575 Calculate: 

𝟐 ∫ ∫
𝒚(𝒚 + 𝟏)

(𝒙𝟐 + (𝒚 + 𝟏)𝟐)𝟐

∞

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒚 𝒅𝒙 

Proposed by Said Attaoui – Oran – Algeria  

Solution 1 by proposer 

Firstly, we can express 

∫ ∫
𝒚(𝒚 + 𝟏)

(𝒙𝟐 + (𝒚 + 𝟏)𝟐)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙
𝟏

𝟎

𝒅𝒚 = ∫ ∫
𝒚(𝒚 − 𝟏)

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐

∞

𝟏

𝒅𝒚
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

Secondly, it is straightforward to confirm that 

𝟏

𝟐

𝝏

𝝏𝒚
(

𝟏 − 𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
+

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝒚
𝒙)

𝒙
) =

𝒚(𝒚 − 𝟏)

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐
 

Therefore 

𝟐 ∫ ∫
𝒚(𝒚 + 𝟏)

(𝒙𝟐 + (𝒚 + 𝟏)𝟐)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒚
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ [
𝟏 − 𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
+

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (
𝒚
𝒙)

𝒙
]

𝟏

∞
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

= ∫ (

𝝅
𝟐
𝒙

−
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (

𝟏
𝒙)

𝒙
)

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = ∫
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒙)

𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ ∑
(−𝟏)𝒏𝒙𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏

∞

𝒏=𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

= ∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟎

= 𝑮 

Solution 2 by proposer 

Firstly, we can express 

∫ ∫
𝒚(𝒚 + 𝟏)

(𝒙𝟐 + (𝒚 + 𝟏)𝟐)𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒙
𝟏

𝟎

𝒅𝒚 = ∫ ∫
𝒚(𝒚 − 𝟏)

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐

∞

𝟏

𝒅𝒚
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

Secondly, substituting 𝒚 by 
𝟏

𝒚
, we obtain 

∫ ∫
𝒚(𝒚 − 𝟏)

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐
𝒅𝒚

∞

𝟏

𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= ∫ ∫

𝟏
𝒚 (

𝟏
𝒚 − 𝟏)

(𝒙𝟐 +
𝟏

𝒚𝟐)
𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

(
𝟏

𝒚𝟐
𝒅𝒚) 𝒅𝒙 = ∫ ∫

(𝟏 − 𝒚)

(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐)𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒚
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 



 

= ∫ ∫ (𝟏 − 𝒚)
𝟏

𝟎

(∑(−𝟏)𝒏−𝟏𝒏𝒙𝟐(𝒏−𝟏)𝒚𝟐(𝒏−𝟏)

∞

𝒏=𝟏

) 𝒅𝒚
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 

 

= ∑(−𝟏)𝒏−𝟏

∞

𝒏=𝟏

𝒏 (∫ 𝒙𝟐𝒏−𝟐𝒅𝒙
𝟏

𝟎

)

𝟐

− ∑(−𝟏)𝒏−𝟏𝒏

∞

𝒏

(∫ 𝒙𝟐𝒏−𝟐
𝟏

𝟎

𝒅𝒙) (∫ 𝒚𝟐𝒏−𝟏
𝟏

𝟎

𝒅𝒚) = 

 

= ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝒏

(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

− ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝒏

(𝟐𝒏 − 𝟏)(𝟐𝒏)

∞

𝒏=𝟏

= ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝒏

(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝟐𝒏 − 𝟏)

∞

𝒏=𝟏

= 

 

= ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝒏

(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏−𝟏(𝟐𝒏 − 𝟏)

(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

=
𝟏

𝟐
∑

(−𝟏)𝒏−𝟏

(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

. 

Therefore: 

𝟐 ∫ ∫
𝒚(𝒚 + 𝟏)

(𝒙𝟐 + (𝒚 + 𝟏)𝟐)𝟐
𝒅𝒚

∞

𝟎

𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 𝑮. 


