
 
SP.585 Let 𝒇: [𝒏 − 𝟏,𝒏] → [𝒏,𝒏 + 𝟏] be a continuous function such that 

∫ (𝟏 + 𝒙𝒇′(𝒙))
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≤ 𝒏𝒇(𝒏) − (𝒏 − 𝟏)𝒇(𝒏 − 𝟏), 

then prove: 

∫
𝒅𝒙

𝒇(𝒙)

𝒏

𝒏−𝟏

≤
𝟐

𝒏+ 𝟏
,𝒏 ∈ ℕ∗ 
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Solution by proposer 

∫ (𝟏 + 𝒙𝒇′(𝒙))
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≤ 𝒏𝒇(𝒏) − (𝒏 − 𝟏)𝒇(𝒏 − 𝟏) ⇒ 

𝒏𝒇(𝒏) − (𝒏 − 𝟏)𝒇(𝒏 − 𝟏) − ∫ 𝒙𝒇′(𝒙)
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≥ 𝟏 

But, using Integration by Parts method, we have: 

∫ 𝒙𝒇′(𝒙)
𝒏

𝒏−𝟏

= 𝒙𝒇(𝒙)|𝒏−𝟏
𝒏 −∫ 𝒇(𝒙)

𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 

∫ 𝒙𝒇′(𝒙)
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 = 𝒏𝒇(𝒏) − (𝒏 − 𝟏)𝒇(𝒏 − 𝟏) − ∫ 𝒇(𝒙)
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 

∫ 𝒇(𝒙)
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 = 𝒏𝒇(𝒏) − (𝒏 − 𝟏)𝒇(𝒏 − 𝟏) − ∫ 𝒙𝒇′(𝒙)
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≥ 𝟏 

For all 𝒙 ∈ [𝒏 − 𝟏, 𝒏] and 𝒏 ∈ ℕ∗ we have 
(𝒇(𝒙)−𝒏)(𝒇(𝒙)−𝒏−𝟏)

𝒇(𝒙)
≤ 𝟎 or 

𝒇(𝒙) − (𝟐𝒏 + 𝟏) +
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝒇(𝒙)
≤ 𝟎 ⇔

𝟏

𝒇(𝒙)
≤

𝟐𝒏 + 𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
−

𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
𝒇(𝒙) ⇔ 

∫
𝟏

𝒇(𝒙)

𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≤
𝟐𝒏 + 𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
∫ 𝒅𝒙
𝒏

𝒏−𝟏

−
𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
∫ 𝒇(𝒙)
𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ⇔ 

∫
𝟏

𝒇(𝒙)

𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≤
𝟐𝒏 + 𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
(𝒏(𝒏 − 𝟏)) −

𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
⇔ 

∫
𝟏

𝒇(𝒙)

𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≤
𝟐𝒏 + 𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
−

𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)
⇔ ∫

𝟏

𝒇(𝒙)

𝒏

𝒏−𝟏

𝒅𝒙 ≤
𝟐

𝒏 + 𝟏
 


