
 
JP.579 Solve for real numbers: 

{
 
 

 
 
𝒙𝒚(𝒙𝟑 − 𝒚𝟑) + 𝒚𝒛(𝒚𝟑 − 𝒛𝟑) + 𝒛𝒙(𝒛𝟑 − 𝒙𝟑)

𝒙𝒚(𝒙 − 𝒚) + 𝒚𝒛(𝒚 − 𝒛) + 𝒛𝒙(𝒛 − 𝒙)
= 𝟓𝟓

𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 + 𝒛𝟑 = 𝟗𝟗

𝒙𝒚(𝒙𝟑 − 𝒚𝟑) + 𝒚𝒛(𝒚𝟑 − 𝒛𝟑) + 𝒛𝒙(𝒛𝟑 − 𝒙𝟑)

𝒙𝒚(𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝒚𝒛(𝒚𝟐 − 𝒛𝟐) + 𝒛𝒙(𝒛𝟐 − 𝒙𝟐)
=
𝟓𝟓

𝟗

 

Proposed by Daniel Sitaru – Romania  

Solution by proposer 

Denote: 𝑺𝟏 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛; 𝑺𝟐 = 𝒙𝒚 + 𝒚𝒛 + 𝒛𝒙; 𝑺𝟑 = 𝒙𝒚𝒛. 

𝒙𝒚(𝒙𝟑 − 𝒚𝟑) + 𝒚𝒛(𝒚𝟑 − 𝒛𝟑) + 𝒛𝒙(𝒛𝟑 − 𝒙𝟑)

𝒙𝒚(𝒙 − 𝒚) + 𝒚𝒛(𝒚 − 𝒛) + 𝒛𝒙(𝒛 − 𝒙)
= 𝟓𝟓 

(𝒙 − 𝒚)(𝒚 − 𝒛)(𝒛 − 𝒙)(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝒛 + 𝒛𝒙)

(𝒙 − 𝒚)(𝒚 − 𝒛)(𝒛 − 𝒙)
= 𝟓𝟓 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝒛 + 𝒛𝒙 = 𝟓𝟓, 𝑺𝟏
𝟐 − 𝟐𝑺𝟐 + 𝑺𝟐 = 𝟓𝟓 ⇒ 𝑺𝟏

𝟐 + 𝑺𝟐 = 𝟓𝟓 

𝒙𝒚(𝒙𝟑 − 𝒚𝟑) + 𝒚𝒛(𝒚𝟑 − 𝒛𝟑) + 𝒛𝒙(𝒛𝟑 − 𝒙𝟑)

𝒙𝒚(𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝒚𝒛(𝒚𝟐 − 𝒛𝟐) + 𝒛𝒙(𝒛𝟐 − 𝒙𝟐)
=
𝟓𝟓

𝟗
 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝒛 + 𝒛𝒙

𝒙 + 𝒚 + 𝒛
=
𝟓𝟓

𝟗
 

𝑺𝟏
𝟐 − 𝑺𝟐
𝑺𝟏

=
𝟓𝟓

𝟗
⇒
𝟓𝟓

𝑺𝟏
=
𝟓𝟓

𝟗
⇒ 𝑺𝟏 = 𝟗 

𝑺𝟏
𝟐 − 𝑺𝟐 = 𝟓𝟓 ⇒ 𝟗𝟐 − 𝑺𝟐 = 𝟓𝟓 ⇒ 𝟖𝟏 − 𝑺𝟐 = 𝟓𝟓 ⇒ 𝑺𝟐 = 𝟐𝟔 

𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 + 𝒛𝟑 = 𝟗𝟗, 𝑺𝟏(𝑺𝟏
𝟐 − 𝟑𝑺𝟐) + 𝟑𝑺𝟑 = 𝟗𝟗 

𝟗(𝟖𝟏 − 𝟑 ⋅ 𝟐𝟔) + 𝟑𝑺𝟑 = 𝟗𝟗 ⇒ 𝟗(𝟖𝟏 − 𝟕𝟖) + 𝟑𝑺𝟑 = 𝟗𝟗 

𝟑𝑺𝟑 = 𝟗𝟗 − 𝟐𝟕 ⇒ 𝑺𝟑 = 𝟑𝟑 − 𝟗 ⇒ 𝑺𝟑 = 𝟐𝟒 

Let be the equation with roots 𝒙, 𝒚, 𝒛: 

𝒖𝟑 − 𝑺𝟏𝒖
𝟐 + 𝑺𝟐𝒖 − 𝑺𝟑 = 𝟎 

𝒖𝟑 − 𝟗𝒖𝟐 + 𝟐𝟔𝒖 − 𝟐𝟓 = 𝟎 

(𝒖 − 𝟐)(𝒖 − 𝟑)(𝒖 − 𝟒) = 𝟎 ⇒ 𝒖𝟏 = 𝟐;𝒖𝟐 = 𝟑;𝒖𝟑 = 𝟒 

Solutions: (𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟐, 𝟑, 𝟒) and permutations. 


