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In ∆𝐴𝐵𝐶 denote 𝐼 −the incenter, 𝑂 −the circumcenter, 𝑁𝑎 −the Nagel’s point. 

It is known that: 

𝑂𝐼 = √R(R − 2r), 𝑂𝑁𝑎 = 𝑅 − 2𝑟, 𝐼𝑁𝑎 = √s2 + 5r2 − 16Rr 

In ∆𝑂𝐼𝑁𝑎: 

 |𝑂𝐼 − 𝑂𝑁𝑎| ≤ 𝐼𝑁𝑎 ≤ 𝑂𝐼 + 𝑂𝑁𝑎  

|𝑂𝐼 − 𝑂𝑁𝑎| ≤ 𝐼𝑁𝑎 ⟺ |√𝑅(𝑅 − 2𝑟) − (𝑅 − 2𝑟)| ≤ √𝑠2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟 

By squaring: 

𝑅(𝑅 − 2𝑟) − 2(𝑅 − 2𝑟)√𝑅(𝑅 − 2𝑟) + (𝑅 − 2𝑟)2 ≤ 𝑠2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟 

𝑅2 − 2𝑟𝑅 − 2(𝑅 − 2𝑟)√𝑅(𝑅 − 2𝑟) + 𝑅2 − 4𝑟𝑅 + 4𝑟2 ≤ 𝑠2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟 

𝟐𝑹𝟐 + 𝟏𝟎𝑹𝒓 − 𝟐(𝑹 − 𝟐𝒓)√𝑹(𝑹 − 𝟐𝒓) − 𝒓𝟐 ≤ 𝒔𝟐 

𝐼𝑁𝑎 ≤ 𝑂𝐼 + 𝑂𝑁𝑎 ⟺ √𝑠2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟 ≤ √𝑅(𝑅 − 2𝑟) +  𝑅 − 2𝑟 

By squaring: 

𝑠2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟 ≤ 𝑅(𝑅 − 2𝑟) + 2(𝑅 − 2𝑟)√𝑅(𝑅 − 2𝑟) + (𝑅 − 2𝑟)2 

𝑠2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟 ≤ 𝑅2 − 2𝑟𝑅 + 2(𝑅 − 2𝑟)√𝑅(𝑅 − 2𝑟) + 𝑅2 − 4𝑟𝑅 + 4𝑟2 

𝒔𝟐 ≤ 𝟐𝑹𝟐 + 𝟏𝟎𝑹𝒓 + 𝟐(𝑹 − 𝟐𝒓)√𝑹(𝑹 − 𝟐𝒓) − 𝒓𝟐 
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