
 

If  𝒇: ℝ →  ℝ,   𝒇(𝒇(𝒙)) + 𝒇(𝒙) = −𝒙, ∀𝒙 ∈ ℝ then find: 

Ω = ∫ 𝒇 (𝒇 (𝒇 (
𝟏

𝟐 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
))) 𝒅𝒙

𝝅

𝟎

 

Proposed by Daniel Sitaru-Romania 

Solution by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 

{
 𝒇(𝒇(𝒙)) + 𝒇(𝒙) = −𝒙

 𝒇(𝒇(𝒙)) = −𝒙 − 𝒇(𝒙)
 

𝒇 (𝒇(𝒇(𝒙))) + 𝒇(𝒇(𝒙)) = −𝒇(𝒙), 𝒇 (𝒇(𝒇(𝒙))) + (−𝒙 − 𝒇(𝒙)) = −𝒇(𝒙) 

𝒇 (𝒇(𝒇(𝒙))) − 𝒙 − 𝒇(𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝟎,   𝒇 (𝒇(𝒇(𝒙))) − 𝒙 = 𝟎, 𝒇𝟑(𝒙) = 𝒙 

𝑰𝒅𝒆𝒏𝒕𝒊𝒕𝒚  𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 ∶  𝒙 →⏞
𝒇

𝒇(𝒙) →⏞
𝒇

𝒇(𝒇(𝒙)) →⏞
𝒇

𝒇 (𝒇(𝒇(𝒙))) →⏞
𝒇

𝒙 

Ω = ∫ 𝒇 (𝒇 (𝒇 (
𝟏

𝟐 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
))) 𝒅𝒙

𝝅

𝟎

= ∫
𝟏

𝟐 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝒅𝒙

𝝅

𝟎

=⏞
𝒙=𝝅−𝒚

 

= ∫
𝟏

𝟐 + 𝐜𝐨 𝐬(𝝅 − 𝒚)
𝒅𝒚

𝝅

−𝝅

= 𝐥𝐢𝐦
𝜺→𝟎
𝜺>𝟎

∫
𝟏

𝟐 + 𝐜𝐨 𝐬(𝝅 − 𝒚)
𝒅𝒚

𝝅+𝜺

−𝝅−𝜺

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝜺→𝟎
𝜺>𝟎

∫
𝟏

𝟐 − 𝒄𝒐𝒔𝒚
𝒅𝒚 =⏞

𝒚=𝟐𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏𝒛
𝝅+𝜺

−𝝅−𝜺

𝐥𝐢𝐦
𝜺→𝟎
𝜺>𝟎

∫
𝟏

𝟐 −
𝟏 − 𝒛𝟐

𝟏 + 𝒛𝟐

∙
𝟐

𝟏 + 𝒛𝟐
𝒅𝒛 =

𝒕𝒂𝒏
𝝅−𝜺

𝟐

𝒕𝒂𝒏
−𝝅−𝜺

𝟐

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝜺→𝟎
𝜺>𝟎

∫
𝟐

𝟐 + 𝟐𝒛𝟐 − 𝟏 + 𝒛𝟐
𝒅𝒛 =

𝒕𝒂𝒏
𝝅−𝜺

𝟐

𝒕𝒂𝒏
−𝝅−𝜺

𝟐

𝟐 𝐥𝐢𝐦
𝜺→𝟎
𝜺>𝟎

∫
𝟏

𝟏 + 𝟑𝒛𝟐
𝒅𝒛 =

𝒕𝒂𝒏
𝝅−𝜺

𝟐

𝒕𝒂𝒏
−𝝅−𝜺

𝟐

 

=
𝟐

𝟑
𝐥𝐢𝐦
𝜺→𝟎
𝜺>𝟎

∫
𝟏

𝟏
𝟑 + 𝒛𝟐

𝒅𝒛 =

𝒕𝒂𝒏
𝝅−𝜺

𝟐

𝒕𝒂𝒏
−𝝅−𝜺

𝟐

 



 

=
𝟐√𝟑

𝟑
𝐥𝐢𝐦
𝜺→𝟎
𝜺>𝟎

(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 (√𝟑 ∙ 𝒕𝒂𝒏
𝝅 − 𝜺

𝟐
) − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 (√𝟑 ∙ 𝒕𝒂𝒏

𝝅 − 𝜺

𝟐
)) = 

=
𝟐√𝟑

𝟑
(

𝝅

𝟐
+

𝝅

𝟐
) =

𝟐𝝅√𝟑

𝟑
 

 

 

 

 

 


