
 

𝑷𝒓𝒐𝒗𝒆 𝒕𝒉𝒂𝒕:   𝜴 = ∫∫∫
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒚)𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)

𝟏 + 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙) + 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙)𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒚) + 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙)𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒚)𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒛)
𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛

𝝅
𝟐

𝟎

𝝅
𝟐

𝟎

𝝅
𝟐

𝟎

=  𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
)+ 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
)− 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
)− 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟑
)+ 𝟐𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏𝟑

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) 

+
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟒

𝟑
) 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟐
)𝐥𝐧(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟑) +

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐(𝟑) 

 

Proposed by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

Solution by Yang Silva Cartolin-Peru 

𝑳𝒆𝒕:{

𝒖 = 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙) → 𝒅𝒖 = 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)𝒅𝒙

𝒗 = 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒚) → 𝒅𝒗 = 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒚)𝒅𝒚

𝒘 = 𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒛) → 𝒅𝒘 = 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒛)𝒅𝒛

⇒ [𝟎,
𝝅

𝟐
] → [𝟎,𝟏],           

𝒖 → 𝒙
𝒗 → 𝒚
𝒘 → 𝒛

 

 

𝜴 = ∫∫∫
𝟏

𝟏 + 𝒙+ 𝒙𝒚+ 𝒙𝒚𝒛
𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

= ∫∫
𝒍𝒏(𝟏+ 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚) − 𝒍𝒏(𝟏+ 𝒙+ 𝒙𝒚)

𝒙𝒚
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

=

= ∫
𝟏

𝒙
(∫

𝐥𝐧(𝟏+ 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚) − 𝐥𝐧(𝟏+ 𝒙 + 𝒙𝒚)

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

)𝒅𝒙

𝟏

𝟎

    

𝑳𝒆𝒕: 𝑱 = ∫
𝐥𝐧(𝟏+ 𝒙+ 𝟐𝒙𝒚) − 𝐥𝐧(𝟏+ 𝒙 + 𝒙𝒚)

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

=

= ∫
𝒍𝒏[(𝟏 + 𝒙) (𝟏+

𝟐𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)]

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

−∫
𝒍𝒏[(𝟏 + 𝒙) (𝟏+

𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)]

𝒚
𝒅𝒚 = ∫

𝐥𝐧 (𝟏+
𝟐𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)

𝒚
𝒅𝒚− ∫

𝐥𝐧 (𝟏+
𝒙𝒚
𝟏 + 𝒙)

𝒚
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∫
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂𝒙)

𝒙
𝒅𝒙 = −𝑳𝒊𝟐(−𝒂)

𝟏

𝟎

 (Dilogarithm Function) 

𝑱 = −𝑳𝒊𝟐 (−
𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙

𝟏 + 𝒙
) ∴ 

𝑻𝒉𝒆𝒏: 𝜴 = ∫
𝟏

𝒙
(−𝑳𝒊𝟐 (−

𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙

𝟏 + 𝒙
))𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= ∫
𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙
𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙 −∫

𝑳𝒊𝟐 (−
𝟐𝒙
𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙 = 𝜴𝟏

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

−𝜴𝟐 

#𝜴𝟏 = ∫
𝑳𝒊𝟐 (−

𝒙
𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

  →    𝒍𝒆𝒕: {
𝒕 =

𝒙

𝟏 + 𝒙
→ 𝒅𝒕 → 𝒙 =

𝒕

𝟏 − 𝒕
→
𝒅𝒙

𝒙
= (

𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟏 − 𝒕
)𝒅𝒕

𝒙 = 𝟎 → 𝒕 = 𝟎 ∧ 𝒙 = 𝟏 → 𝒕 =
𝟏

𝟐

 



 

𝜴𝟏 = ∫𝑳𝒊𝟐(−𝒕) (
𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟏 − 𝒕
)𝒅𝒕 = ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 + ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝟏 − 𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:  ∫
𝑳𝒊𝒏(𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 = 𝑳𝒊𝒏+𝟏(𝒕)

𝒛

𝟎

 

𝛀𝟏 = 𝐋𝐢𝟑 (−
𝟏

𝟐
) +∫

𝐋𝐢𝟐(−𝐭)

𝟏 − 𝐭
𝐝𝐭 = {

𝒖 = 𝑳𝒊𝟐(−𝒕) → 𝒅𝒖 = −
𝒍𝒏(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝒅𝒗 =
𝒅𝒕

𝟏 − 𝒕
→ 𝒗 = −𝒍𝒏(𝟏 − 𝒕)

𝟏
𝟐

𝟎

 →    𝛀𝟏 =

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + [−𝑳𝒊𝟐(−𝒕) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)]𝟎

𝟏
𝟐 −∫

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) − ∫

𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) 𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) =
𝟏

𝟐
[𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙𝟐) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒙)]  

𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐) −

𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝐭
[𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕𝟐) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕) − 𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)]𝒅𝒕 

𝟏
𝟐

𝟎

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐)

−
𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

 

𝒑 = 𝒕𝟐 → 𝒅𝒑 = 𝟐𝒕𝒅𝒕 →
𝒅𝒕

𝒕
=
𝒅𝒑

𝟐𝒑
 

𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐)

−
𝟏

𝟒
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 +

𝟏

𝟐
∫
𝐥𝐧𝟐(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟒

𝟎

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆: 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙) = 𝟐∑
𝑯𝒌−𝟏

𝒌
𝒙𝒌

∞

𝒌=𝟏

∧ 𝒍𝒏𝟐(𝟏 + 𝒙) = 𝟐∑
(−𝟏)𝒌

𝒌
𝑯𝒌−𝟏𝒙

𝒌

∞

𝒌=𝟏

 



 

𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
)+ 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
)𝒍𝒏(𝟐)

−
𝟏

𝟒
∫
𝟏

𝒕
(𝟐∑

𝑯𝒌−𝟏

𝒌
𝒕𝒌

∞

𝒌=𝟏

)𝒅𝒕 +
𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝒕
(𝟐∑

𝑯𝒌−𝟏

𝒌
𝒕𝒌

∞

𝒌=𝟏

)𝒅𝒕 +
𝟏

𝟐
∫
𝟏

𝒕
(𝟐∑(−𝟏)𝒌

𝑯𝒌−𝟏

𝒌
𝒕𝒌

∞

𝒌=𝟏

)𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟐

𝟎

𝟏
𝟒

𝟎

=

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
)𝒍𝒏(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑

𝑯𝒌−𝟏

𝒌
∫𝒕𝒌−𝟏𝒅𝒕

𝟏
𝟒

𝟎

∞

𝒌=𝟏

+∑
𝑯𝒌−𝟏

𝒌
∫𝒕𝒌−𝟏𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

∞

𝒌=𝟏

+∑(−𝟏)𝒌
𝑯𝒌−𝟏

𝒌
∫𝒕𝒌−𝟏𝒅𝒕

𝟏
𝟐

𝟎

∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑

𝑯𝒌

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟒
)
𝒌

+
𝟏

𝟐
∑

(
𝟏
𝟒)

𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟐
)
𝒌

−∑
(
𝟏
𝟐)

𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌

𝒌𝟐
(−

𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

−∑
(−

𝟏
𝟐)

𝒌

𝒌𝟑

∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑

𝑯𝒌−𝟏

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟒
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌−𝟏

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟐
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐
𝑯𝒌−𝟏 (

𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟐
∑

𝑯𝒌 −
𝟏
𝒌

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟒
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
𝑯𝒌 −

𝟏
𝒌

𝒌𝟐
(
𝟏

𝟐
)
𝒌

+

∞

𝒌=𝟏

∑
(−𝟏)𝒌

𝒌𝟐

∞

𝒌=𝟏

(𝑯𝒌 −
𝟏

𝒌
) (
𝟏

𝟐
)
𝒌

 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∑
𝑯𝒏

𝒏𝟐
𝒙𝒏

∞

𝒏=𝟏

=

= 𝑳𝒊𝟑(𝒙) − 𝑳𝒊𝟑(𝟏 − 𝒙) + 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙) 𝑳𝒊𝟐(𝟏 − 𝒙) +
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒙) 𝐥𝐧𝟐(𝟏 − 𝒙) + 𝜻(𝟑) 

 

𝑳𝒊𝒔(𝒛) = ∑
𝒛𝒌

𝒌𝒔
(𝑷𝒐𝒍𝒚𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏)

∞

𝒌=𝟏

 

𝜴𝟏 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟒
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
)

−
𝟏

𝟐
(𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟒
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) + 𝒍𝒏 (

𝟑

𝟒
)𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟒
) +

𝟏

𝟐
𝒍𝒏(

𝟏

𝟒
) 𝒍𝒏𝟐 (

𝟑

𝟒
) + 𝜻(𝟑))

+ (𝑳𝒊𝟑 (
𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟐
) + 𝐥𝐧(

𝟏

𝟐
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧𝟐 (

𝟏

𝟐
) + 𝜻(𝟑))

+ (𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟐
) + 𝒍𝒏(

𝟑

𝟐
)𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟐
) +

𝟏

𝟐
𝒍𝒏(−

𝟏

𝟐
) 𝒍𝒏𝟐 (

𝟑

𝟐
) + 𝜻(𝟑)) 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:  𝕽 {𝐥𝐧 (−
𝟏

𝟐
)} = −𝐥𝐧 (𝟐) ∧ 𝕽 { 𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟐
)} =

𝝅𝟐

𝟑
−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟐 (

𝟐

𝟑
) 

𝕽{𝑳𝒊𝟑 (
𝟑

𝟐
)} = 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) +

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧 (

𝟑

𝟐
) 

𝜴𝟏 =
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝟐𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) +

𝟏

𝟐
𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) −

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟐) − 𝐥𝐧 (

𝟑

𝟐
)𝑳𝒊𝟐 (

𝟐

𝟑
) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟑

𝟒
)𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟒
)

+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟒
) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) ∴ 

 

#𝜴𝟐 = ∫
𝑳𝒊𝟐 (−

𝟐𝒙
𝟏 + 𝒙)

𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

→   𝒍𝒆𝒕: {𝒕 =
𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
→ 𝒅𝒕 → 𝒙 =

𝒕

𝟐 − 𝒕
→
𝒅𝒙

𝒙
= (

𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟐 − 𝒕
)𝒅𝒕

𝒙 = 𝟎 → 𝒕 = 𝟎 ∧ 𝒙 = 𝟏 → 𝒕 = 𝟏

 



 

𝜴𝟐 = ∫𝑳𝒊𝟐(−𝒕) (
𝟏

𝒕
+

𝟏

𝟐 − 𝒕
)𝒅𝒕 = ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 + ∫

𝑳𝒊𝟐(−𝒕)

𝟐 − 𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝛀𝟐 = 𝐋𝐢𝟑(−𝟏) +∫
𝐋𝐢𝟐(−𝐭)

𝟐 − 𝐭
𝐝𝐭 = {

𝒖 = 𝑳𝒊𝟐(−𝒕) →
𝒅𝒖

𝒅𝒕
= −

𝒍𝒏(𝟏 + 𝒕)

𝒕

𝒅𝒗 =
𝒅𝒕

𝟐 − 𝒕
→ 𝒗 = −𝒍𝒏(𝟐 − 𝒕)

𝟏

𝟎

 

𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) + [−𝑳𝒊𝟐(−𝒕) 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕)]𝟎

𝟏 −∫
𝐥𝐧(𝟐− 𝒕) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −∫

𝐥𝐧 (𝟐(𝟏−
𝒕
𝟐)) 𝐥 𝐧

(𝟏+ 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑)

− 𝐥𝐧(𝟐)∫
𝐥 𝐧(𝟏 + 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

−∫
𝐥𝐧 (𝟏−

𝒕
𝟐) 𝐥𝐧

(𝟏+ 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕 = −

𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) − 𝒍𝒏(𝟐)(−𝑳𝒊𝟐(−𝟏))−

𝟏

𝟎

∫
𝒍𝒏 (𝟏−

𝒕
𝟐) 𝒍𝒏

(𝟏+ 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

 

𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − ∫

𝒍𝒏 (𝟏−
𝒕
𝟐) 𝐥 𝐧

(𝟏+ 𝒕)

𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

 →   

{
 
 

 
 𝒖 = 𝒍𝒏(𝟏+ 𝒕) → 𝒅𝒖 =

𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕

𝒗 = ∫
𝒍𝒏 (𝟏−

𝒕
𝟐
)

𝒕
𝒅𝒕 → 𝒗 = −𝑳𝒊𝟐 (

𝒕

𝟐
)

 

 

𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝒍𝒏(𝟐) − (−

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) + ∫

𝑳𝒊𝟐 (
𝒕
𝟐)

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

) =

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − ∫

𝑳𝒊𝟐 (
𝒕
𝟐)

𝟏 + 𝒕
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝒍𝒏𝟑(𝟐) −∑

𝟏

𝟐𝒌𝒌𝟐
∫

𝒙𝒌

𝟏 + 𝒙
𝒅𝒙

𝟏

𝟎

∞

𝒌=𝟏

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) −∑

𝟏

𝟐𝒌𝒌𝟐
[(−𝟏)𝒌(𝐥𝐧(𝟐) − 𝑯𝒌

̅̅ ̅̅ )

∞

𝒌=𝟏

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − (𝐥𝐧(𝟐)∑

(−
𝟏
𝟐)

𝒌

𝒌𝟐
−∑

𝑯𝒌
̅̅ ̅̅

𝒌𝟐
(−

𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

∞

𝒌=𝟏

)

= −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − (𝐥𝐧(𝟐) 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) −∑

𝑯𝒌
̅̅ ̅̅

𝒌𝟐
(−

𝟏

𝟐
)
𝒌∞

𝒌=𝟏

) 

 



 

#𝑵𝒐𝒕𝒆:∑
𝑯𝒌
̅̅ ̅̅

𝒌𝟐
𝒙𝒌 =

∞

𝒌=𝟏

= 𝑳𝒊𝟑 (
𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝒙

𝟏 + 𝒙
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏 + 𝒙

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑(−𝒙) − 𝑳𝒊𝟑(𝒙) + 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟐
)

+ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) [𝑳𝒊𝟐(𝒙) + 𝑳𝒊𝟐 (
𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)] 

𝜴𝟐 = −
𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − (−

𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝒍𝒏(𝟐) −

𝟏

𝟔
𝒍𝒏𝟑(𝟐) + 𝟐𝒍𝒏(𝟐)𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
)+ 𝟒𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
)+

𝟏𝟏

𝟒
𝜻(𝟑))

=
𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐)𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
)− 𝟒𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
)−

𝟕

𝟐
𝜻(𝟑) ∴ 

 

   𝑻𝒉𝒆𝒓𝒆𝒇𝒐𝒓𝒆: 
 

𝜴 =
𝟑

𝟐
𝜻(𝟑) + 𝟐𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) +

𝟏

𝟐
𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) −

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟐) − 𝐥𝐧 (

𝟑

𝟐
)𝑳𝒊𝟐 (

𝟐

𝟑
)

−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (

𝟑

𝟒
) 𝑳𝒊𝟐 (

𝟑

𝟒
) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟒
) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
)

− (
𝝅𝟐

𝟏𝟐
𝐥𝐧(𝟐) −

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) 𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) − 𝟒𝑳𝒊𝟑 (−

𝟏

𝟐
) −

𝟕

𝟐
𝜻(𝟑)) 

 

 

#𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝟏)Trilogarithm Inversion Formula (3/2 → 2/3): 

𝐋𝐢𝟑 (
𝟑

𝟐
) = 𝐋𝐢𝟑 (

𝟐

𝟑
) −

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) +

𝛑𝟐

𝟔
𝐥𝐧 (

𝟑

𝟐
) 

2) Explicit Expansion of Constants: 

𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) = −

𝟓

𝟐𝟒
𝒍𝒏𝟑(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟐𝟒
𝒍𝒏(𝟐) −

𝟑

𝟒
𝜻(𝟑) 

𝑳𝒊𝟐 (−
𝟏

𝟐
) =

𝟏

𝟐
𝒍𝒏𝟐(𝟐) −

𝝅𝟐

𝟏𝟐
 

Applying these substitutions algebraically to our derived result yields the final  
compact form:  

𝜴 = 𝑳𝒊𝟑 (−
𝟏

𝟐
) + 𝑳𝒊𝟑 (

𝟐

𝟑
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟑

𝟒
) − 𝑳𝒊𝟑 (

𝟏

𝟑
) + 𝟐𝑳𝒊𝟐 (−

𝟏

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟐) +

𝟏𝟑

𝟖
𝜻(𝟑) +

𝟏

𝟔
𝐥𝐧𝟑 (

𝟑

𝟐
) 

+
𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟐) +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟒

𝟑
) 𝐥𝐧(𝟐)

−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 (

𝟑

𝟐
) 𝐥𝐧(𝟑) −

𝝅𝟐

𝟒
𝐥𝐧(𝟐) +

𝝅𝟐

𝟔
𝐥𝐧(𝟑) +

𝟏

𝟑
𝐥𝐧𝟑(𝟑) −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐) 𝐥𝐧𝟐(𝟑) ∴ 

 
 
 
 

 


