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A FEW LOGARITHMIC INEQUALITIES 

By Florică Anastase-Romania and Mohamed Amine Ben Ajiba-Morocco 

 

Abstract: In this paper are presented a few logarithmic inequalities. 

Application 1. If [�, �] ⊂ ℝ, then prove that: 

�� − ��

��
+

�� − ��

��
+ ��� ��

�

�
�

�

⋅ �
�

�
�

�

� ≤
(� − � + � − �)(�� + ��)

��
; ∀�, � ∈ [�, �] 

Solution 1. 

If [�, �] ⊂ ℝ, �� ∈ [�, �], � = 1, ������, then  

�� ��

�

���

� ��
1

��

�

���

� ≤
(� + �)�

4��
⋅ ��, ∀� ∈ ℕ; (��ℎ�������) 

For � = 2 and �� = �, �� = � we have: 

(� + �) �
1

�
+

1

�
� ≤

(� + �)�

��
; ∀�, � ∈ [�, �] ⇔ 

2 +
�

�
+

�

�
≤

(� + �)�

��
; ∀�, � ∈ [�, �]; (∗) 

Integrating (∗) w.r.t. � from � to �, we have: 

� �2 +
�

�
+

�

�
�

�

�

�� ≤ �
(� + �)�

��

�

�

�� ⇔ 

2(� − �) +
�� − ��

2�
+ �(log � − log �) ≤

(� + �)�

��
⋅ (� − �) ⇔ 

�� − ��

2�
+ log �

�

�
�

�

≤ (� − �) �
(� + �)�

��
− 2� ; ∀� ≥ �;  (1) 

Now, integrating (∗) w.r.t. � from � to �, we have: 

� �2 +
�

�
+

�

�
�

�

�

�� ≤ �
(� + �)�

��
��

�

�

⇔ 

2(� − �) + �(log � − log �) +
�� − ��

2�
≤

(� + �)�

��
⋅ (� − �) ⇔ 

�� − ��

2�
+ log �

�

�
�

�

≤ (� − �) �
(� + �)�

��
− 2� ; ∀� ≤ �; (2) 

By adding (1) and (2), we obtain: 
�� − ��

2�
+

�� − ��
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+ log �

�

�
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�

+ log �
�

�
�

�

≤
(� − � + � − �)(�� + ��)

��
; ∀�, � ∈ [�, �] ⇔ 

�� − ��
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+
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+ log �
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����
� ≤

(� − � + � − �)(�� + ��)

��
; ∀�, � ∈ [�, �] 
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Solution 2. 

Let �(�) = (� − 1) �� +
1

�
� −

�� − 1

2
− log � , � > 0 

We have : 

��(�) = � +
1

�
+ (� − 1) �1 −

1

��
� − � −

1

�
=

(� − 1)�(� + 1)

��
≥ 0, ∀� > 0.   

Then � is increasing on (0, ∞) 
Since �(1) = 0 we have :  �(�) ≥ 0, ∀� ≥ 1   and   �(�) ≤ 0, ∀� ∈ (0, 1] 

Since  
�

�
≥ 1 → � �

�

�
� = �

�

�
− 1� �

�

�
+

�

�
� −

�� − ��

2��
− log �

�

�
� ≥ 0 ⇔�

× �

   

�� − ��

2�
+ log �

�

�
�

�

≤ (� − �) �
�

�
+

�

�
�  (1) 

And ∶  
�

�
≤ 1 →  � �

�

�
� = �

�

�
− 1� �

�

�
+

�

�
� −

�� − ��

2��
− log �

�

�
� ≤ 0 ⇔�

× (��)

 

 
�� − ��

2�
+ log �

�

�
�

�

≤ (� − �) �
�

�
+

�

�
� (2) 

Now, let �(�) = � +
�

�
, � ≥ 1.  We have :  ��(�) = 1 −

�

�� ≥ 0, ∀� ≥ 1  then 

� is increasing on [1, ∞) 

Since  
�

�
≥ ��� �

�

�
,
�

�
� ≥ 1, then ∶ � �

�

�
� ≥ � �

�

�
�   and  � �

�

�
� ≥ � �

�

�
� 

Or ∶   
�

�
+

�

�
≤

�

�
+

�

�
=

�� + ��

��
  (3)  and  

�

�
+

�

�
≤

�

�
+

�

�
=

�� + ��

��
  (4) 

From (1), (2), (3) and (4) we obtain∶ 
�� − ��

2�
+

�� − ��

2�
+ log ��

�

�
�

�

�
�

�
�

�

� ≤ (� − �) ⋅
�� + ��

��
+ (� − �) ⋅

�� + ��

��
 

Therefore, 
�� − ��

2�
+

�� − ��

2�
+ log �

����

����
� ≤

(� − � + � − �)(�� + ��)

��
, ∀�, � ∈ [�, �]. 

Observation. Putting � = � in   
�� − ��

2�
+ log �

�

�
�

�

≤ (� − �) �
(� + �)�

��
− 2� ; ∀� ≥ �;  (1) 

we get: 

2(� − �) +
�� − ��

2�
+ �(log � − log �) ≤

(� + �)�

��
(� − �); (2) 

By adding (1) and (2) it follows the proposed problem by Daniel Culea: 
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�
�
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Application 2. If �, � ∈ (�, ∞) then: 

��� ��
� + �

��
�

��

⋅ �
�� + ���

�� + ���
�

���

� < � − � + ��� ��
�

�
�

�(���)

� 

Proof. In Kurliancik’s inequality 
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�

���

, �� > 0 

we take �� = �; �� = �; �� = �, then  
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+
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+
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� − � + 2� log �
� + �

2�
� + 3�� log �

�(� + �) + ��

�(� + �) + ��
� < 2(� − �) + 2� log �

�

�
� + 2� log �

�

�
� 

log ��
� + �

2�
�

��

⋅ �
�� + 2��

�� + 2��
�

���

� < � − � + log ��
�

�
�

��

⋅ �
�

�
�

��

� 

and for � = �, � = � it follows the desired inequality. 
 

Application 3. If �� > � , � = �, � + ����������� , � ∈ ℕ∗ then prove: 

� �����

� (���� ∙ … ∙ ����) ≥ ����

���

 

Solution. 

�����
� (���� ∙ … ∙ ����) = ������

�� + �����
�� + ⋯ + �����

�����
�

≥⏞
�����

 

≥ �� ∙ �����
�� �����

�� ∙ … ∙ �����
���� 

� �����
� (���� ∙ … ∙ ����) ≥ �� � �����

�� �����
�� ∙ … ∙ �����

���� ≥⏞
�����

������

 

≥ �� ∙ � ∙ ������
�� �����

�� ∙ … ∙ �����
���� �������

��
�

= ���� 

Application 4. If ��, ��, … , �� > �, � ∈ ℕ, � > � then: 

� ���������
�� + ��

������� + ��
�����

���

≥ �� 
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Solution. 

1 + ��
���� = 1 + (1 + �� − 1)���� ≥⏞

���������

1 + ��
� ⇒ 

�1 + ��
����� �1 + �

�

����� ≥ (1 + ��
�)�1 + ��

�� ≥ (1 + ����)� ⇒ 

� ���������
�1 + ��

������1 + ��
�����

���

≥ 2 � ���������
(1 + ����) ≥⏞

�����

���

 

≥ 2� �� ���������
(1 + ����

���

� ) ≥ 2� 

Application 5. If � < � ≤ � < � then: 

��� �
����

����
� ≥ �� + �

�

�
� ��� �

����

����√���
� 

Daniel Sitaru 

Solution. 

��� �
����

����
� ≥ �1 + �

�

�
� ��� �

����

����√���
� 

⇔ ��� �
����

����
� − ��� �

����

����√���
� ≥ �

�

�
��� �

����

����√���
� 

⇔ ��� �
���√��

����
� ≥ �

�

�
��� �

����

����√���
� 

⇔ √��������√��� − √����(����) ≥ √����(����) − √��������√��� 

⇔ �√� + √���������√��� ≥ √����(����) + √����(����) 

⇔ �������√��� ≥
√�

√� + √�
���(����) +

√�

√� + √�
���(����);  (1) 

We have: 

√�

√� + √�
���(����) +

√�

√� + √�
���(����) ≤

������������

 

≤ ��� �
√�

√� + √�
���� +

√�

√� + √�
����� ≤

������������ (�,�)

 

≤ ��� ���� �
�√� + �√�

√� + √�
�� = ��� �����√���� ; (2) 

From (1),(2) it follows that: 
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��� �
����

����
� ≥ �1 + �

�

�
� ��� �

����

����√���
� 

 

Application 6. If �� > � , � = �, � + ����������� , � ∈ ℕ  then: 

� �����

� (���� ∙ … ∙ ����) ∙ �������
���

�∙…∙��∗�
� �� ≥

���

�
���

 

Solution. 

� �����
� (���� ∙ … ∙ ����) ∙ �������

���
�∙…∙��∗�

� �� ≥⏞ 

���âş��

���

 

≥
1

�
�� �����

� (���� ∙ … ∙ ����)

���

� �� �������
���

�∙…∙��∗�
� ��

���

�    (1) 

�����
� (���� ∙ … ∙ ����) = ������

�� + �����
�� + ⋯ + �����

�����
�

≥⏞
�����

 

≥ �� ∙ �����
�� �����

�� ∙ … ∙ �����
���� 

� �����
� (���� ∙ … ∙ ����) ≥ �� � �����

�� �����
�� ∙ … ∙ �����

���� ≥⏞
�����

������

 

≥ �� ∙ � ∙ ������
�� �����

�� ∙ … ∙ �����
���� �������

��
�

= ����     (2) 

� �������
���

�∙…∙��∗�
� �� = �

����

���� + 2(���� + ���� + ⋯ + ������
=

������

 

= �
�����

����� + 2(�������� + ⋯ + ����������)
���

≥ 

≥
(���� + ���� + ⋯ + ������)�

����� + ����� + ⋯ + ������� + 4(�������� + �������� + ⋯ + ����������)
≥

2

3
⇔ 

����� + ����� + ⋯ + ������� ≥ �������� + �������� + ⋯ + ����������      (3) 
From  (1,2,3) we get the problem. 

 

Application 7. If �� > �, ∀� = �, ������; � ∈ ℕ, � ≥ � then prove: 

�����

�������
����

+
�����

�������
���

����
+ ⋯ +

�����

�������
���

� … ����
� ���

≤
�������� … ��

�

����� ∙ ��� (������ … ��)
 

Solution. 

��

��(�� + ��)
+

��

(�� + ��)(�� + �� + ��)
=

�� + ��

��(�� + �� + ��)
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WLOG suppose: 
��

��(�� + ��)
+

��

(�� + ��)(�� + �� + ��)
+ ⋯ +

��

(�� + �� + ⋯ + ����)(�� + �� + ⋯ + ��)

=
�� + �� + ⋯ + ��

��(�� + �� + ⋯ + ��)
⇒ 

��

��(�� + ��)
+

��

(�� + ��)(�� + �� + ��)
+ ⋯ +

��

(�� + �� + ⋯ + ����)(�� + �� + ⋯ + ��)

+
����

(�� + �� + ⋯ + ��)(�� + �� + ⋯ + ����)
= 

=
�� + �� + ⋯ + ��

��(�� + �� + ⋯ + ��)
+

����

(�� + �� + ⋯ + ��)(�� + �� + ⋯ + ����)
= 

=
(�� + �� + ⋯ + ��)� + ��(�� + �� + ⋯ + ��) + ����(�� + �� + ⋯ + ��) + ������

(�� + �� + ⋯ + ��)��(�� + �� + ⋯ + ����)
= 

=
�� + �� + ⋯ + ����

��(�� + �� + ⋯ + ����)
 

From (� + �)� ≥ 4�� ⇒
�

��
≥

�

(���)� we have: 

��

��(�� + ��)
≥

4��

(2�� + ��)�
 

��

(�� + ��)(�� + �� + ��)
≥

4��

(2�� + 2�� + ��)�
 

��

(�� + �� + ⋯ + ����)(�� + �� + ⋯ + ��)
≥

4��

(2�� + 2�� + ⋯ + 2���� + ��)�
 

Adding up relationships, we have: 
4��

(2�� + ��)�
+

4��

(2�� + 2�� + ��)�
+ ⋯ +

4��

(2�� + 2�� + ⋯ + 2���� + ��)�
≤ 

≤
��

��(�� + ��)
+

��

(�� + ��)(�� + �� + ��)
+ ⋯

+
��

(�� + �� + ⋯ + ����)(�� + �� + ⋯ + ��)
=

�� + �� + ⋯ + ��

��(�� + �� + ⋯ + ��)
⇒ 

��

(2�� + ��)�
+

��

(2�� + 2�� + ��)�
+ ⋯ +

��

(2�� + 2�� + ⋯ + 2���� + ��)�

≤
�� + �� + ⋯ + ��

4��(�� + �� + ⋯ + ��)
 

For: �� = �����; �� = �����; … ; �� = ����� we get: 

�����

����(��
���)

+
�����

����(��
���

���)
+ ⋯ +

�����

����(��
���

� … ����
� ��)

≤
��� ����� … ��

�

����� ∙ ��� (������ … ��)
 

Application 8. For �, �, � > � prove: 

��� �
(� + �)�(� + �)�(� + �)�

�
�

�

≤ �(�� + �) ���
�

�
���
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Solution. 

If � > 2, then 
�

�
<

�

�
, tan

�

�
>

�

�
>

�

�
, 

cos�
�

�
=

1

1 + tan� �

�

<
1

1 + �
�

�
�

� <
1

1 + �
�

�
�

� =
��

�� + 9
⟺ sin

�

�
>

3

√�� + 9
; (1) 

log(1 + �) ≤
�

√1 + �
, ∀� ≥ 0; (2) 

� = �� + 8; (2) ⇒ log(9 + ��) ≤
8 + ��

√9 + ��
⟺

log(9 + ��)

8 + ��
≤

1

√9 + ��
; (3) 

From (1), (2), (3) it follows that: 
log(9 + ��)

8 + ��
≤

1

√9 + ��
≤

1

3
sin

�

�
⟺ log(9 + ��) ≤

1

3
(�� + 8) sin

�

�
 

log �
(3 + �)�

2
� ≤

1

3
(�� + 8) sin

�

�
 

Therefore, 

log �
(3 + �)�(3 + �)�(3 + �)�

8
�

�

≤ �(�� + 8) sin
�

�
���

 

Application 9. If �, �, � > �, then: 

� �������� + �����(� + ����) ≥ �(� + �)���(� + �)���(� + �)���

���

 

Solution. From Bernoulli’s inequality, we have:  �

���� = (1 + � − 1)��� ≥ ��

���� = (1 + � − 1)��� ≥ ��

���� = (1 + � − 1)��� ≥ ��

 

�

(1 + ����)(1 + ����) ≥ (1 + ��)(1 + ��) ≥ (� + �)�

(1 + ����)(1 + ����) ≥ (1 + ��)(1 + ��) ≥ (� + �)�

(1 + ����)(1 + ����) ≥ (1 + ��)(1 + ��) ≥ (� + �)�

 

� ������(1 + ����)(1 + ����) ≥ � ������(� + �)�

������

= 

= 2 � ������(� + �) ≥⏞
�����

6 ∙ �� ������(� + �)

���

� = 6     (�)

���

 

∴ ������ ≥ ������, ∀�, �, � > 1 ↔ (� − �)��� + (� − �)��� + (� − �)��� ≤ 0 

�� 1 ≤ � ≤ � ≤ � → (��� ≤ ��� ≤ ���, � − � ≥ � − �) ⇒
�����������

 

(� − �)��� + (� − �)��� ≤
1

2
(� − �) ��(��) = (� − �)����� 

→ (� − �)��� + (� − �)��� + (� − �)��� ≤ (� − �)����� + (� − �)��� = 
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= (� − �)��
���

�
≤ 0 ∴ 

From: � = � + �, � = � + �, � = � + � → (� + �)���(� + �)���(� + �)��� ≤ 1   (��) 
From(�), (��) it follows that: 

� ������(1 + ����)(1 + ����) ≥ 6(� + �)���(� + �)���(� + �)���

���

 

 

Application 10. Let �� ∈ (�, ∞), � = �, ������, � ∈ ℕ, �� + �� + ⋯ + �� = ���, then: 

���� ��
�� + ��� ��

�� + ⋯ + ��� ��
�� + ⋯ + ���� ��

�� + ��� ��
�� + ⋯ + ��� ��

���� ≤ ��� 

Solution. 

���� ��
�� + ��� ��

�� + ⋯ + ��� ��
�� + ⋯ + ���� ��

�� + ��� ��
�� + ⋯ + ��� ��

���� = 

= �(�� + �� + ⋯ + ��) ��� �� + ⋯ + �(�� + �� + ⋯ + ����) ��� �� ≤
���

 

≤
���

�(�� + �� + ⋯ + ��) + ⋯ + (�� + �� + ⋯ + ����) ⋅ �� ��� ��

�

���

= 

= �(� − 1)�� ⋅ ����(���� ⋅ … ⋅ ��) ≤ �(� − 1)�� ⋅ ���� �
�� + �� + ⋯ + ��

�
�

�

= 

= �(� − 1)�� ⋅ �� ⋅ ��� �
��

�
� = �(� − 1)��� ⋅ √4� = 2��� ⋅ √� − 1 ≤ 

≤ 2��� ⋅
� − 1 + 1

2
= ���� < 9�� 
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