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2401. In ���� the following relationship holds: 

�

�
+ �

��

��
���

≥ � ⋅ �
�� − ��

��
���

 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania  

Solution 1 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�

�
+ �

��

��
≥ � �

�� − ��

��
⇔�

∵ 
�

��
�

�
��

�
�
��

 � 
�
�

�
�

��
+ �

��

��
≥ � �

���
� − ��

��

⇔ �
� + ��

��
≥⏞
(�)

�
���(� − �)

���
 

���, ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �) = ���
� + �(� − �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ �� − ��

� = �����

⇒
�(� + ��)

�����(� − �)
=

�(�� − ��
�)

��� �
��

� − �� (� − �)(� − ��)
 

=
������

�����(� − ��)
=

�� �
��

� − �� �
���

� �

�����(� − ��)
=

�

�(� − �)(� − ��)
≥⏞
? �

��
⇔

���

�(� − �)
≥⏞
?

� − ��

⇔ �� +
���

�(� − �)
≥⏞
?

⏟
(�)

� 

���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �)

− �(� − �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 



 
www.ssmrmh.ro 

 � RMM-TRIANGLE MARATHON 2401-2500 

 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ����

= � + � ��� ��� ����� �������������, 

(�) ⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}

≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ �

→ ���� ⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �) 

⇒ �� +
���

�(� − �)
≥⏞

���

��
�����

�(� − �)
≥ ��

��(� − �)

�(� − �)
= � ⇒ (�) �� ���� ⇒

�(� + ��)

�����(� − �)

≥
�

��
⇒

� + ��

��
≥

���(� − �)

���
��� ������� 

⇒⏞
������� ��

�
� + ��

��
≥ �

���(� − �)

���
⇒ (�)�� ���� ∴

�

�
+ �

��

��

≥ � �
�� − ��

��
 (���) 

 Solution 2 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�
��

��
���

≥⏞
�����

�
��

��
���

≥⏞
�����

� ⋅ �
������

������

�

≥⏞
�������������

� 

�

�
+ �

��

��
���

≥⏞
����������

�√� + �; (�) 

�� − �� > 0; (� > �); (��� �������) → �
�� − ��

��
���

≥⏞
�����

�
�� − ��

��
���

= 

= � �� −
�

�
�

���

= � −
��

�
= � 

� ⋅ �
�� − ��

��
���

≤ � ≤ �√� + � ≤⏞
(�)

�

�
+ �

��

��
���

 

Therefore, 

�

�
+ �

��

��
���

≥ � ⋅ �
�� − ��

��
���
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2402. In ���� the following relationship holds: 

�
(�� + ��)(�� + ��)

����
≤

�

�
�

�

�
�

�

 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution 1 by Alex Szoros-Romania 

� ⋅ �� = �� ⇔ �� =
��

�
 

(�� + ��)(�� + ��)

����
=

�
��
� +

��
�

� �
��
� +

��
� �

��
�

⋅
��
�

=
(� + �)(� + �)

��
= 

=
�� + (� + �)� + ��

��
= � +

� + �

�
+

��

��
≤ � +

� + �

�
+

�� + ��

���
 

⇒ �
(�� + ��)(�� + ��)

����
≤ � + �

� + �

�
+

�

�
�

�� + ��

��
= 

= � + ∑ �
�

�
+

�

�
� +

�

�
∑ ��

�

�
+

�

�
�

�

− �� ⇒ (Băndilă) 

⇒ �
(�� + ��)(�� + ��)

����
≤ � �

�

�
+

�

�
� +

�

�
� �

�

�
+

�

�
�

�

≤ 

≤ ∑
�

�
+

�

�
�

�

�
�

�

=
��

�
+

�

�
�

�

�
�

�

   (1) 

On the other side �
�

�
+

�

�
�

�

�
�

�

≤
�

�
�

�

�
�

�

⇔ 

⇔ � +
�

�
�

�

�
� ≤

�

�
�

�

�
�

�

⇔ �
�

�
�

�

−
�

�
− � ≥ � 

⇔ �
�

�
− �� �

�

�
+ �� ≥ �   true   (2) 

From (1) and (2) ⇒ ∑
(�����)(�����)

����
≤

�

�
�

�

�
�

�

 

Solution 2 by Marian Ursărescu -Romania 

(�� + ��)(�� + ��) = ��
� + ���� + ���� + ���� ≤ ��

� + ���� + ���� + ���� 

≤ ��
� + ��

� + ��
� + ��

�   (1) 

But �� = ��(� − �) ⇒ ��
� + ��

� + ��
� ≤ ��   (2)  
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From (1)+(2):  

(�� + ��)(�� + ��) ≤ �(� − �) + �� = �(� − � + �) = �(� + �) ⇒ we must show: 

� ∑
���

����
≤

�

�
�

�

�
�

�

   (3) 

�
� + �

����
= �

��(� + �)

���
=

�

�����
⋅ � ��(� + �) ≤

�

�����
�(�� + ��) = 

=
�

�����
∑ �� =

�

����� ⋅ ��(�� − ��� − ���) =
����������

���    (4) 

From (3)+(4) we must show: 

�������������

��� ≤
�

�
�

�

�
�

�

⇔ ��(�� − ��� − ���) ≤ ���    (5) 

From Gerretsen: �� ≤ ��� + ��� + ���  (6) 

From (5)+(6) we must show: 

��(��� − ���) ≤ ��� ⇔ ���(�� − �) ≤ ��� ⇔ ��� − ��� ≤ ��� ⇔ 

��� − ��� + ��� ≥ � ⇔ (�� − �)(� − ��) ≥ � true (Euler) 

 

2403. In ����, �� −Nagel’s cevian, �� −Gergonne’s cevian, the following 

relationship holds: 

� �
��

��
���

≥ �√� ⋅ � �
�� − ��

�� + �
���

 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution 1 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

���, ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �) = ���
� + �(� − �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
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= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ �� − ��

� = �����

⇒
�(� + ��)

�����(� − �)
=

�(�� − ��
�)

��� �
��

� − �� (� − �)(� − ��)
 

=
������

�����(� − ��)
=

�� �
��

� − �� �
���

� �

�����(� − ��)
=

�

�(� − �)(� − ��)
≥⏞
? �

��
⇔

���

�(� − �)
≥⏞
?

� − ��

⇔ �� +
���

�(� − �)
≥⏞
?

⏟
(�)

� 

���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �)

− �(� − �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ����

= � + � ��� ��� ����� �������������, 

(�) ⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}

≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �) 

⇒ �� +
���

�(� − �)
≥⏞

���

��
�����

�(� − �)
≥ ��

��(� − �)

�(� − �)
= � ⇒ (�) �� ���� ⇒

�(� + ��)

�����(� − �)

≥
�

��
⇒

��

��
≥

�(�� − ��)

�� + �
 

⇒ �
��

��
 ≥ �√��

�� − ��

�� + �
 ��� ������� ⇒⏞

������� ��

� �
��

��
≥ �√� � �

�� − ��

�� + �
 (���) 

 Solution 2 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� − �� = �� �
�

�
− �� =

��(� − �)

�
=

���

��
, �� ≥ ��; (��� �������) → 
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� �
�� − ��

�� + �
���

≤ √� ⋅ � �
��

��
⋅

�

��� + �
���

 

� ≥ � ≥ � → �� ≤ �� ≤ �� ��� �� ≥ �� ≥ �� → �
��

��
≥ �

��

��
≥ �

��

��
 ���  

�

��� + �
≥

�

��� + �
≥

�

��� + �
. ����� ����������� → 

� �
��

��
⋅

�

��� + �
���

≤
�

�
�� �

��

��
���

� ��
�

��� + �
���

� ≤⏞
����� �

�√�
�� �

��

��
���

� ��
√�

�� + �
���

� ≥ 

≥⏞
��� �

�√�
�� �

��

��
���

� ��� �
�

�� + �
���

� 

��� �(�) =
�

�� + �
; (� > 0), �� ����: ��(�) =

��

(� + ��)�
 ��� ���(�) = −

��

(� + ��)�
< 0 

���� ������ → �
�

�� + �
���

= � �(�)

���

≤ �� �
∑�

�
� = � ⋅

��
�

�� +
��
�

=
��

�� + �
 

→ �√� � �
�� − ��

�� + �
���

≤
�√��

�√�
�� �

��

��
���

� �� ⋅
��

�� + �
=

�√��

√�� + �
� �

��

��
���

≤⏞
(?)

� �
��

��
���

 

�� ≤ �� + � ⇔ �� ≤ �, ���� ���� ���������� � ≥ �√�� ≥ �� 

Therefore, 

� �
��

��
���

≥ �√� ⋅ � �
�� − ��

�� + �
���

 

 

2404. �� ��� ∆ ��� �����: 

� �
����

����
≥ �√� � �

�� − ��

�� + �
 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 
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Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� �
����

����
≥ �√� � �

�� − ��

�� + �
⇔ � �

����

����
≥ �√� � �

���
� − ��

�� + �

⇔ � �
����

����
≥⏞
(�)

� �
���(� − �)

�(�� + �)
 

���, ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �) = ���
� + �(� − �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ �� − ��

� = �����

⇒
�����(� + ��)

�������(� − �)
=

�����(�� − ��
�)

�����(� − �)��(� − ��)
 

=
�����(�����)

�����(� − �)��(� − ��)
≥⏞

����� �
� + �

� ���
�
�� �

���
� + �

���
�
�� � �

���
� �

��(� − �)��(� − ��)

=
�� �

�(� − �)
��

� �

�(� − �)��(� − ��)
=

��

���(� − ��)
≥⏞

��� ��

(�� + � − ��)�
= � 

⇒
����

����
≥

���(� − �)

�(�� + �)
⇒ �

����

����
≥ �

���(� − �)

�(�� + �)
��� ������� ⇒⏞

������� ��

� �
����

����

≥ � �
���(� − �)

�(�� + �)
⇒ (�) �� ���� 

∴ � �
����

����
≥ �√� � �

�� − ��

�� + �
 (���) 
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2405. In ���� the following relationship holds: 

������

������
+ �

��

�� + ��
≥

�

�
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

������

������
+ �

��

�� + ��
≥⏞
(∗)

�

�
      

�� ���� ∶  
������

������
= ��� �

� + �

���. ���
�
�

=
���

����.
�

��

.
(� + �)(� + �)(� + �)

����

=
(� + �)(� + �)(� + �)

����
 

��� �
��

�� + ��
= �

�

� +
��

��

= �
�

� +
�� + ��

���

= �
���

(� + �)�
 

→ (∗) ↔
∏(� + �)

����
+ �

���

(� + �)�
≥

�

�
↔

∏(� + �) − ����

����
≥ � �

�

�
−

���

(� + �)�
� 

↔
∑ �(� − �)�

����
≥ �

(� − �)�

�(� + �)�
↔ �(� − �)� �

�

���
−

�

(� + �)�
� ≥ � 

↔ �
(� − �)�

���(� + �)�
≥ �, ����� �� ����. 

���������,
������

������
+ �

��

�� + ��
≥

�

�
 

 

2406. If � is positive real number and � is integer number, ��� is a triangle 

with � area  and  

(��)���, �� = �, �� = �, ���� = ���� + ��, ∀� ∈ ℕ, then: 

��(���)

�����
� + ������

��
� +

��(���)

�����
� + ������

��
� +

��(���)

(����
� + ������

�)�
≥

����

������
� � 

Proposed by D.M.Bătineţu-Giurgiu, Neculai Stanciu-Romania 



 
www.ssmrmh.ro 

 �� RMM-TRIANGLE MARATHON 2401-2500 

 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

�
��(���)

�����
� + ������

��
�

���

= �
(��)���

�����
� + ������

��
�

���

≥⏞
������

 

≥
(∑��)���

�(�� + ����) ∑ ��
��

=⏞
������� (∑ ��)���

����
� ⋅ �

�
�

∑ ���
� =

(∑��)���

����
� ⋅ �

�
��

�

(∑ ��)�

= 

=
∑��

����
� ⋅

��

��

≥⏞
��� ����

������
� � 

2407. In ���� the following relationship holds: 

 �
� − �

�� − �
≥ � �

��

� + �
    

  Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution 1 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  �
��

� + �
≤⏞

����������

�
���

��(� + �)
= �� �

�

�� + ��
≤⏞

���

�� �
�

�
�

�

��
+

�

��
� 

=
��

�
�

�

��
=

��

�
.

��

����
=

�

��
  →   � �

��

� + �
≤

�

��
  (�) 

��� ∶  �
� − �

�� − �
=

�

�
�

� − �
�

� − � − �
=

�

�
�

(� − �)�

�
  ≥⏞

���

  
�

�
.
[∑(� − �)]�

∑ �
 

=
�

�
.
��

��
=

�

��
  ≥⏞

(�)

  � �
��

� + �
 

���������, �
� − �

�� − �
≥ � �

��

� + �
 

Solution 2 by Marian Ursărescu-Romania 

�
� − �

�� − �
���

= �
� − �

� �
�

� − � −
�
�����

=
�

��
�

� − �
�

�(� − �)���

=
�

�
�

(� − �)�

�
���

= 

=
�

�
⋅

�(�� + �� − ����)

���
=

�(�� + �� − ����)

����
; (�) 
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�� ≤
�� + �� + ��

�√��
→ � �

��

� + �
���

≤
(�� + �� + ��)

√�
�

�

�� + ��
���

 

���:
�

� + �
≤

�

�
�

�

�
+

�

�
� → �

�

�� + ��
���

= �
�

�(� + �)
���

≤
�

�
� �

�

��
+

�

��
�

���

=
�

�
�

�

��
���

 

→ � �
��

� + �
���

≤
�� + �� + ��

�√�
�

�

��
+

�

��
+

�

��
� =

�� + �� + ��

�√���
; (�) 

From (�), (�) we must show that: 

�(�� + �� − ����)

����
≥

�� + �� + ��

�√���
⇔ 

√��(�� + �� − ����) ≥ � ⋅ �(�� − �� − ���); (�) 

���: � ≥ �√��; (����������). From (�), (�) we must show that: 

�(�� + �� − ����) ≥ �(�� − �� − ���) ⇔ ��� ≥ ����� − ����; (�) 

���: �� ≥ ���� − ���; (�)(���������) 

From (�), (�) we must show that: 

����� − ���� ≥ ����� − ���� ⇔ ���� ≥ ���� ⇔ � ≥ �� (�����) 

2408. In ���� the following relationship holds: 

��� ≤
��

��
+

��

��
+

��

��
≤ �� �

��

�
− �� 

Proposed by Kostas Geronikolas-Greece 

Solution by Marian Ursărescu-Romania 

For LHS:  
��

��
+

��

��
+

��

��
≥ � ⋅ �

(���)�

������

�
. We must show that: 

� ⋅ �
(���)�

������

�

≥ ��� ⇔
(���)�

������
≥ ����; (�) 

But ��� = ���� and ������ ≤
���

�
; (�). From (�), (�) we must to prove that: 

� ⋅ ��������

���
≥ ���� ⇔ � ≥ �� (�����) 
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For RHS:  �� ≥
�����

��
≥

��

��
. So, we must show that: 

�� �
��

��
+

��

��
+

��

��
� ≤ �� �

��

�
− �� ⇔

�� + �� + ��

���
≤

�� − �

�
⇔ 

��(�� − ��� − ���)

����
≤

�� − �

�
⇔ �� − ��� − ��� ≤ ��� − ��� 

⇔ �� ≤ ��� + ��� + ���, which is true from Gerretsen’s inequality. 

2409. In ���� the following relationship holds: 

�
���� �

�

���� �
����

≥ � −
�

��
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 
Solution by Marian Ursărescu-Romania 

�
���� �

�

���� �
�

+ � ����
�

�
=

���� �
�

���� �
�

+
���� �

�

���� �
�

+ ����
�

�
+ ����

�

�
+ ����

�

�
≥ 

≥ ��
����� �

�

���� �
�

⋅ ����
�

�

�

= � ����
�

�
; (��� �������) 

�
���� �

�

���� �
����

≥ ����
�

�
+ ����

�

�
+ ����

�

�
; (�) 

���: ����
�

�
+ ����

�

�
+ ����

�

�
= � −

�

��
; (�) 

From (�), (�) it follows that: 

�
���� �

�

���� �
����

≥ � −
�

��
 

2410. In ���� the following relationship holds: 

�� ⋅ �� ⋅ �� ⋅ ��√���
�√��

≤ (�� + �� + ��)�� 

Proposed by Daniel Sitaru – Romania  
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Solution by Iulian Cristi and Ruxandra Daniela Tonilă-Romania 

Recall Cauchy’s generalized inequality: 

��
����

�� … ��
�� ≤ �

���� + ���� + ⋯ + ����

�� + �� + ⋯ + ��
�

������⋯���

 

Take �� = �� = �; �� = �� = �, �� = �� = � ⇒ 

⇒ ������ ≤ �
�� + �� + ��

� + � + �
�

�����

= �
�� + �� + ��

��
�

��

 

Our inequality becomes ��������√���
�√��

≤ �
��������

��
�

��

��√���
�√��

 

We shall prove that: 

�
�� + �� + ��

��
�

��

��√���
�√��

≤ (�� + �� + ��)�� 

Using Mitrinovic ⇒ �√�� ≤ � ⇒ �√�� ≤ �� ⇒ ��√���
�√��

≤ (��)�� 

⇔ �
�

��
�

��

��√���
�√��

≤ | ⋅ (�� + �� + ��)�� 

�
��������

��
�

��

��√���
�√��

≤ (�� + �� + ��)�� true 

2411. In ����, ��, ��, �� −excenters, then∶  

�
(���)���

��
≥ ���� ⋅ ����� ⋅

����

��
    

 Proposed by Daniel Sitaru-Romania 

Solution 1 by Avishek Mitra-West Bengal-India 

���: �� ⊥ ��, ∠���� =
�

�
,

��

���
= ���

�

�
→

� ⋅ ���
�
�

���
= ���

�

�
→ ��� =

�

���
�
�

 

�
(���)���

��

���

≥⏞
�����

��
(∏���)���

(∏�)�

�

= �

��
��

∏���
�
�

�

���

(���)�

�

= �
⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
�

⎝

⎛ ��

∏��(� − �)
�� ⎠

⎞

���

(���)�

�

= 
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= �

��
��

��
���

�

���

(���)�

�

= �
��

�� ⋅ ���
�� �

���

(���)�

�

= ��
(����)���

(���)�

�

 

���� �� ����: ��
(����)���

(���)�

�

≥ ���� ⋅ ����� ⋅
����

��
→ 

�� ⋅
(����)���

(���)�
≥ ���� ⋅ �

(���)⋅
�
� ⋅

�����

���
→ 

�� ⋅
(��)�

(��)�
⋅

���

��
⋅ ���� ≥ ���� ⋅ �

�(���)
� ⋅

�����

���
→ 

�� ⋅ �� ⋅ ���� ⋅ ��� ≥ ���� ⋅ �
�(���)

� ⋅ �����; (�) 

∵ � ≥ �� (�����) → ��� ≥ �� ⋅ ��� → �� ≥ �� 

∵ � > 3√�� (����������) → �� ≥ ���� → �� ≥ �
��
� ⋅ �� 

�� ⋅ �� ⋅ ���� ⋅ ��� ≥ �� ⋅ �
��
� ⋅ �� ⋅ �� ⋅ ���� ⋅ �� ⋅ ��� = 

= ���� ⋅ �
��
� ⋅ �� ⋅ �� ⋅ ����� = ���� ⋅ �

�(���)
� ⋅ ����� → (�)�� ����. 

Solution 2 by George Florin Şerban-Romania 

�����: ��� =
(�� − �)��

�
=

��
�

�
− �� 

�
(���)���

��

���

≥⏞
����� (∑���)���

(∑�)�
=

�
�
�

∑ ��
� − ∑ ���

���

����
≥⏞

����������

 

≥
�
(�� + �)� − ���

� − (�� + �)�
���

�� �
�√��

� �

� =
�
(�� + �)�

� −
���

� − �� − ��
���

�� ⋅
�

��
� ��

��

= 

=
(���� + ��� − ���)���

�
��
� ⋅ ���� ⋅ ��

=
����(��� − ��� − ���)���

�
��
� ⋅ ���� ⋅ ��

≥⏞
?

���� ⋅ ����� ⋅
����

��
 

⇔ (��� − ��� − ���)��� ≥ ����� ⋅ �
��
� ⋅ �

���
� = (��)��� ⋅ (��)��� = (���)��� 
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��� − ��� − ��� ≥ ��� ⇔ ��� − ��� − ���� ≥ � ⇔ � �
�

�
�

�

− � �
�

�
� − �� ≥ � 

� =
�

�
≥ � → ��� − �� − �� ≥ � → (� − �)(�� + �) ≥ � ����. 

Solution 3 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  ��� =
��

���
�
�

=
� ���

�
�

���
�
�

=
�

���
�
�

 (��� �������) 

��� �(�) =
�

��� �
, � ∈ ��,

�

�
� → ��(�) =

��� �

���� �
 ��� ���(�) =

� + ���� �

���� �
> 0

→ � − ������. 

→ � ��� = � � � �
�

�
� ≥⏞

������

 ��. � �
�

�
�

�

�
� =

��

���
�
�

= �√��  →  � ��� ≥ �√�� (�) 

�
(���)���

��
  ≥⏞

�ö����

   
(∑ ���)���

(∑ �)�
   ≥⏞

(�)

   
��√�� �

���

(��)�
= ������. � ≥ 

≥⏞
����������

 ������. �√��  ≥⏞
�����

 ������. �. �
��

�
�

�

 

���������, �
(���)���

��
≥ ���� ⋅ ����� ⋅

����

��
 

2412. In acute ���� the following relationship holds: 

�
���� �

���� �
���

≥
�(� + �)�

��
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

���� − ����� → ��� � , ��� � , ��� � > � 

��
���� �

���� �
���

� �� ��� �

���

�

�

⋅ (� + � + �) ≥⏞
������

�� ��� �

���

�

�
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→ �
���� �

���� �
���

≥
�

�
�� ��� �

���

�

�

=
�

�
⋅ �

�� − �� − ���

���
�

�

≥⏞
(�)

�(� + �)�

��
 

(�) ⇔ �
�� − �� − ���

���
�

�

≥
(�(� + �))�

��
⇔

�� − �� − ���

���
≥

�(� + �)

�
 

⇔ �� − �� − ��� ≥ ��(� + �) ⇔ �� ≥ ���� + ��� 

But: �� ≥ ���� − ��� (���������). We need to prove that: 

���� − ��� ≥ ���� + ��� ⇔ ��� ≥ ���� ⇔ � ≥ �� (�����) → (�) is true. Proved. 

 

2413. In ���� the following relationship holds: 

 �
� − �

�� − ��
≤ � �

� − �

�� − �
      

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  �� − �� = �� �
�

�
− �� =

��(� − �)

�
→

� − �

�� − ��
=

�

��
  (��� �������) 

→ �
� − �

�� − ��
= �

�

��
=

�

�
  (�) 

��� ∶  � �
� − �

�� − �
=

�

�
�

� − �
�

� − � − �
=

�

�
�

(� − �)�

�
  ≥⏞

���

  
�

�
.
[∑(� − �)]�

∑ �
 

=
�

�
.
��

��
=

�

�
  =⏞

(�)

  �
� − �

�� − ��
 

���������, �
� − �

�� − ��
≤ � �

� − �

�� − �
 

 

2414. In ����, �� −Nagel’s cevian, the following relationship holds: 

��

��
+

��

��
+

��

��
≥

��

� − �
 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 
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Solution 1 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

���������� ����: � �
�

�
− �� �

��

��
���

= � �
��

��
+

��

��
�

���

 

��

��
+

��

��
=

��
� + ��

�

����
=

�� − ����� + ��
�

����
 

�� − ����� + ��
�

��
=

��

��
−

���

�
+

��

� − �
=

���(� − �) − ����� +
�����

� − �
�(� − �)��

= 

=
���(� − �)� − �����(� − �) + �����

���(� − �)
= 

= � ⋅
�(� − �)� ���

�
� − ���(� − �) ���

�
� + ��� ���

�
�

��(� − �) ���
�
�

= 

= � ⋅
�(� − �)� ���

�
� − ���(� − �) ���

�
� + ��(� − �) ���

�
�

��(� − �) ���
�
�

= 

= � ⋅
�(� − �) ���

�
� − ��� ���

�
� + �� ⋅ ���

�
�

�� ⋅ ���
�
�

= 

= � ⋅
���� ⋅ ���� �

� ∏ ����
�
�� − ��� ⋅ ���

�
� + �� ⋅ ���

�
�

�� ⋅ ���
�
�

 

→
��

� + ��
�

��
= � ⋅

��� ⋅ ���� �
� − ��� ⋅ ���

�
� + ��� ⋅ ���

�
� ���� �

�

�� ⋅ ���
�
�

= 

= � ⋅
�� �� − ���� �

�� − �� + �� ⋅ ���� �
�

�
=

��(� − �)

�
= � �

�

�
− �� �� 

→ � �
��

��
+

��

��
�

���

= �
��

� + ��
�

����
���

= � �
�

�
− �� �

��

��
���

 

�� �� − ��:
��

��
+

��

��
≥ �; (��� �������) → � �

�

�
− �� �

��

��
���

≥ � 

Therefore, 
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��

��
+

��

��
+

��

��
≥

��

� − �
 

Solution 2 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ��� ����������, �� ����: �
��

��
���

≥
�

∑
��

��

 

�
��

��
���

≤⏞
���

���
��

�

��
���

� ��
�

��
���

� = �
�

�
�

�� − �����

��
���

= 

= �
��

��
−

�

�
� ��

���

= �
��

��
−

�(�� + �)

�
≤⏞

���������

�
��� + ��� + ��� − ��� − ���

��
=

�� − �

�
 

→ �
��

��
���

≥
��

�� − �
≥⏞
(?)

��

� − �
 

Therefore, 
��

��
+

��

��
+

��

��
≥

��

���
 

2415. In ���� the following relationship holds: 

�
�� + ��

��
���

≤ �
��

�
⋅ �

��

��
���

�
��

��
 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�
�� + ��

��
���

= � �� �
�

��
+

�

��
�

���

= �
� + �

�
���

; (�) 

�� =
���

�� + ��
⋅ �� ≥⏞

�������� ���

�� + ��
⋅

�� + ��

��
=

��

��
→

��

��
≥

� + �

�� ⋅ ���
�
�

; (�) 

��

��
=

�(� − �)

�
=

� ⋅ �� ⋅ ���
�
� ���

�
� ���

�
�

�� ⋅ ���
�
� ���

�
�

=
� ���

�
� ���

�
� 

���
�
�

= 
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=
�∏ ���

�
�

���� �
�

=
�

��
⋅

�

���� �
�

; (�) 

�
��

�
⋅ �

��

��
���

�
��

��
≥⏞

(�),(�)

�
� + �

�� ⋅ ���
�
� ���

�
����

= �
� + �

�� ⋅ ��� �
���

= �
� + �

�
���

=⏞
(�)

�
�� + ��

��
���

 

Therefore, 

�
�� + ��

��
���

≤ �
��

�
⋅ �

��

��
���

�
��

��
 

2416. ��, ��, �� −excenters in ����. Prove that : 

�

[����]
+

�

[����]
+

�

[����]
≥

�

�
 

Proposed by Eldeniz Hesenov-Georgia 

Solution 1 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

 

�� ���� ∶  [����] =
���

�
(��� �������) 

→ �
�

[����]
= � �

�

���
≥⏞

���������
�

�
��

�

�
� ��

�

��
� ≥⏞

��� �

�
.

�

∑ �
.
�

�
=

�

��
=

�

�
 

���������, �
�

[����]
≥

�

�
 

Solution 2 by Avishek Mitra-West Bengal-India 

��� = ��, �� = �, [����] =
�

�
� ⋅ �� 
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�
�

[����]
= �

�

�
�

� ⋅ �� = � �
�

� ⋅
�

� − �

=
�

�
⋅ �

� − �

�
= 

=
�

�
�� �

�

�
− �� =

�

�
�� ⋅

∑��

���
− �� =

�

�
�� ⋅

�� + �� + ���

����
− �� = 

=
�

�
⋅

�� − ��� + ��

���
 

Need to show: 

�

�
⋅

�� − ��� + ��

���
≥

�

�
↔ �� − ��� + �� ≥ ��� ↔ �� ≥ ���� − �� 

But: �� ≥ ���� − ��� (���������), so we must to prove thetL 

���� − ��� ≥ ���� − �� ↔ ��� ≥ ��� ↔ � ≥ �� (�����). 

 

2417. If � ≥ �, �, � > � and �, �, � are the measures of the angles of triangle 

���, then prove that: 

�
����

������ + �����������
�

���

≥ �
�

� + �
�

�

(���� + ���� + ����)��� 

Proposed by D.M.Bătinețu Giurgiu, Neculai Stanciu-Romania 

Solution by Tran Hong-DongThap-Vietnam 

������� + �����������

���

= � � ����

���

+ � � ���������

���

≤⏞
�����

 

≤ � � ����

���

+ � � �
���� + ����

�
�

���

= (� + �) � ����

���

; (�) 

��
����

������ + �����������
�

���

� �������� + �����������

���

�

�

(� + � + �)����� ≥ 

≥⏞
������

� ����

���
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→ �
����

������ + �����������
�

���

≥
∑����

��� �∑������ + ������������
� ≥⏞

(�)

 

≥ �� ⋅
∑����

�(� + �)∑�����
� = �� ⋅

∑����

(� + �)�(∑����)�
= �

�

� + �
�

�

(∑����)��� 

 

2418. In ����, �� −Gergonne' s cevian, the following relationship holds : 

�� ⋅ ��

��
≥ ���

� + (�� + �� − ���)��   

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 
Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

(∗) 
��. ��

��
≥ ���

� + (�� + �� − ���)�� 

�� ���� ���� ∶  ��
� = (� − �)� + ���� ��� �� + �� =

�����

��
=

��(� − �)

��
 

→ ��
� + (�� + �� − ���)�� = (� − �)� + ���� + �

��(� − �)

��
− ���� �� 

= (� − �)� + ��(� − �) − ���� �
�

� − �
− �� = (� − �)� + ��(� − �) −

�����

� − �
 

= (� − �)� + ��(� − �) − ���� =⏞
�����������

[(� − �) + �]� − �� − ��� + ����� 
= (� + �)� − ��� + ��(� − �) − �� = (� − �)� + (� + �)� − �� − �� 

→ ���
� + (�� + �� − ���)�� = ����

� − �� 
�� ���� ���� ∶ �� = ��|��� �| → ��� = ���(� − ���� �) = ��� − �� 

→ (∗) ↔
(��� − ��)��

�

���
≥ ���

� − �� ↔ � �
���

��
�

�

− �� ≥ ���
� − �� ↔

���

��
≥ �� 

����� �� ���������� ����������. 

���������,
��. ��

��
≥ ���

� + (�� + �� − ���)�� 

 
2419. In ���� the following relationship holds: 

�
���� + ����

���� �
�

+ �
���� + ����

���� �
�

+ �
���� + ����

���� �
�

+ �

�
�����

+
�

�����
+

�
�����

≤
��

��
 

Proposed by George Apostolopoulos-Messolonghi-Greece 
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Solution by Sanong Huayrerai-Nakon Pathom-Thailand 

For ���� we have: ���� + ���� + ���� ≤
�√�

�
, and for � = ����, � = ����, � = ����  

�
���� + ����

���� �
�

+ �
���� + ����

���� �
�

+ �
���� + ����

���� �
�

+ �

�
�����

+
�

�����
+

�
�����

≤
��

��
 

↔ �� �
� + �

�
�

�

+ �� �
� + �

�
�

�

+ �� �
� + �

�
�

�

+ �� ≤ �� �
�

��
+

�

��
+

�

��
� 

↔ �� �
��

��
+

��

��
+ +

��

��
+

��

��
+

��

��
+

��

��
� + �� ≤ 

≤
���

��
+

���

��
+

���

��
+

���

��
+

���

��
+

���

��
+ �� ≤ �� �

�

��
+

�

��
+

�

��
�  ����, �������: 

� �
�

��
+

�

��
+

�

��
� ≥ �� �

��

��
+

��

��
+

��

��
� 

↔ �((��)� + (��)� + (��)�) ≥ ��(����� + ����� + �����) 

↔ �((��)� + (��)� + (��)�) ≥ ��((��)� + (��)� + (��)�) 

↔ �((��)� + (��)� + (��)�) ≥ �� ⋅
�

��
((��)� + (��)� + (��)�) 

↔ � �
�

��
+

�

��
+

�

��
� ≥ �� �

��

��
+

��

��
+

��

��
� 

↔
�

��
+

�

�

�

+
�

��
≥

��

�
→ � �

�

��
+

�

��
+

�

��
� ≥ �� 

 

2420. Let �, � ∈ ℕ, � ≥ �, In ���� the following relationship holds: 

�)  
�

(� + �)(��� + ���)
≤ �

�

��� + ���
≤

�

�(� + �)��
 

�)    
�

(� + �)�
≤ �

�

��� + ���
≤

�

(� + �)�
                         

 

Proposed by Nguyen Van Canh-Ben Tre-Vietnam 
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Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�. �� ���� ∶  �
�

��� + ���
≥⏞

��� �

∑(��� + ���)
=

�

(� + �) ∑ ��

=
�

�(� + �)(�� − �� − ���)
≥ 

≥⏞
��������� �

�(� + �)�(��� + ��� + ���) − �� − ����
=

�

(� + �)(��� + ���)
 

���, �
�

��� + ���
≤⏞

���

�
�

(� + �)�
��.

�

��
+ �.

�

��
�

=
�

� + �
�

�

��
≤⏞

��������� �

� + �
.

�

���
=

�

�(� + �)��
 

���������,
�

(� + �)(��� + ���)
≤ �

�

��� + ���
≤

�

�(� + �)��
 

�. �� ���� ∶  �
�

��� + ���
≥⏞

��� �

∑(��� + ���)

=
�

(� + �) ∑ ��
  ≥⏞

∑ ���∑ �������

  
�

(� + �)(�� + �)
≥ 

≥⏞
����� �

(� + �) ��� +
�
��

=
�

(� + �)�
 

���, �
�

��� + ���
≤⏞

���

�
�

(� + �)�
��.

�

��
+ �.

�

��
� =

�

� + �
�

�

��
=

�

(� + �)�
 

���������,
�

(� + �)�
≤ �

�

��� + ���
≤

�

(� + �)�
 

 

2421. In ����, �� −Nagel' s cevian, �� −Gergonne' s cevian, the following 

relationship holds : 

� �
�� + ������� − ����

��
+

���

�� + �
� ≤

�

�
 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 
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Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ���� ∶  ��
� + ��

� = ���
� − ��(� − �) ��� ���� ≥ �(� − �) 

→ (�� + ��)� = (��
� + ��

�) + ����� ≥ [���
� − ��(� − �)] + ��(� − �) = (���)� 

→ �� + �� ≥ ���    (��� �������) 

�� + ������� − ����

��

=
��� + ������ − ���

���
≤⏞

����� ��� + (�� + ��) − ���

���
≤⏞
(�)

(�� + ��) + �� − ��

���
 

→
�� + ������� − ����

��
≤

��

��
 

→
�� + ������� − ����

��
+

���

�� + �

≤
��

��
+

���(� − ��)

�� − ��
�

  =⏞
��

����������

  
��

��
+

���(� − ��)

�����
=

��

��
+

� − ��

��
=

�

��
 

→ � �
�� + ������� − ����

��
+

���

�� + �
� ≤ �

�

��
=

��

���
=

�

�
 

���������, � �
�� + ������� − ����

��
+

���

�� + �
� ≤

�

�
 

2422. In ���� the following relationship holds: 

 �)    � ��
� +

��(� − ��)

� + �
≤⏞
(�)

�(�� − ��� − ��)

�
. 

�)   � �� + �
��|� − �|

��
≥ � ��                      

Proposed by Nguyen Van Canh-Ben Tre-Vietnam 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�.                                   (�) ↔ � ��
� +

��(� − ��)

� + �
≤ � ��

� 
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�� ���� ∶  ��
� − ��

� = ��
� �� − �

���

�� + ��
�

�

�

= ��
�.

(�� − ��)�

(�� + ��)�
≥⏞

��������

�
�� + ��

��
�

�

.
(�� − ��)�

(�� + ��)�
 

→ ��
� − ��

� ≥
(�� − ��)�

����
  (��� �������) 

→ �(��
� − ��

�) ≥
�

����
�(�� − ��)� =

�

���
�� �� − �(��)�� = 

=
�

���
��(��)� − �� �(��)� − � ���� ≥⏞

∑ ���∑ ��
�

���
�� ��. �� − �����

=
����. �� − ������

���
= 

=
����(� − ��)

���
≥⏞

�������� ����(� − ��)

��
≥

����(� − ��)

�(� + �)
≥

��(� − ��)

� + �
 

���������, � ��
� +

��(� − ��)

� + �
≤

�(�� − ��� − ��)

�
 

�. 

 

�� ���� ���� ∶ �� =
��

� + �
→ �� = |�� − ��| = �

�

�
−

��

� + �
� =

�|� − �|

�(� + �)
 

�� + �� ≥⏞
�

�� ↔ �� +
�|� − �|

�(� + �)
≥ �� 

�� ���� ���� ∶  
��

��
≥ � ≥⏞

� �

� + �
≥

�

�(� + �)
→ �� +

��|� − �|

��
≥ �� +

�|� − �|

�(� + �)
≥ �� 
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→ �� +
��|� − �|

��
≥ �� (��� �������) 

���������, � �� + �
��|� − �|

��
≥ � �� 

 

2423. In ����, �� −Nagel's cevian, �� −Gergonne's cevian, the following 

relationship holds : 

�
∏(����)�

∏(��
�����)

�

≤ � �
��

��
−

�

�
� 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

��� �� ����� ∶  ���� ≤ ����. 

�� ����� ���� ∶  ��
� = �(� − �) +

(� − �)�

�
�,  ��

� = �(� − �) −
(� − �)�

�
(� − �) 

�[(����)� − (����)�] = 

= �(� − �) ��(� − �) +
�(� − �)�

�
� ��� −

�(� − �)�

�
�

− �
(� + �)� + (� − �)� − ��

�
.
����(� − �)

(� + �)�
 

= �(� − �) �(� + �)� − �� + �(� − �)� −
�(� − �)�

��
− ��� + ���.

�� − (� − �)�

(� + �)�
� 

= �(� − �) �(� + �)� − ��� − �� +
�(� − �)�(�� − (� − �)�)

��
+ ���.

�� − (� − �)�

(� + �)�
� 

= �(� − �) �(� − �)� − �� +
�(� − �)�(�� − (� − �)�)

��
+ ���.

�� − (� − �)�

(� + �)�
� 

= �(� − �)[�� − (� − �)�] �−� +
�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
� = ��� �

�(� − �)�

��
−

(� − �)�

(� + �)�
� 

= ���(� − �)�
(�� + �� + �)(�� + �� − �)

��(� + �)�
≥ � → ���� ≤ ���� (��� �������) 
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→ �
∏(����)�

∏(��
�����)

�

≤ ��
��

�

����

�

 ≤⏞
����� �

�
�

��
�

����
=⏞

��
���������� �

�
�

�� − �����

����
 

=
�

�
��

��

����
− � �� =

�

�
�

�(� − �)

�
− � =

�

���
���� − �(�� − �� − ���)� − �

=
� + ��

��
− � 

���������, �
∏(����)�

∏(��
�����)

�

≤ � �
��

��
−

�

�
� 

2424. In ���� the following relationship holds: 

��� ≤ �
��

�����

≤ ���
��

�
 

 Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution 1 by Marian Ursărescu-Romania 

�
��

��������

≥ ��
(���)�

������

�

 

We must show that: 

��
(���)�

������

�

≥ ��� ⇔
(���)�

������
≥ ����; (�) 

But: ��� = ���� and ������ ≤
���

�
; (�) 

From (�), (�) we must show that: 

� ⋅
��������

���
≥ ���� ⇔ � ≥ �� (�����) 

�� ≥
�� + ��

��
≥

���

��
=

��

��
→ ���� ≥

����

���
→ ����� ≥

�√��

��
 

We must show that: 
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�� �
��

�√��
���

≤ ���
��

�
⇔ �

�

√��
���

≤
�

�
�

��

�
⇔ ��

�

√��
���

�

�

≤
�

�
⋅

�

�
; (�) 

��
�

√��
���

�

�

≤⏞
���

� ��

���

⋅ �
�

��
���

; (�) 

From (�), (�) we must show that: 

� ��

���

⋅ �
�

��
���

≤
�

�
⋅

�

�
⇔ (�� + �� + ��) ⋅

��

���
≤

�

�
⋅

�

�
 

⇔ (�� + �� + ��) ⋅
��

����
≤

�

�
⋅

�

�
⇔ �� + �� + �� ≤ ��� ����. 

 Solution 2 by Ertan Yildirim-Izmir-Turkiye 

∵ �� ≥ ��; �� + �� + �� = ��� (�������) 

∵
��

��
≤

�

��
 (����������) 

�
��

��������

≤ �
��

��������

= �
��

���
�� ⋅

��
��

���

= �� �
�

√��
���

 

→ �� �
�

√��
���

≤⏞
���

����� + �� + �� ⋅ �
�

��
+

�

��
+

�

��
≤⏞

�������

�� ⋅ ���
� + � + �

���
= 

= �� ⋅ ���
��

����
= �� ⋅ ���

�

���
= ���

��

�
 

��

��
≤

�

��
→ �� ≤

�

��
�� =

�

��
⋅

��

��
=

��

��
 

�
��

��������

≥ � �� ⋅
��

√�� ⋅ ��
���

= �� �
�

√��
���

→ 

�� �
�

�√��
���

≥⏞
�����

� �� ⋅
��

√�� ⋅ ��
���

= �� �
��

�(� + �)
���

≥⏞
���������

�� ⋅
(� + � + �)�

�(�� + �� + ��)
 

→ �� ⋅
(��)�

�� + �� + ��
= �� ⋅

���

�� + �� + ���
≥⏞
?

��� 
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→
���

�� + �� + ���
≥ � → ��� ≥ ��� + ��� + ���� → �� ≥ ��� + ���� 

But: �� ≥ ���� − ��� → ���� − ��� ≥ ��� + ���� ⇔ � ≥ �� (�����) 

 Solution 3 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�
��

�����

≥⏞
��� (∑ �)�

∑ �����

≥⏞

∑ ���∑ ��

���

∑ ��
≥⏞

�����������
���

�� + �
≥⏞

������ �. ��(�� + �)

�� + �
= ��� 

�
��

�����

=
�

�������

� ����� ≤⏞

����������
����������

�

√���
� ���

��

�
= �

�

��
� �√� ≤ 

≤⏞
���

�
�

��
��� ��� �� �� ≤⏞

�������

�
�

��
�(���)(��) = ���

��

�
 

���������, ��� ≤ �
��

�����

≤ ���
��

�
 

2425. In ����  the following relationship holds: 

 
�√�

��
 ≤

����

��
+

����

��
+

����

��
 ≤  

√��

���
    

Proposed by George Apostolopoulos-Messolonghi-Greece 

Solution 1 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�
����

��
  ≤⏞

�����

  �
����

��
= �

��

�
.

�

���
=

��

��
  ≤⏞

����������

 
��

�√��. �
=

√��

���
 

�
����

��
   ≥⏞

����������

  �
����

��
�

= �
��

�
.

�

��
=

�

�
   ≥⏞

����������

  
�. �

�√��
=

�√�

��
 

���������,
�√�

��
 ≤  �

����

��
 ≤  

√��

���
 

Solution 2 by Eldeniz Hesenov-Georgia 

���: �� �
�

���
���

≥⏞
���������

��

�
�

�

�
���

�
�

��
���

≥⏞
���������

��

�
⋅

�

�
⋅

�

∑��
≥ 
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≥
��

�
⋅

�

�
⋅

�

�
≥⏞

���������� �√�

��
; (�) 

���: �� �
�

���
���

≤⏞
�����

�� �
�

�
⋅

�

��
���

=
��

�
≤⏞

����������
√��

���
; (�) 

From (�), (�) it follows that: 

�√�

��
 ≤

����

��
+

����

��
+

����

��
 ≤  

√��

���
    

2426. In ����, the following relationship holds: 

�
� − �

�� − ��
≥ � �

��

� + �
  

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohammed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� − �� = �� �
�

�
− �� =

��(� − �)

�
→

� − �

�� − ��
=

�

��
  (��� �������) 

→ �
� − �

�� − ��
= �

�

��
=

�

�
   (�) 

� �
��

� + �
≤⏞

����������

� �
��

�(� + �)
= �� �

�

�� + ��
≤⏞

���

�� � �
�

��
+

�

��
� = ��� �

�

��
 

= ���.
��

����
=

�

�
=⏞
(�)

�
� − �

�� − ��
 

���������, �
� − �

�� − ��
≥ � �

��

� + �
   

2427. In ����  the following relationship holds:  

 
�

�(��� + ��)
≤ �

�

�� + ���
≤

�

����
  

  Proposed by Nguyen Van Canh-Ben Tre-Vietnam 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  �
�

�� + ���
 ≥⏞
���

  
�

∑(�� + ���)
=

�

∑ ��
=

�

�(�� − �� − ���)
≥ 
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≥⏞
���������

�

�
.

�

(��� + ��� + ���) − �� − ���
=

�

�(��� + ��)
 

��� ∶  �
�

�� + ���
≤⏞

���

 �
�

�
�

�

��
+

�

��
+

�

��
� =

�

�
�

�

��
 ≤⏞
���������

 
�

�
.

�

���
=

�

����
 

���������,
�

�(��� + ��)
≤ �

�

�� + ���
≤

�

����
 

2428. In acute ���� �����:  

 � �
��� � ���� �

�

�

≤
�

�
   

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

���� �� �� ����� �������� → ��� � , ��� � , ��� � > � 

� �
��� � ���� �

�

�

= � ���� � �
��� �

√�
�

��

  ≤⏞
�����

  �
�

�
���� � + �.

��� �

√�
� = 

=
�

�
� ��� � +

�

�√�
� ��� � =

�

�
�� +

�

�
� +

�

�√�
.

�

�
  ≤⏞

�����
����������

  
�

�
�� +

�

�
� +

�

�√�
.
�√�

�
=

�

�
. 

���������, � �
��� � ���� �

�

�

≤
�

�
 

2429. In ����, �� −Nagel' s cevian, �, �, � > 0, the following relationship 

holds : 

�
��

�

��
�

. � +
�

�
� �. �� ≥ � � +

�

�
�� �� 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ����� ���� ∶  ��
� = �� − ����� (��� �������) 

→ �
��

�

��
� . � = �

�� − �����

��
� . � = �

��

��
� . � − �

���

��
. � =

�

���
� ��� − �

�

� − �
. � 
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≥⏞
���������

�

���
. ���� �� − �

� − (� − �)

� − �
. � =

�

�
�� �� −

�

�
�

��

� − �
. � + � � 

���������, �
��

�

��
� . � +

�

�
� �. �� ≥ � � +

�

�
�� �� 

2430. In ����, �� −Nagel' s cevian, �, �, � > 0, the following relationship 

holds : 

�
��

�

��
�

. � +
�

�
� �. �� ≥ � � +

�

�
�� �� 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ����� ���� ∶  ��
� = �� − ����� (��� �������) 

→ �
��

�

��
� . � = �

�� − �����

��
� . � = �

��

��
� . � − �

���

��
. � =

�

���
� ��� − �

�

� − �
. � 

≥⏞
���������

�

���
. ���� �� − �

� − (� − �)

� − �
. � =

�

�
�� �� −

�

�
�

��

� − �
. � + � � 

���������, �
��

�

��
� . � +

�

�
� �. �� ≥ � � +

�

�
�� �� 

2431. In ����, � −incenter, the following relationship holds : 

�

�
⋅ � ��

���

≥ � �
�(�� + ��)

��
     

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

��

�
≥ �

�(�� + ��)

��
↔

�

���� �
�

≥
�(�� + ��)

��
↔

� ���
�
�

� ���� �
�

− �� ≥  �� ↔ 

�
�

��� �
−

���

�
�

�

≥ ��
� = �� − ����� 
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↔
�(� − �)���

��
≥ �� �� − � �

��

�
� ����

�

�
�� ↔ �(� − �)�

≥ (�� ��� �)� − �� ���
�

�
���

�

�
. �� ���

�

�
 

↔ (� − �)� ≥ ��(� − ���� �) − ���(� − ��� �) ↔ �� ≥ −�� ���� � + ��� ��� � 

↔ (� ��� � − �)� ≥ �, ����� �� ����. 

→
��

�
≥ �

�(�� + ��)

��
  (��� �������) 

���������,
�

�
� �� ≥ � �

�(�� + ��)

��
 

2432. If ��� is a triangle with usual notations prove that: 

�� + ��

����
+

�� + ��

����
+

�� + ��

����
≥

�

���
 

Proposed by D.M.Bătinețu-Giurgiu, Neculai Stanciu-Romania 

Solution 1 by Marian Ursărescu-Romania 

We prove in general: let �, �, � > 0, then 

� + �

���
+

� + �

���
+

� + �

���
≥

�

���
 

Because � + � ≥ ����, then we must show that: 

���

���
+

���

���
+

√��

���
≥

�

���
; (�) 

���: 
���

���
+

���

���
+

√��

���
≥ � ⋅ �

�

(���)�

�

; (�) 

From (�), (�) we must show: 

� ⋅ �
�

(���)�

�

≥
�

���
⇔

��

(���)�
≥

�

�����
⇔

��

(����)�
≥

�

�����
⇔ �√��� ≥ ��� 

Which is true because � ≥ �� (�����) and�√�� ≥ �� (����������).  
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 Solution 2 by Alex Szoros-Romania 

�
�� + ��

����

���

= �
�� + �� + �� − ��

����

���

= �� ��

���

� ��
�

����
���

� − �
�

��

���

= 

= �� ��

���

� ��
�

�
���

�

��
���

� − �
�

��

���

≥ �� ��

���

� ⋅
�∑

�
���

�

∑��
− �

�

��

���

= 

= � �
�

����

���

=
�

������
�� ��

���

� ≥
� ⋅ ���

(���)�
; (�) 

� ⋅ ���

(���)�
≥

�

���
⇔ ���� ≥ (���)� ⇔ �√��� ≥ ��� 

⇔ �√��� ≥ ���� ⇔ �√��� ≥ ���; (�) 

But � ≥ �� (�����), so we must to show that: 

�√��� ≥ �√�� ⋅ �� ≥ �� ⋅ ��; (�) because: 

�√�� ≥ �� ⇔
�√��

�
≥ � (����������) 

From (�), (�), (�) it follows that: 

�� + ��

����
+

�� + ��

����
+

�� + ��

����
≥

�

���
 

 2433. In ���� the following relationship : 

�

�
� ��� ≥ � �

�(�� + ��)

(�� − �)(�� − �)
 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  

(�� − �)(�� − �) = �� �
�

� − �
− �� �

�

� − �
− �� = ��.

��

(� − �)(� − �)
=

��

���� �
�
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���

�
≥ �

�(�� + ��)

(�� − �)(�� − �)
↔

��

���� �
�

≥ �(�� + ��) ↔
� ���

�
�

� ���� �
�

− �� ≥  ��

↔ �
�

��� �
−

���

�
�

�

≥ ��
� = �� − ����� 

↔
�(� − �)���

��
≥ �� �� − � �

��

�
� ����

�

�
�� ↔ �(� − �)�

≥ (�� ��� �)� − �� ���
�

�
���

�

�
. �� ���

�

�
 

↔ (� − �)� ≥ ��(� − ���� �) − ���(� − ��� �) ↔ �� ≥ −�� ���� � + ��� ��� � 

↔ (� ��� � − �)� ≥ �, ����� �� ����. 

→
���

�
≥ �

�(�� + ��)

(�� − �)(�� − �)
  (��� �������) 

���������,
�

�
� ��� ≥ � �

�(�� + ��)

(�� − �)(�� − �)
 

2434. In ���� the following relationship holds: 

�
��

�
≥ ��

��

�
−

��

��
� ��

�

�
� ��

�

�
� 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  (� + �)� = [� + (−� + � + �)]� ≥⏞
�����

��(−� + � + �) = ����.
� − �

��
 

= ����.
�(� − �)

��
= ���� ����

�

�
→ � + � ≥ �√��� ���

�

�
 (��� �������)   (�) 

→ �
��

�
≥⏞

�����

�
� + �

��
���

�

�
≥⏞
(�)

�
�√��� ���� �

�

�. �� ���
�
� ���

�
�

= �
�

��
�

�

���
�
�

 

= �
�

��
�

�

��
= �

�

��
.
�

�
=

�

√���
→ �

��

�
≥

�

√���
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→ �� �� �������� �� ����� ∶  
�

√���
≥ ��

��

�
−

��

��
� ��

�

�
� ��

�

�
�  (∗) 

���, ���� ����������� ���������� , �� ���� ∶  � ���

≥ ��(�, �, �). �� �� , ∀�, �, � > 0 

����� �(�, �, �) �� ��� ���� �� �������� ���� ����� �, �, �. 

��������� ���� ���������� ��� � �������� ���� ����� √�, √�, √�  

→ � √�
�

� ≥⏞
(�)

���√�, √�, √��. �� �� 

�� ���� ∶ ����√�, √�, √��
�

= � ��√�√��
�

− � √�
�

= � � �� − � ��

= ��(�� + �) 

→ ��√�, √�, √�� =
�

�
��(�� + �) → (�) ↔ � �� ≥ ���(�� + �) � �� , ∀�, �, � > 0 

��� � =
�

�
, � =

�

�
, � =

�

�
→ � �.

�

�
≥ ���(�� + �) �

�

�
.
�

�
↔ � �

≥ ���(�� + �) �
�

�
 

↔ � ≥ ��(�� + �) �
�

�
 , ��������� ∶  � ≥ ��(�� + �) �

�

�
 

→ ���
�

�
� ��

�

�
� ≤

��

�(�� + �)
 ≤⏞
�����������������

 
�

�
. �

�

�(�� − �)
=

�

√���
. �

��

��� − ��
 

→
�

√���
≥ �

��� − ��

��
��

�

�
� ��

�

�
�  ↔

�

√���
≥ ��

��

�
−

��

��
� ��

�

�
� ��

�

�
� 

→ (∗) �� ����. 

���������, 

�
��

�
≥ ��

��

�
−

��

��
� ��

�

�
� ��

�

�
� 
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2435 .�� ����, � − ������� �����, � − ��������. ����� ���� ∶ 

[���] + [���] + [���] < 3�(� − �) 

  Proposed by Nguyen Van Canh-Ben Tre-Vietnam 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

[���] =
�

�
��. ��. ��� ��� <

�

�
��. �� ≤⏞

�����

 
�

�
(��� + ���)  (��� �������) 

→ [���] + [���] + [���] <
�

�
�� ��� + � ���� 

�� ���� ∶  � ��� = �� �
�

���� �
�

= �� �
��

(� − �)(� − �)
=

�

�
� ��(� − �) = 

= (�� + �� + ���) − �. ��� = �� + �� − ��� → � ��� = �� + �� − ���  (�) 

���, ��� �� ����� ∶  � ��� = ���� − �� − �� − ��� 

 

��� � �� ��� ���� �� ��� ������������� ���� �� �� ��. 

�� ���� ���� ∶ � ∈ ���, �� = � − �, ��� = �� ��� ��� = ��� = ��� = �� 

→ ��� = ��� + ��� = (� − �)� + (�� − ��)�  (��� �������) 

→ � ��� = �(� − �)� + �(�� − ��)�

= ��� − �� � � + � �� + ���� − �� � �� + � ��
� 

= ��� − ��� + �(�� − �� − ���) + ���� − ��(�� + �) + (�� + �)� − ��� 

→ � ��� = ���� − �� − �� − ���  (�) 

→ [���] + [���] + [���] <
�

�
�� ��� + � ���� =

�

�
(���� − ���� ) = ��(� − �). 
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2436. In ���� the following relationship holds : 

  ��� ���
�

�
� ��

�� + ��

�
� ≥

√�

�
.

�

�
     

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution 1 by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

(∗)  ��� ���
�

�
� ��

�� + ��

�
� ≥

√�

�
.

�

�
 

�� ���� ∶  �
�� + ��

�
= � �� �

�

�
+

�

�
� = �

���

� + �
. ���

�

�
.
� + �

��
= � � ���

�

�
 

→ (∗) ↔ ��� ���
�

�
� �� ���

�

�
� ≥

�

�
.

�

�
= � � ���

�

�
↔ � ���

�

�
≥ � � ���

�

�
 

↔ � ���
� − ��

�
≥ � � ���

� − ��

�
 ��� ��� �������� ���� ������ � − ��, � − ��, � − ��. 

↔ � ��� � ≥ � � ��� � ↔   
�

�
≥ �.

��

���
  ↔   � ≥ �� (�����) 

���������, ��� ���
�

�
� ��

�� + ��

�
� ≥

√�

�
.

�

�
 

Solution 2 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

� ���
�

�
=

�

��
���

; �
�� + ��

�
���

= � �� �
�

�
+

�

�
�

���

= � �� ⋅
� + �

��
���

= 

= �
���

� + �
⋅ ���

�

�
⋅

� + �

��
���

= � ⋅ � ���
�

�
���

≥⏞
�����

� ⋅ �� ���
�

�
���

�
= � ⋅ �

�

��

�
 

So, we need to prove that: 

�
�

��
⋅ √� ⋅ �

�

��

�
≥

√�

�
⋅

�

�
⇔ √� ⋅ �

�

�
⋅ �

�

��

�
≥ √� ⋅

�

�
⇔ 

�
�

�
�

�

⋅ �� ⋅
�

��
≥ � ⋅ �

�

�
�

�

⇔
��

� ⋅ �
≥ �

�

�
�

�

⇔
�√�

�
≥ �√� ⋅

�

�
 

⇔
�√�

�
≥

�

�
 (����������) 
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2437. In any ���� the following relationship holds: 

   �� ���
�

+ � �� ���
�

≥ ��√���� 

Proposed by D.M.Bătinețu-Giurgiu, Neculai Stanciu-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���
�

+ � �� ���
�

   ≥⏞
∑ ���∑ ��

 � �� ���
�

+ �� ���
�

≥⏞
��� �

�
�� � �� + � ���

�

= 

=
�

�
�� ��

�

=
��

�
�� ≥⏞

���������� ��

�
. �√���� 

���������, �� ���
�

+ � �� ���
�

≥ ��√���� 

2438. In any ∆ ��� the following relationship holds: 

� �
�

��
���

�

�
≤ �

�

��
���

�

�
  

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�
�

��
���

�

�
= � � �

�

��
�

� − �

��
��

=
�

�
�

�

��������
��� ���

�

− �. ����. ��(�� + ��� + ��)�

−
(�� + ��� + ��)� − ������

��������
� 

=
(�� + ��� + ��)� − ������(�� + ��� + ��) − ���((�� + ��� + ��)� − ������)

��������
 

=
�� − (���� − ���)�� + ����(���� − ��� + ���) + ��(�� + �)�

��������
=⏞
(�)

�
�

��
���

�

�
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�
�

��
���

�

�
= � �

�

��
�

���
�
�

������ �
� ���

�
�

�� =
�

��
� �

�

��
�� + ����

�

�
��

=
�

��
��

�

��
+ �

���� �
�

�������� �
� ���� �

�

� 

=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������
+

�

����
� �� + ����

�

�
�

�

� 

=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������
+

�

����
� �� + ����

�

�
+ �����

�

�
�� 

=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������
+

�

����
�� +

�

��
��� ��

��
�

− � � ��
���

�� +
�

��
�� ��

���� 

=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������

+
�

����
�� +

�

��
�((�� + �)� − ���)� − ���� − ����(�� + �)��

+
�

��
((�� + �)� − ���)�� 

=
(�� + ��� + ��)� − ������

��������

+
��� + ���(�� + �)� − ��� + (�� + �)� − ���(�� + �)� + ��� − ��� + ����(�� + �)

������
 

=
�� − (��� − ���)�� − ����(���� − ��� − ���) + ��(�� + �)�

��������
=⏞
(��)

�
�

��
���

�

�
∴ (�), (��)

⇒ � �
�

��
���

�

�
≤ �

�

��
���

�

�
 

⇔
��� − �(��� − ���)�� − �����(���� − ��� − ���) + ���(�� + �)�

��������
 

≤
�� − (���� − ���)�� + ����(���� − ��� + ���) + ��(�� + �)�

��������
 

⇔ �� − ������ + (���� + ���� − ���)���� + ��(���� − ���� − ���)�� − ���(�� + �)� ≥⏞
(�)

� 

���, ��� �� (�) ≥⏞
���������

− ����� + (���� + ���� − ���)����

+ ��(���� − ���� − ���)�� − ���(�� + �)� 
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≥⏞
���������

���� ����� + ���� − ��� − �(��� + ��� + ���)�

+ ��(���� − ���� − ���)�� − ���(�� + �)� 

≥⏞
���������

���� �(���� − ��� − ����)(���� − ���) + ��(���� − ���� − ���)�

− ���(�� + �)� 

= ����(����� − ����� − ������ + ����)

− ���(�� + �)� ≥⏞
���������

�� �(����� − ����� − ������ + ����)(���

− ��) − �(�� + �)�� 

≥⏞
?

� ⇔ ����� − ����� − ������ + ���� − ��� ≥⏞
?

� ������ � =
�

�
�

⇔ (� − �)(����� + ����� − ���� + ��) ≥⏞
?

� → ���� ∵ � ≥⏞
�����

� 

⇒ (�) �� ���� ∴ � �
�

��
���

�

�
≤ �

�

��
���

�

�
 (���) 

2439. In any ∆ ��� the following relationship holds: 

�
�� + �

�� − �
≥ �

�� + (� − �)�

�. ��
  

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶   
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�� = �� ��� �� = �� ∴ �� = ����� ⇒ �� = ����� −
�

�
 ��� �� = ����� ⇒ ��

=
�

�
− ����� ∴ ��� = ����� − ����� 

���� � > � ��� ���������� �� � ������� ������ ���� � > �, 2��

= ����� − ����� ∴ ��� = |����� − �����|  

= �� �
�� + �� − ��

���
� − � �

�� + �� − ��

���
�� =

���� − ���

��
⇒ ���� =

(�� − ��)�

��

⇒ ��� − ��� =
(�� − ��)�

���
⇒ ��

� − ��
� =

(�� − ��)�

���
 

⇒
��

� − ��
�

��
�

=
(�� − ��)�

��� �
���

�� �
⇒

��
� − ��

�

��
�

=⏞
(�) (�� − ��)�

����
 

���

�
≥ � +

(� − �)�

��
⇔

���

��
− � ≥

(� − �)�

��
⇔ �

��

��
− �� �

��

��
+ ��

≥
(� − �)�

��
�

��

��
+ �� ⇔

��
� − ��

�

��
�

≥
(� − �)�

��
�

��

��
+ �� 

⇔�
��� (�)

(�� − ��)�

����
≥

(� − �)�

��
�

��

��
+ �� ⇔

(� + �)�

��
≥

��

��
+ � =

���

��
+ � =

���� + ��

��

⇔ (� + �)� − ���� ≥ �� 

⇔ ((� + �)� − ����)�

≥ ����  �∵ ���� < 2(� + �) �
� + �

�
� ⇒ (� + �)� > ����

⇒ (� + �)� − ���� > 0� 

⇔ (� + �)� + �����
� − ����(� + �)� ≥ � � ���� − � �� 

⇔ (� + �)� + ��(��� + ��� − ��) + � �� − � � ���� ≥ ����(� + �)�

⇔ �� + �� + ����� + ���� + ���� ≥ ����(� + �)� 

⇔ (�� + ��)� + ���(�� + ��) ≥ ����(� + �)� ⇔ (�� + ��)(� + �)� ≥ ����(� + �)�

⇔ �� + �� ≥ ���� ⇔ (�� + ��)� ≥ �����
� 
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⇔ �� + �� + ����� ≥ ��(��� + ��� − ��) ⇔ �� + �� + �� + ����� − ����� − �����

≥ � ⇔ (�� + �� − ��)� ≥ � ⇔ ����� ≥ � 

→ ���� ⇒
���

�
≥ � +

(� − �)�

��
⇒ ���� ≥ �� + (� − �)� ⇒

�� + (� − �)�

���
≤ �

⇒
�� + (� − �)�

� �
���

�� + �� ���
≤

�� + ��

��
 

⇒
�� + (� − �)�

���
≤

�

�
+

�

�
 ��� ������� ⇒ �

�� + (� − �)�

���
≤ �

�

�
+ �

�

�

= �
�

�
+ �

�

�
= �

� + �

�
= �

��
� − � +

��
�

��
� − � −

��
�

 

= �
�� + �

�� − �
∴ �

�� + �

�� − �
≥ �

�� + (� − �)�

�. ��
 (���) 

2440. �� ����, �� − ���������� ������, ����� ���� ∶ 

�. � �� − � �� ≤ �
(� + � − �)[� − �]

� + �
. 

�. � ��
� +

��(�� − ���)

�
≤ ��.      

    Proposed by Nguyen Van Canh-Ben Tre-Vietnam 
Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 
�. 
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�� ���� ���� ∶ �� = � − � ��� �� =
��

� + �
→ �� = �

��

� + �
− (� − �)�

=
|��� − (� + �)(� − � + �)|

�(� + �)
= 

=
��(� − �) + �� − ���

�(� + �)
=

(� + � − �)|� − �|

�(� + �)
→ �� =

(� + � − �)|� − �|

�(� + �)
 

�� ���� ∶  �� − �� ≤⏞
�

 �� =
(� + � − �)|� − �|

�(� + �)
  (��� �������) 

���������, � �� − � �� ≤ �
(� + � − �)|� − �|

�(� + �)
≤ �

(� + � − �)|� − �|

(� + �)
 

 

�.      �� ���� ���� ∶  �� ≤ �� ��� ��
� = (� − �)� + ���� (��� �������). 

→ � ��
� ≤ �  ��

� = �(� − �)� + �� � ��

= ��� − ��� + �(�� − �� − ���) +
�(�� + �� + ���)

�
= 

= �� + �.
�� + �� + ��� − ��(� + ��)

�
   ≤⏞

���������

 ��

+ �.
(��� + ��� + ���) + �� + ��� − ���

�
= 

= �� −
��(��� − ��� − ���)

�
 ≤⏞

?

 �� −
��(�� − ���)

�
 ↔  ��� − ��� − ��� ≥ �� − ��� 

↔ �� − ��� + ��� ≥ � ↔ (� − ��)(� − �) ≥ �, ����� �� ���� ���� ����� (� ≥ ��). 

���������, � ��
� +

��(�� − ���)

�
≤ �� 

2441. �� ���� ��� ��������� ������������ �����: 

�
��

��
≥ �

�

� + �
+ �

��

�� + ��
 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

���� ���, �� ���� ∶  
�

� + �
≤

�

�
�

�

�
+

�

�
� →

�

� + �
≤

�

�
�

�

�
+

�

�
� (��� �������) 
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���������,
��

�� + ��
≤

�

�
�

��

��
+

��

��
� (��� �������) 

→ �
�

� + �
+ �

��

�� + ��
≤

�

�
�� �

�

�
+

�

�
� + � �

��

��
+

��

��
�� ≤⏞

?

�
��

��
 (∗) 

�� ���� ���� ∶ 

 �� ≥⏞
�������� �� + ��

��
=

�

�
.

��

��
.
�� + ��

��
=

��

�
�

�

�
+

�

�
� ↔

�

�
+

�

�
≤

���

��
  (�) 

��, ��, �� ��� �� ������ ����� �� �������� ���� ∶ 

 �� =
�

�
�, �� =

�

�
�, �� =

���

��
=

��

���
 

�� �������, (�)  ↔ 

��

��
+

��

��
≤

���

��

↔
��

��
+

��

��
≤

�

�
�.

���

��
=

���

��
 →

��

��
+

��

��
≤

���

��

(�) 

(�), (�)  → �
�

�
+

�

�
� + �

��

��
+

��

��
� ≤

���

��
  (��� �������) 

→ � �
�

�
+

�

�
� + � �

��

��
+

��

��
� ≤ � �

��

��
↔ 

�

�
�� �

�

�
+

�

�
� + � �

��

��
+

��

��
��  ≤ �

��

��
 

→ (∗) �� ����. ���������, �
��

��
≥ �

�

� + �
+ �

��

�� + ��
 

2442. In ���� the following relationship holds: 

�� + � ≥ �� + �� 

Proposed by George Apostolopoulos-Messolonghi-Greece 

Solution by Marian Ursărescu-Romania 

First, we prove that: 

 �
��

��
�

�

≤
�

��
; (�) 

We have: � = �����
�

�
���

�

�
���

�

�
 and �� = �����

���

�
; (�) 

From (�), relations (�) becomes: 
�

�����
���

�
�

≤
�

����
�

�
���

�

�
���

�

�

⇔ 
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���� �
� − �

�
� ≥ ����

�

�
���

�

�
���

�

�
⇔ ���� �

� − �

�
� ≥ ����

�

�
����

� − �

�
− ���

�

�
� 

����
� − �

�
− ����

�

�
�

�

≥ � → (�) �� ����. 

We must show that: �� − �� ≤ � − �� ⇔ 

�� �
��

��
− �� ≤ �� �

�

��
− ��. But from (�):

��

��
≤ �

�

��
, we must show that: 

�� ��
�

��
− �� ≤ �� ��

�

��
− �� ��

�

��
+ �� ; (�) 

Case I. If ���� is equilateral, then � = ��, true. 

Case II. If ���� is non-equilateral, then we must prove: 

�� ≤ �� ��
�

��
+ ��. From � ≥ �� (�����) we must to prove that: 

�� ≤ �� ��
�

��
+ �� ; (�) ⇔ �� ≤ √��� + �� ⇔ �� − �� ≤ √��� ⇔ 

��

�
−

��

�
≤ �� ⋅

���

��
⋅

�

�
⇔

��(� − �)

��
≤ �

���

��
⇔ 

�√� ⋅ √� ⋅ (� − �) ⋅ ��(� − �)(� − �)(� − �) ≤ ��√��� ⇔ 

�√�(� − �) ⋅ �(� − �)(� − �)(� − �) < �√���; (�) 
Let: � − � = �, � − � = �, � − � = �, then � = � + �, � = � + �, � = � + � and  

� = � + � + � . 

 Thus, (�) ⇔ �√� ⋅ � ⋅ ���� ≤ (� + �)�(� + �)(� + �)(� + �); (�) 

But: � + � ≥ ����, � + � ≥ ����, � + � ≥ �√��, hence 

 

�(� + �)(� + �)(� + �) ≥ �√� ⋅ ���� and � + � > �, then (�) is true, then (�) is true. 

 

2443. In ���� the following relationship holds: 

�
|�� − ��|

� + �
≥

�

�
�(�� − ��) 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 
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Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

 

�� ���� ���� ∶ �� =
��

� + �
→ �� = |�� − ��| = �

�

�
−

��

� + �
� =

�|� − �|

�(� + �)
 

�� + �� ≥⏞
�

�� ↔ �� +
�|� − �|

�(� + �)
≥ ��  ↔

��� �
�
� −

�
�

�

�(� + �)
≥ �� − �� ↔ 

�
��
� −

��
�

�

� + �
≥

�� − ��

�
↔

|�� − ��|

� + �
≥

�� − ��

�
 (��� �������) 

���������, �
|�� − ��|

� + �
≥

�

�
�(�� − ��) 

2444. In any ∆ ��� the following relationship holds: 

�
�

��
���

�

�
≤

�

�����
≤

�

����
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�
�

��
���

�

�
= � �

�

��
�

���
�
�

������ �
� ���

�
�

�� =
�

��
� �

�

��
�� + ����

�

�
��

=
�

��
��

�

��
+ �

���� �
�

�������� �
� ���� �

�

� 

=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������
+

�

����
� �� + ����

�

�
�

�

� 
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=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������
+

�

����
� �� + ����

�

�
+ �����

�

�
�� 

=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������
+

�

����
�� +

�

��
��� ��

��
�

− � � ��
���

�� +
�

��
�� ��

���� 

=
�

��
�

(�� + ��� + ��)� − ������

��������
+

�

����
�� +

�

��
�((�� + �)� − ���)� − ���� − ����(�� + �)�� +

�

��
((�� + �)� − ���)�� 

=
(�� + ��� + ��)� − ������

��������

+
��� + ���(�� + �)� − ��� + (�� + �)� − ���(�� + �)� + ��� − ��� + ����(�� + �)

������
 

=
�� − (��� − ���)�� − ����(���� − ��� − ���) + ��(�� + �)�

��������
≤

�

�����
 

⇔ ��� − (���� + ���� − ���)�� − �����(���� − ��� − ���) + ���(�� + �)� ≤⏞
(�)

� 

���, ������ ⇒ �� − (� − �) ≥ � ��� �� − (� + �) ≤ �, ����� �

= ��� + ���� − �� ��� � = �(� − ��)��� − ��� 

∴ ��� − (� + �)� ��� − (� − �)� ≤ � ⇒ �� − ��(��) + �� − �� ≤ �

⇒ �� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)� ≤ � 

⇔ ��� − ���(��� + ���� − ���) + ����(�� + �)� ≤ �

⇒ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� ����� ∶ 

��� − (���� + ���� − ���)�� − �����(���� − ��� − ���) + ���(�� + �)�

≤ ��� − ���(��� + ���� − ���) + ����(�� + �)� 

⇔ (��� − ���� − ���)�� + ����(���� + ����� + ���� − ���) − ���(�� + �)� ≥ � 

⇔ �(� − ��)��� − (���� + ����)�� + ����(���� + ����� + ���� − ���) − ���(�� + �)� ≥⏞
(��)

� 

���, ��� �� (��) ≥⏞
���������

��(���� − ���)(� − ��)�

− (���� + ����)(��� + ��� + ���)

+ ��(���� + ����� + ���� − ���)� �� 

−���(�� + �)� = �(����� − ������ + ������ − �����)�� − ���(�� + �)�

= � �(� − ��)(����� + ����� + �����) + ������ �� 
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−���(�� + �)� ≥⏞
���������

� �(� − ��)(����� + ����� + �����) + ������ (���� − ���)

− ���(�� + �)� 

⇔ ����� − ������ + ������ − ���� + ��� ≥⏞
?

� ������ � =
�

�
�

⇔ (� − �) �(� − �)(����� + ���� + ����) + ����� ≥⏞
?

� → ���� 

∵ � ≥⏞
�����

� ⇒ (��) ⇒ (�) �� ���� ∴ �
�

��
���

�

�
≤

�

�����
≤⏞

����� �

����
 (���) 

2445. If ��� is a nonisoscelles triangle,and �, �, � > �,  then prove that: 

�
��

(�� + �� + ��)(� − �)�(� − �)�
>

���√���

� + � + �
 

 Proposed by D.M.Bătinețu-Giurgiu, Neculai Stanciu-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  �
��

(�� + �� + ��)(� − �)�(� − �)�

= �
�

��

|� − �||� − �|
�

�

�� + �� + ��
 ≥⏞
���

 
�∑

��

|� − �||� − �|
�

�

∑(�� + �� + ��)
= 

=
�

��(� + � + �)
�� �

��

(� − �)(� − �)
��

�

≥⏞
� �

��(� + � + �)
��

��

(� − �)(� − �)
�

�

 

���, �� ����:  
��

(� − �)(� − �)
= �� �−

�

(� − �)(� − �)
−

�

(� − �)(� − �)
�  

→ �
��

(� − �)(� − �)
=

�� − ��

(� − �)(� − �)
+

�� − ��

(� − �)(� − �)
= 

=
(� − �)(� + �)(�� + ��)

(� − �)(� − �)
+

(� − �)(� + �)(�� + ��)

(� − �)(� − �)

=
(� + �)(�� + ��) − (� + �)(�� + ��)

� − �
= 
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=
�� − �� + ��� − ��� + ��� − ���

� − �
=

(� − �)(�� + �� + �� + �� + �� + ��)

� − �

= � �� + � �� = 

=
�

�
�(� + �)� >⏞

��� �

�. �
��(� + �)�

�

=
���

�
 >⏞
���������� �. �√���

�
= �√�� 

→
�

��(� + � + �)
��

��

(� − �)(� − �)
�

�

≥
��√���

�

�� ∑ �
=

�����

� + � + �
>⏞

���������� ��. �√���

� + � + �
 

���������, �
��

(�� + �� + ��)(� − �)�(� − �)�
≥

���√���

� + � + �
 

 

2446. In any ∆ ��� the following relationship holds: 

�
�

��� − ��
≥ √� �

��

��
+

�� + �� + ��

�� + �� + ��
� ��(�� − �)  

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� + � − � = �����
�

�
���

� − �

�
− �����

�

�
���

�

�
= �����

�

�
����

� − �

�
− ���

� + �

�
�

= �����
�

�
���

�

�
���

�

�
 

⇒ � − � =⏞
(�)

�����
�

�
���

�

�
���

�

�
 

�

��� − ��
=

�

����
� − ��

=
�

√��
�

�

� − �
=⏞

��� (�) �

√��
�

�����
�
� ���� �

�

�����
�
� ���

�
� ���

�
� ���

�
�

=
����

�
�

√��
�

��

�
=

√��

�
����

�

�
 ��� ������� ⇒⏞

������� ��
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�
�

��� − ��
=

√��

�
� ����

�

�
≥

�√��

�
⇔ � ���

�

�
����

�

�

≥ ���
�

�
���

�

�
���

�

�
 �������� ����� �� � �������� ���� ������ �

− ��, 

� − ��, � − ��, �� ��� ∶ � ���
� − ��

�
����

� − ��

�

≥ ���
� − ��

�
���

� − ��

�
���

� − ��

�
⇔ � ��������� ≥ ������������ 

⇔ � ����(� − �����) ≥
����

���
⇔ �

�

��
− �

��

���
≥

����

���

⇔
�

�
−

��(�� − ��� − ���)

���
−

����

���
≥ � 

⇔
��� − �(�� − ��� − ���) − ���

���
≥ � ⇔ �� ≤ ��� + ��� + ��� → ���� (���������)

∴ �
�

��� − ��
≥⏞
(�)

�√��

�
 

�� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
�

���
�
�

���
�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
 ��� ������� ⇒  � �� ≥⏞

�����

�
� + �

�
���

�

�
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≥ √��� � ������
�

�
� = √��� �(� + ����) = √��� �

�� + �

�
� = �

��

�
(�� + �)

⇒
�� + �� + ��

�� + �� + ��
� ��(�� − �) 

≤ �
�

��
� �� �

��

� − �
−

��

�
� = √� � �

�

� − �
= √� � �

�����
�
� ���� �

�

�����
�
� ���

�
� ���

�
� ���

�
�

= �
���

�
� ���

�

�
 

⇒
�� + �� + ��

�� + �� + ��
� ��(�� − �) ≤⏞

(�)
��

√�
� ���

�

�
 

���, ��������� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���) = ��� − ��������
�

�

= ��� −
����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ⇒ ��

� =⏞
(��)

�� − ����� ��� ������� 

∴ √� �
��

��

+
�� + �� + ��

�� + �� + ��

� ��(�� − �) ≤⏞
��� (�)

√� �
��

��

+
��

√�
� ���

�

�
= √� � �

��

��

+ ��
�

�
���

�

�
� 

≤⏞
��� ��� ��� (��) ��� �������

√�� � �
�� − �����

��
�

+
��

�
����

�

�

= √�����

��
�

−
�����

�
� ���

�
� ����

�
�

���
+

��

�
����

�

�
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= √�� � �
��

��
�

−
��

�
����

�

�
+

��

�
����

�

�
= �√�� �

�

��

=
�√��

�
≤⏞

��� (�)

�
�

��� − ��
 (���) 

2447. In ���� the following relationship holds: 

�

�(� + �)(��� + ��)
≤ �

�

�� + ���
≤

�

�(� + �)��
   

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  �
�

�� + ���
≥⏞

��� �

∑(�� + ���)
=

�

(� + �) ∑ ��
=

�

�(� + �)(�� − �� − ���)

≥ 

≥⏞
��������� �

�(� + �)�(��� + ��� + ���) − �� − ����
=

�

�(� + �)(��� + ��)
 

���, �
�

�� + ���
≤⏞

���

�
�

(� + �)�
�

�

��
+ �.

�

��
� =

�

� + �
�

�

��
≤⏞

��������� �

� + �
.

�

���

=
�

�(� + �)��
 

���������,
�

�(� + �)(��� + ��)
≤ �

�

�� + ���
≤

�

�(� + �)��
 

2448. In ���� the following relationship holds: 

�
��

��
≥

�

�
��

� + �

�
+ �

�� + ��

��
� 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ���� ∶ 

 �� ≥⏞
�������� �� + ��

��
=

�

�
.

��

��
.
�� + ��

��
=

��

�
�

�

�
+

�

�
� ↔

�

�
+

�

�
≤

���

��
  (�) 
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��, ��, �� ��� �� ������ ����� �� �������� ����  

: �� =
�

�
�, �� =

�

�
�, �� =

���

��
=

��

���
 

�� �������, (�)  ↔ 

��

��
+

��

��
≤

���

��

↔
��

��
+

��

��
≤

�

�
�.

���

��
=

���

��
 →

��

��
+

��

��
≤

���

��

(�) 

(�), (�)  → �
�

�
+

�

�
� + �

��

��
+

��

��
� ≤

���

��
  (��� �������) 

→ � �
�

�
+

�

�
� + � �

��

��
+

��

��
� ≤ � �

��

��
 ↔ 

� �
�

�
+

�

�
� + � �

��

��
+

��

��
� ≤ � �

��

��
 

���������, �
��

��
≥

�

�
��

� + �

�
+ �

�� + ��

��
� 

2449. In ����, � −incenter, ��, ��, �� −diameters , the following 

relationship holds: 

Prove that: ����� ≥ ����� 

Proposed by George Apostolopoulos-Messolonghi-Greece 

Solution by Marian Ursărescu-Romania 

������ � = �� + �, ������ � = � + � 

In ����: �� = ����� �
����

�
� 

In ����:  �� = �����
���

�
= �����

�

�
, then: 

����� =
�� ⋅ �� ⋅ ���(���)

�
=

�

�
⋅ �����

�

�
⋅ �����

�

�
⋅ ���

�

�
 

Hence, 

����� = ������
�

�
⋅ ���

�

�
���

�

�
; (�) 

But: ����� = ���������������; (�). 

From (�), (�) it follows that: 
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�����

�����
=

���
�
� ���

�
� ���

�
�

������������
=

�

����
�
� ���

�
� ���

�
�

; (�) 

But in any ����, we have: ���
�

�
���

�

�
���

�

�
≤

�

�
; (�) 

From (�), (�) it follows that: 

�����

�����
≥ � 

Therefore, 

����� ≥ ����� 

2450. If ��� is a nonisoscelles triangle, then prove that : 

�
��

(� − �)(� − �)
> �√��. 

Proposed by D.M.Bătinețu-Giurgiu, Neculai Stanciu-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ����:  
��

(� − �)(� − �)
= �� �−

�

(� − �)(� − �)
−

�

(� − �)(� − �)
� 

→ �
��

(� − �)(� − �)
=

�� − ��

(� − �)(� − �)
+

�� − ��

(� − �)(� − �)
= 

=
(� − �)(� + �)(�� + ��)

(� − �)(� − �)
+

(� − �)(� + �)(�� + ��)

(� − �)(� − �)

=
(� + �)(�� + ��) − (� + �)(�� + ��)

� − �
= 

=
�� − �� + ��� − ��� + ��� − ���

� − �
=

(� − �)(�� + �� + �� + �� + �� + ��)

� − �

= � �� + � �� = 

=
�

�
�(� + �)� >⏞

��� �

�. �
��(� + �)�

�

=
���

�
 >⏞
���������� �. �√���

�
= �√��. 

���������, �
��

(� − �)(� − �)
> �√�� 
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2451. In ���� the following relationship holds: 

  � �
�

��
�

�
�

  ≤   �
��

�� + ��
  ≤  

�

�
  

  Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

�� ���� ∶  �
��

�� + ��
= �

�

� +
��

��

 ≤⏞
�����

 �
�

� + �
=

�

�
. 

�
��

�� + ��
= �

�

� +
��

��

= �
�

� +
�� + ��

���

= �
���

(� + �)�
 ≥⏞
�����

� ��
��

(� + �)�
�

�
�

= 

= � �
���

∏(� + �)
�

�
�

  ≥⏞
�����

 � �  
�����

(∑(� + �))�
 �

�
�

= � �  
��. ����

����
 �

�
�

= � �  
����

�(��)�
 �

�
�

≥ 

≥⏞
����������

  � �  
����

���√���
�

 �

�
�

= � �
�

��
�

�
�

 

���������, � �
�

��
�

�
�

  ≤   �
��

�� + ��
  ≤  

�

�
 

2452. In ����, �� −Nagel' s cevian, �� −Gergonne' s cevian, the following 

relationship holds : 

�� �
��

� + ��
�

��
� + ��

� � . �
�� + ��

�
≥

�

�
� �

����

����
+

���

�� + �
� . ��

�� + ��

�� + ��
+ �

�� + ��

�� + ��
� 

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania 

Solution by Mohamed Amine Ben Ajiba-Tanger-Morocco 

��� �� ����� ∶  ���� ≤ ����. 

�� ����� ���� ∶  ��
� = �(� − �) +

(� − �)�

�
�,  ��

� = �(� − �) −
(� − �)�

�
(� − �) 

�[(����)� − (����)�] = 
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= �(� − �) ��(� − �) +
�(� − �)�

�
� ��� −

�(� − �)�

�
� − �

(� + �)� + (� − �)� − ��

�
.
����(� − �)

(� + �)�
 

= �(� − �) �(� + �)� − �� + �(� − �)� −
�(� − �)�

��
− ��� + ���.

�� − (� − �)�

(� + �)�
� 

= �(� − �) �(� + �)� − ��� − �� +
�(� − �)�(�� − (� − �)�)

��
+ ���.

�� − (� − �)�

(� + �)�
� 

= �(� − �) �(� − �)� − �� +
�(� − �)�(�� − (� − �)�)

��
+ ���.

�� − (� − �)�

(� + �)�
� 

= �(� − �)[�� − (� − �)�] �−� +
�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
� = ��� �

�(� − �)�

��
−

(� − �)�

(� + �)�
� 

= ���(� − �)�
(�� + �� + �)(�� + �� − �)

��(� + �)�
≥ � →  ���� ≤ ����  → 

 
����

��
≤ �� (��� �������) 

→ � �
����

����
+

���

�� + �
� ≤  � �

��

��
+

���(� − ��)

�� − ��
� �  =⏞

��
����������

  � �
��

��
+

���(� − ��)

�����
� 

= � �
��

��
+

� − ��

��
� = �

�

��
=

�

�
  →   � �

����

����
+

���

�� + �
� ≤

�

�
   (�) 

�� ���� ∶  �
�� + ��

�
= � �� �

�

�
+

�

�
� = �

���

� + �
. ���

�

�
.
� + �

��
= � � ���

�

�

→ �
�� + ��

�
= � � ���

�

�
 (�) 

���, �� ����� ���� ∶  ��
� = �(� − �) +

(� − �)�

�
�,

 ��
� = �(� − �) −

(� − �)�

�
(� − �) 

→ ��
� +  ��

� = ��(� − �) + (� − �)� ≥ ��(� − �) (�) 

��� 

 �(��
� +  ��

�) = (� + � + �)(−� + � + �) + �(� − �)� = (� + �)� − �� + �(� − �)� = 

= �(�� + ��) + (� − �)� − �� = �(�� + ��) − �(� − �)(� − �)  →  �� + ��

= ��
� +  ��

� + �(� − �)(� − �) 
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→
��

� +  ��
�

�� + ��
=

��
� +  ��

�

��
� +  ��

� + �(� − �)(� − �)

=
�

� +
�(� − �)(� − �)

��
� +  ��

�

≥⏞
(�)

�

� +
�(� − �)(� − �)

��(� − �)

=
�

� + ���� �
�

 

→
��

� +  ��
�

�� + ��
≥ ����

�

�
→

��
� + ��

�

��
� + ��

� =
(��)�

(���)�
.
��

� +  ��
�

�� + ��
≥

���

��
. ����

�

�
 

→ � �
��

� + ��
�

��
� + ��

� � ≥ � �
���

��
. ����

�

�
� =

(���)�

(����)�
. �

�

��
�

�

=
��

���
→ � �

��
� + ��

�

��
� + ��

� � ≥ �
�

��
�

�

  (�) 

�� ���� ���� ���� ∶  �� + �� = �� ����
�

�
→ �

�� + ��

�� + ��
+ �

�� + ��

�� + ��

=
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

   (�) 

���� (�), (�), (�), (�) �� �� �������� �� �����

∶  
�

��
. � � ���

�

�
≥⏞
(∗)

�

�
.
�

�
�

���
�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� 

↔ � ���
�

�
≥

�

��
�

���
�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� = � �� ���
�

�
� . �

���
�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� 

↔ � ���
� − ��

�
≥ � �� ���

� − ��

�
� . �

���
� − ��

�

���
� − ��

�

+
���

� − ��
�

���
� − ��

�

� 

��� ��� �������� ���� ������ � − ��, � − ��, � − ��. 

↔ � ��� � ≥ � �� ��� �� . �
��� �

��� �
+

��� �

��� �
� ↔

�

�
≥ �.

��

���
. �

�

�
+

�

�
� 

↔
�

�
+

�

�
≤

�

�
 (������ ������� ����������) → (∗) �� ����. 

���������,   

�� �
��

� + ��
�

��
� + ��

� � . �
�� + ��

�
≥

�

�
� �

����

����
+

���

�� + �
� . ��

�� + ��

�� + ��
+ �

�� + ��

�� + ��
� 


