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1) If �, �, � > � then  

����� + ��� + ����� + ��� + ����� + ��� ≥ (� + � + �)� 

Saudi Arabia Mathematical Competition 

Solution. 

����� + ��� + ����� + ��� + ����� + ��� ≥ (� + � + �)� 

⇔ ����� + ��� + ����� + ��� + ����� + ��� ≥ �� + �� + �� + ��� + ��� + ��� 

������ + ��� − �� − ���� + ������ + ��� − �� − ���� + ������ + ��� − �� − ���� ≥ � 

� ����� + ��� − � − ��� + � ����� + ��� − � − ��� + � ����� + ��� − � − ��� ≥ �, (�) 

which follows from: ���� + ��� − � − �� ≥ � ⇔ ���� + ��� ≥ � + �� ⇔ 

��� + ��� ≥ (� + ��)� ⇔ �(� − �)� ≥ �. Equality holds for � = �. 

Similarly, √��� + ��� − � − �� ≥ � and √��� + ��� − � − �� ≥ � 

Remark. The problem can be developed. 

2) If �, �, � ≥ � and � ≥ �, � ≥ �, �� = �� + � then: 

����� + ��� + ����� + ��� + ����� + ��� ≥ (� + � + �)� 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution. 

����� + ��� + ����� + ��� + ����� + ��� ≥ (� + � + �)� ⇔ 

����� + ��� + ����� + ��� + ����� + ��� ≥ �� + �� + �� + ��� + ��� + ��� ⇔ 

������ + ��� − �� − ���� + ������ + ��� − �� − ���� + ������ + ��� − �� − ���� ≥ � 

������ + ��� − � − ��� + ������ + ��� − � − ��� + � ����� + ��� − � − ��� ≥ �; (�) 

Inequality (1) it follows from: ���� + ��� − � − �� ≥ � ⇔ ���� + ��� ≥ � + �� ⇔ 
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��� + ��� ≥ (� + ��)� ⇔ ��� + ��� ≥ �� + ��� + ��� ⇔ 

(� − �)�� − ��� + (� − �)�� ≥ � ⇔ ��√� − � − ��� − ��
�
≥ �, which is true from 

conditions � ≥ �, � ≥ �, �� = �� + � ⇔ (� − �)(� − �) = �. 

Equality holds for �√� − � = ��� − �. 

Similarly, ���� + ��� − � − �� ≥ � and ���� + ��� − � − �� ≥ � ⇒ (�) −true. 

Note. 

For (�, �) = (�, �), we get problem Saudi Arabia Mathematical Competition, 2020. 

3) If �, �, � ≥ � then: 

���(�� + ���)
�

+ ���(�� + ���)
�

+ ���(�� + ���)
�

≥ (� + � + �)� 
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Solution.  

���(�� + ���)
�

+ ���(�� + ���)
�

+ ���(�� + ���)
�

≥ (� + � + �)� ⇔ 

���(�� + ���)
�

+ ���(�� + ���)
�

+ ���(�� + ���)
�

≥ �� + �� + �� + ��� + ��� + ��� ⇔ 

����(�� + ���)
�

− ��� − ���� + ����(�� + ���)
�

− �� − ����

+ ����(�� + ���)
�

− ��� − ���� ≥ � 

� ���(�� + ���)
�

− � − ��� + ����(�� + ���)
�

− � − ��� + � ���(�� + ���)
�

− � −

��� ≥ �; (�), which follows from: ��(�� + ���)
�

− � − �� ≥ � ⇔ 

��(�� + ���)
�

≥ � + �� ⇔ �(�� + ���) ≥ (� + ��)� ⇔ 

��� − ���� − ���� + ��� ≥ � ⇔ (� − �)�(�� + ��) ≥ �. Equality holds for � = �. 

Similarly, ��(�� + ���)
�

− � − �� ≥ � and ��(�� + ���)
�

− � − �� ≥ �. 

Equality hold if and only if � = � = �. 

4) If �, �, � ≥ � then: 

����(�� + ���)
�

+ ����(�� + ���)
�

+ ����(�� + ���)
�

≥ (� + � + �)� 
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Solution. 

����(�� + ���)
�

+ ����(�� + ���)
�

+ ����(�� + ���)
�

≥ (� + � + �)� ⇔ 

����(�� + ���)
�

+ ����(�� + ���)
�

+ ����(�� + ���)
�

≥ �� + �� + �� + ��� + ��� + ��� 

⇔ �����(�� + ���)
�

− �� − ���� + �����(�� + ���)
�

− ����

+ �����(�� + ���)
�

− ���� ≥ � ⇔ 

� ����(�� + ���)
�

− � − ��� + �����(�� + ���)
�

− � − ��� + � ����(�� + ���)
�

−

� − ��� ≥ �, which is true from ���(�� + ���)
�

− � − �� ≥ � ⇔ 

���(�� + ���)
�

≥ � + �� ⇔ ��(�� + ���) ≥ (� + ��)� ⇔ 

���� − ���� − ������ − ����� + ���� ≥ � ⇔ (� − �)�(���� + ���� + ����) ≥ � 

Equality holds for � = � 

Similarly, ���(�� + ���)
�

− � − �� ≥ � and ���(�� + ���)
�

− � − �� ≥ �. 

Equality holds if and only if � = � = �. 

5) If �, �, � ≥ � and � ∈ ℕ,� ≥ � then: 

������(�� + ���)
�

+ ������(�� + ���)
�

+ ������(�� + ���)
�

≥ (� + � + �)� 
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Solution. 

������(�� + ���)
�

+ ������(�� + ���)
�

+ ������(�� + ���)
�

≥ (� + � + �)� ⇔ 

������(�� + ���)
�

+ ������(�� + ���)
�

+ ������(�� + ���)
�

≥ �� + �� + �� + ��� + ��� + ��� ⇔ 

�������(�� + ���)
�

− �� − ���� + �������(�� + ���)
�

− ��� − ���� +

�������(�� + ���)
�

− �� − ���� ≥ �, (�) which follows from  

������(�� + ���)
�

− �� − ��� ≥ � ⇔ ������(�� + ���)
�

≥ �� + ��� ⇔ 

����(�� + ���) ≥ (� + ��)� ⇔
�� + ���

�
≥ �

� + ��

�
�
�

(������). 
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Equality holds for � = �. 

Similarly, ������(�� + ���)
�

− ��� − ��� ≥ � and  ������(�� + ���)
�

− �� − ��� ≥ �. 

Equality holds if � = � = �. 

Note. 

For � = �, we get Problem 2, Saudi Arabia Mathematical Competition, 2020. 

 

 


