
R M M
ROMANIAN MATHEMATICAL MAGAZINE

Founding EditorFounding Editor
DANIEL SITARUDANIEL SITARU

Available onlineAvailable online
www.ssmrmh.rowww.ssmrmh.ro

ISSN-L 2501-0099ISSN-L 2501-0099

RMM - Triangle Marathon 1701 - 1800RMM - Triangle Marathon 1701 - 1800



 
www.ssmrmh.ro 

1 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

Proposed by  

Daniel Sitaru - Romania  

Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

George Florin Şerban – Romania  

Bogdan Fuştei-Romania,Marin Chirciu-Romania 

Radu Diaconu-Romania 

Marian Ursărescu-Romania 

Mokhtar Khassani-Mostaganem-Algerie 

Rahim Shahbazov-Baku-Azerbaijan 

Alex Szoros – Romania,Cristian Miu – Romania  

Florentin Vişescu-Romania,  

Jalil Hajimir – Canada, Gheorghe Alexe - Romania 

  



 
www.ssmrmh.ro 

2 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

Solutions by 

Daniel Sitaru-Romania 

Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

Bogdan Fuştei-Romania 

Adrian Popa-Romania 

George Florin Şerban – Romania  

Marian Ursărescu-Romania 

Cristian Miu – Romania  

Marin Chirciu-Romania 

Asmat Quatea-Kabul-Afganistan



 
www.ssmrmh.ro 

3 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

1701. In ∆��� the following relationships holds: 

�� +
�

������
�� ��(� − �)�

���

�

�

+ ���� ≥ ���� 

Proposed by Daniel Sitaru-Romania 
Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

 

� ��(� − �)�

���

= ��(� − �)� + ��(� − �)� + ��(� − �)� = 

= ��(�� − ��� + ��) + ��(�� − ��� + ��) + ��(�� − ��� + ��) = 

= ��(�� + �� + ��) − ����� + ���(� + � + �) = 

= ��(�� + ��� + ��) − ������ = ��(�� − ���� + ��) ⇒ 

�

������
�� ��(� − �)�

���

�

�

=
�

(����)�
���(�� − ���� + ��)�

�

= 

=
��(�� − ���� + ��)�

�����
≥

����������� (���� − ���)(��� − ���)�

�����
= 

=
��(��� − ��)(� − �)�

��
= �(���� − ���) �� −

�

�
�

�

 

Let: 
�

�
= � ≥ �. We need to prove: 

�� + �(��� − �) �� −
�

�
�

�

+ �� ≥ ��� ⇔ 

�� + �(��� − �)(� − �)� − ���� + ���� ≥ � 

�� + (��� − ��)(� − �)� − ���� + ���� ≥ � 

�� + ���� − ����� + ���� − �� ≥ � 

(� − �)(�� − ���� − ��� + ��) ≥ � 

Which is clearly true, because: 

� ≥ � ⇒ � − � ≥ � and  

�� − ���� − ��� + �� ≥ �(�� − �� ∙ �� − �� ∙ � + �� = ��� > 0. 

Proved. 
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1702.  In ∆��� the following relationship holds: 

����� +
�� + ��

���
� �

�

����
+

�� + ��

���
� ≥ ���(�� + ��) +

�� + ��

��
� �

��

���
+

�

�����
� 

Proposed by Daniel Sitaru-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

����� +
�� + ��

���
� �

�

����
+

�� + ��

���
� ≥ ���(�� + ��) +

�� + ��

��
� �

��

���
+

�

�����
� 

����

����
+

����(�� + ��)

���
+

�� + ��

�������
+

(�� + ��)(�� + ��)

�����
≥ 

≥
����(�� + ��)

���
+

��(�� + ��)

�����
+

��(�� + ��)

�����
+

�� + ��

�������
 

����

����
+

(�� + ��)(�� + ��)

�����
≥

��(�� + ��)

�����
+

��(�� + ��)

�����
 

����

����
+

����

����
≥

����

����
+

����

����
 because ��� =

���

����� ∙ ��� 

⇔ ���� + ���� ≥ ���� + ���� ⇔ ��(�� − ��) + ��(�� − ��) ≥ � 

⇔ (�� − ��)(�� − ��) ≥ �. 

Which is clearly true,because: �� ≥ ��; �� ≥ ��.Proved. 

1703. In ∆���, ∆�′�′�′ the following relationship holds: 

(� + ��)(� + ��)(� + ��) ≥ ����� + ���
�� + ����√���� 

Proposed by Daniel Sitaru-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

(� + ��)(� + ��)(� + ��) = 

= ��√�
�

�
�

+ �√���
�

�
� ��√�

�
�

�
+ �√���

�
�

� ��√�
�

�
�

+ �√���
�

�
� ≥

������
 

≥ �√���
�

+ √�������
�

�
≥ �√����

�
+ ���′�′�′

�
�

�

≥⏞
����;������

 

≥ ������
�

+ ���′��′
�

�
�

= � �����
�

+ ��′��′
�

�
�

 

Let: � = √���
�

; � = ������
�

 (�, � > 0) 
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We need to prove: 

�(� + �)� ≥ ���� + �� + ������� ⇔ 

�� + �� + ���(� + �) ≥ �� + �� + ������ ⇔ 

���(� + �) ≥ ������ ⇔ ��(� + �) ≥ ������ 

Which is clearly true, because �, � > 0, � + � ≥
���

���� ⇔ 

��(� + �) ≥ ������. Proved. 

1704. In ����, �� = ��, �� = ��, �� = ��, ��, �� - circumradii and 

inradii in ����. Prove that: 

�
�

�
�

�

≥
���

��
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

 

We have: �� = ��, �� = ��, �� = �� 

���� - parallelogram ⇒ �� = ��, �� = �� = ��; �� = �� = �� 

Choose: � ≡ �, � ≡ �, � ≡ � ⇒ ����� =
�

�
����� 

⇒ �� =
������

������
; �� =

������

�(�� + �� + ��)
 

⇒
��

��
=

�

�
⋅

(�� + �� + ��)������

��
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⇒
���

��
=

�(�� + �� + ��)������

���
=

�(�� + �� + ��)������

�(��)�
≤
(∗)

�
�

�
�

�

 

(*)⇔ (�� + �� + ��)������ ≤
�

�
(��)� 

Which is clearly true because: �� + �� + �� ≤ �� + � ≤
��

�

� ��

�
 

������

������
≤

�

��
⇒

������

���
≤

�

��
⇒ ������ ≤

���

�
 

⇒ (�� + �� + ��)������ ≤
�����

�
⇒ (*) is true ⇒ proved. 

1705. In acute ∆���, �� −circumcevian, the following relationship holds: 

��

��
+

��

��
+

��

��
+ � ≥

��

�
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 
Solution by Daniel Sitaru – Romania  

�� = ���, �� ∈ (��), �(∢����) =
�

�
− �, �(∢����) =

�

�
+ � − � 

∆���� : 
��

����
=

�

��� �
�
� + � − ��

⟹ �� =
�����

���(� − �)
 

� + �
��

��
���

= � + �
�����

�����
���(� − �)���

= � + � ���(� − �)

���

= 

= � +
�� + �� + ���

���
− � ≥⏞

���������

 

≥
���� − ��� + �� + ���

���
=

���� − ���

���
≥ 

≥⏞
����� ���� − �� ∙ �

���
=

����

���
=

��

�
 

1706. In ∆��� then following relationship holds: 

�

��
���

+
�

��
���

+
�

��
���

≥
�

��
�

�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

� 

Proposed by George Florin Şerban-Romania 
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Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

�

��
���

+
�

��
���

+
�

��
���

≥
���

��
�

(������)�

�

=
�

������
=

�

���

�

=
��

���
 

�

��
�

�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

� =
�

��
∙

�� + �� + ��

���
 

We muste show that: 
��

��� ≥
�

��
∙

��������

��� ⇔ ��� ≥ �� + �� + �� which is true by Leibnitz’s 

Inequality.Proved. 

1707. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

���� + ���� + ����

���� + ���� + ����
≥⏞
(�)

�
�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �)

− �(� − �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)�

− ��(� + �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�)�� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �)��� ������� 
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⇒ � ���� ≥ � �(� − �) = �� ⇒ �� ����� �� �����
��

≥ �� �� �
��

��
� �

��

��
��

��

= �� ��
����

���
�

��

� ��� ��
��

� =
���

��. ��
=

�

��
 

⇒
���� + ���� + ����

���� + ���� + ����
≥⏞

(�)
�

��
 

���, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
⇒ � �� ≥⏞

�����

� �
� + �

�
���

�

�
� 

 

≥ √��� � �����
�

�
= √��� �(� + ����) = √��� �� +

�

�
� = �

��

�
�� ���

⇒ �
�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

≤⏞
(�)

�

��
(�), (�) ⇒ (�)�� ���� (���) 

 

1708. �� ��� ∆��� , �� −Gergonne’s cevian, holds: 

��

�
+

�������

������
≥ �  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
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�������� ���������� ⇒ �� ≤ �� + � ≤⏞
?

�� ⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

�(� + �)

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

��(� + �)���
�
� ���

�
�

 

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? � + � + �

(� + �)���
�
�

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
?

+
�

(� + �)���
�
�

+
�

���
�
�

⇔ (� + �)���
�

�
≤⏞
?

�

⇔ �����
�

�
���

� − �

�
���

�

�
≤⏞
?

�����
�

�
���

�

�
 

⇔ ���
� − �

�
≤⏞
?

� → ���� ∴ �� ≥ �� ��� ������� ⇒
�������

������
≥

�������

������

=
����

∏ �
������

�
�

� + �
�

=
����∏(� + �)

������� �∏���
�
��

 

=
����. ��(�� + ��� + ��)

��������� �
�

���
=

�� + ��� + ��

���
⇒

��

�
+

�������

������
≥

��

�
+

�� + ��� + ��

���

=
�� + ��� + ���

���
≥⏞
?

� ⇔ �� ≥⏞
?

���� − ��� 

→ ���� (���������) ∴
��

�
+

�������

������
≥ � (������) 

1709. �� ��� ∆���, �� −Nagel’s cevian, holds: 

� �� + ���(�� − ��)� ��� + ������� ≤ �√���  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

��������� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 
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⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
���(� − �)(� − �)

�
⇒ ��

� = �� −
��(� − �)(� − �)

�

∴ �� + ������ ≤⏞
���

√����
� + ����� = √���� −

��(� − �)(� − �)

�
+ ����� 

= √���� −
��(� − �)(� − �)

�
+

�(� − �)�(� − �)(� − �)

�(� − �)
⇒ �� + ������

≤ √�� ��� ������� 

⇒ � �� + ���(�� − ��)� ��� + ������� ≤ √�� ��� + � ���(�� − ��)� ≤⏞
?

�√���

⇔ � ���(�� − ��) ≤⏞
?

⏟
(�)

� 

���, � ���(�� − ��) = � �
���

�
�� �

� − �

�
�

= �� � �
�

��
��(� − �) ≤⏞

���

����
�

��
�� �(� − �) = ���

��

����
�

=
���

√���
≤⏞

����� ���

√���
 

⇒ � ���(�� − ��) ≤ � ⇒ (�)�� ���� ∴ � �� + ���(�� − ��)� ��� + �������

≤ �√��� (������) 

1710. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

���� + ���� + ����

���� + ���� + ����
≥⏞
(�)

�
�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
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�������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �) ��� ������� 

⇒ � ���� ≥ � �(� − �) = �� ⇒ �� ����� �� �����
��

≥ �� �� �
��

��
� �

��

��
��

��

= �� ��
����

���
�

��

� ��� ��
��

� =
���

��. ��
=

�

��
 

⇒
���� + ���� + ����

���� + ���� + ����
≥⏞

(�)
�

��
 

����� ∶ �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 
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⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
⇒ � �� ≥⏞

�����

� �
� + �

�
���

�

�
� 

≥ √��� � �����
�

�
= √��� �(� + ����) = √��� �� +

�

�
� = �

��

�
�� ���

⇒ �
�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

≤⏞
(�)

�

��
(�), (�) ⇒ (�) �� ���� (���) 

1711. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

�
����

����
 ≥

��

��
+

��

��
+

��

��
  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� =⏞
(�)

�� − ����� 

�����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 
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����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �) 

⇒ ������ ≥ �(� − �) �
��

� − �
� = ��� ⇒ ������ ≥ ��� ⇒

������

����
≥

��. ���

�����
=

��

��

= �
�

��
� �� ≥⏞

����������

�� ⇒
����

����
≥

��

��
 ��� ������ 

⇒ �
����

����
 ≥

��

��
+

��

��
+

��

��
 (������) 

1712. In ∆��� the following relationship holds: 

���� + ���� + ����

���(� + � + �)
≤

�

��
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution 1 by Bogdan Fuştei-Romania 

Using Goldstone Inequality: ������ ≤ ���� + ���� + ���� ≤ ����� 

 We have: ��� = ���; � + � + � = �� ⇒ 

���� + ���� + ����

���(� + � + �)
≤

�����

��� ∙ ��
=

��

��
=

�

��
 

Solution 2 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

���� + ���� + ����

���(� + � + �)
=

(�� + ��� + ��)�

�����
− � ≤

�

��
⇔

(�� + ��� + ��)�

�����
≤

� + ��

��

⇔ ��(� + ��)�� ≥ (�� + ��� + ��)� 

⇔ �� − ��(��� + ��� − ���) + ��(�� + �)� ≤⏞
(�)

� 

���, ������ ⇒ �� − (� − �) ≥ � ��� �� − (� + �) ≤ �, ����� �

= ��� + ���� − �� ��� � = �(� − ��)��� − ��� 
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∴ ��� − (� + �)� ��� − (� − �)� ≤ � ⇒ �� − ��(��) + �� − �� ≤ �

⇒ �� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)� ≤⏞
(�)

� 

∴ (�) ⇒ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� ����� ∶ 

�� − ��(��� + ��� − ���) + ��(�� + �)� ≤ �� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)�

⇔ ��� ≤ (�� + �)� → ���� (������) 

⇒ (�) �� ���� ∴
���� + ���� + ����

���(� + � + �)
≤

�

��
 (������) 

Solution 3 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

In any triangle  we have: 
������������

���
≤

��

�
⇔

�

�
∙

������������

���
≤

�

��
 

We need to prove: 
�

�
∙

������������

���
≥

��������������

���(�����)
⇔ 

(� + � + �)(�� + �� + �� + ���) ≥ �(���� + ���� + ����) ⇔ 

�� + �� + �� + ���(� + � + �) + ��(�� + ��) + ��(�� + ��)

+ ��(�� + ��) ≥
(∗)

�(���� + ���� + ����) 

But: �� + �� + �� + ���(� + � + �) ≥
�����

��(�� + ��) + ��(�� + ��) + ��(�� + ��) ⇒   

�� + �� + �� + ���(� + � + �) + ��(�� + ��) + ��(�� + ��) + ��(�� + ��) ≥ 

≥ �[��(�� + ��) + ��(�� + ��) + ��(�� + ��)] ≥
(∗∗)

 

≥ �(���� + ���� + ����) ⇔ 

��(�� + ��) + ��(�� + ��) + ��(�� + ��) ≥ �(���� + ���� + ����) ⇔ 

��(� − �)� + ��(� − �)� + ��(� − �)� ≥ � 

Which is clearly true⇒ (∗∗)true⇒ (∗) true. 

 

1713. In ∆��� the following relationship holds: 

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
≤ �

�

��
�

�

 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 
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Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Let: � = ��, � = ��, � = �� ⇒ � + � + � ≤ �� + � 

�

�
+

�

�
+

�

�
≤

�

��
+

�

��
+

�

��
=

�

�
 

(� + �)(� + �)(� + �)

���
=

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+ � = (� + � + �) �

�

�
+

�

�
+

�

�
� − � ⇒ 

��� =
�

�
�(� + � + �) �

�

�
+

�

�
+

�

�
� − �� ≤

�

�
�(�� + �) ∙

�

�
− �� =

�

�
∙

��

�
=

�

��
≤
(∗)

�
�

��
�

�

 

(∗) ⇔ �� ≥ � �� =
�

��
≥ �� ⇔ �(� − �) ≥ � true by � ≥ � ⇒ � − � ≥ � ⇒ �(� − �) ≥ �.Proved. 

Solution 2 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� �� ≤ � �� ⇒
������(�� + �� + ��)

���
≤

��
���

� + ��
���

� + ��
���

�

���

=
�

�
��� ∑ ����

���
≤⏞

��������� �
�

��� �����

�����
= �

�

��
�

�

 

∴ �
�

��
�

�

≥⏞
(�)

������(�� + �� + ��)

���
 

���,
���(� + � + �)

��
≥

� ∏(� + �)

���
⇔

��������. ��

����
≥ ��(�� + ��� + ��)

⇔ ��� ≥⏞
(�)

�� + ��� + �� 

���, ��� �� (�) ≤⏞
���������

��� + ��� + ��� ≤⏞
?

��� ⇔ (� − ��)(�� + �) ≥⏞
?

� → ����

⇒ (�) �� ���� ∴
���(� + � + �)

��
≥

� ∏(� + �)

���
 

�������� ����� �� � �������� ���� ����� 
���

�
,
���

�
,
���

�
 ����� ���� �� ������ 

=
�

�
, �� ��� ∶ 

�
�� ������ �

�
�� (�� + �� + ��)

��

�

≥

��
��

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�
�� ������
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⇒
������(�� + �� + ��)

���
≥⏞
(�)

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
∴ (�), (�)

⇒
(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
≤ �

�

��
�

�

(������) 

Solution 3 by Bogdan Fuştei-Romania 

Let � = ��, � = ��, � = �� ⇒ �� = ����, �� = ����, �� = ���� ⇒ 

�� + �� + �� = ���(� + � + �) ≤ ���� + ���� + ���� where �, �, �-lenghts sides of the 

triangle ��� and ��, ��, �� −can be the sides of on triangle with area ��. 

We can rewritten the relationship:  ���(� + � + �) ≤ ���� + ���� + ���� for 

��, ��, ��: 

������(�� + �� + ��) ≤ ��
���

� + ��
���

� + ��
���

� 

But: ��
���

� + ��
���

� + ��
���

� =
�

��
(���� + ���� + ����),  

�� = ���� (��� �������) ⇒ ���� + ���� + ���� = ������
� + ��

� + ��
�� 

But: �� ≥ ��(��� �������) ⇒ ��
� + ��

� + ��
� ≥ ��

� + ��
� + ��

� and with ��
� ≤

�(� − �)(��� �������) ⇒  ��
� + ��

� + ��
� ≤ �� ⇒  

��
� + ��

� + ��
� ≤ ��

∙���

��� ���� + ���� + ���� ≤ ����� ⇒ 

��
���

� + ��
���

� + ��
���

� ≤ ����� ∙
�

��
=

�

�
����

�������

������ 

��
���

� + ��
���

� + ��
���

�

���
≤

�

�
���� ∙

�

�����
 

��
���

� + ��
���

� + ��
���

�

���
≤

��

���
⇔

��
���

� + ��
���

� + ��
���

�

���
≤ �

�

��
�

�

 

������(�� + �� + ��) ≤ �
�

��
�

�

; (�) 

We must show that: 

������(�� + �� + ��)

���
≥

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
 

�� ==
�

�
�; ��� = ���; ������ = ����� = ��� ∙

�

�
� = ���� ⇒ 
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�� =
������

��
 

�� = ����; �� =
�� + �� + ��

�
 

�

�
� =

�� + �� + ��

�
∙ �� ⇒ �� =

��

�(�� + �� + ��)
 

��

���
=

������

��
∙

�� + �� + ��

��
=

������(�� + �� + ��)

���
 

So, the inequality: 

������(�� + �� + ��)

���
≥

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
 

becomes:  
��

���
≥

(�����)(�����)(�����)

�������
 

�

��
≥

(� + �)(� + �)(� + �)

����
⇒

��

�
≥

(� + �)(� + �)(� + �)

���
 

(� + �)(� + �)(� + �) = ��(�� + �� + ���); 

�� + �� + �� = �� + �� + ��� 

��(�� + �� + ��) = �� + �� + ���; �� = ����(��� �������) 

��(�� + �� + �� − �) = �� + �� + ��� 

(� + �)(� + �)(� + �) = ���(�� + �� + �� − �) 

��

�
≥

���(�� + �� + �� − �)

����
⇒ � ≥

�� + �� + �� − �

��
⇒ 

�� ≥ �� + �� + �� − � ⇒ �� + � ≥ �� + �� + �� ⇔ 

�� + �� + �� ≥ �� + �� + �� 

So, we get: 
�

��
≥

(���)(���)(���)

����
⇒ 

������(�� + �� + ��)

���
≥

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
; (�) 

From (1),(2) we have: 

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
≤ �

�

��
�

�
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1714.  In ∆���, �� −Nagel’s cevian, �� −Gergonne’s cevian, the following 

relationship holds: 

��
� ≥

�

�
(���� + ����) ≥ ���� 

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution 1 by Adrian Popa-Romania 

�) 
�

�
(���� + ����) ≥ ���� ⇔ ���� + ���� ≥ ����� ⇔ ���� ≥ ���� 

���� =
�

� − �
∙

�

� − �
=

��

(� − �)(� − �)
=

�(� − �)(� − �)(� − �)

(� − �)(� − �)
= �(� − �) ⇒ 

���� ≥ �(� − �)true. 

�) ��
� ≥

�

�
(���� + ����) ⇔ ���

� ≥ ���� + ���� 

�
��

� + ��
� = ���

� − ��(� − �)

��
� + ��

� ≥
���

�����

⇒ ����� ≤ ���
� − ��(� − �) ⇒ 

���� ≤ ���
� − �(� − �) ⇒ ���

� ≥ ���� + �(� − �) ⇒ 

��
� ≥

�

�
����� + �(� − �)� =

�

�
(���� + ����) 

Solution 2 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 
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����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �) 

����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�)

⇒ ���
� + (� − �)� + ����� = �(��

� + ��
�) + ����� 

⇒ ���
� + (� − �)� + ��(� − �) = �(��

� + ��
�) + ����� ⇒ ���

� + ���
�

= �(��
� + ��

�) + ����� ⇒ ��
� + ��

� = ���
� − ����� 

⇒ ���
� − ����� ≥⏞

���

����� ⇒ ��
� ≥⏞

(�)
�

�
(���� + ����) 

�����, (�) ⇒ ����� ≤ ���� + ���� ⇒
�

�
(���� + ����) ≥⏞

(��)

���� ∴ (�), (��) ⇒ ��
�

≥
�

�
(���� + ����) ≥ ���� (������) 

1715. In ∆��� the following relationship holds: 

� �
��

� + ��
�

(�� + ��)�

���

≤ �
�

��
�

�

 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 
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(�� + ��)�(�� + ��)�(�� + ��)� ≥
���

����� ∙ ����� ∙ ����� = ��(������)� 

Let: � = ��
�; � = ��

�; � = ��
� ⇒ � + � + � =

�

�
(�� + �� + ��) = 

=
�

�
∙ �(�� − ��� − ��) 

�

�
+

�

�
+

�

�
≤

�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

=
�� − ��� − ��

�����
⇒ 

��� = � �
��

� + ��
�

(�� + ��)�

���

≤
�(� + �)(� + �)(� + �)

�����
= 

=
�

�
�(� + � + �) �

�

�
+

�

�
+

�

�
� − �� =

�

�
�
�(�� − ��� − ��)�

�����
− �� ≤

(∗)

�
�

��
�

�

 

⇔ ��[�(�� − ��� − ��)� − �����] ≤ ����� 

⇔ ��[�(�� + ������ + �� − ����� − ����� + ����) − �����] ≤ ����� 

⇔ ��(��� + ������ + ��� − ������ − ������ + �����) ≤ ����� 

⇔ �(�� + ����� + ���)�� ≥ ����� + ��(������ + ��� + �����) 

⇔ [�(�� + ����� + ���) − �����]�� ≥
(∗∗)

��(������ + ��� + �����) 

But: ���� − ��� ≤ �� ≤ ��� + ��� + ��� (Gerretsen) 

⇒  �(�� + ����� + ���) − ����� ≥ �(�� + ����� + ���) − ���(��� + ��� + ���) 

= ��� + ����� + �� − ������ =
��

�
�

��

 

= ��� − ���� + ��� + � = ��(�� − �� + �) + � ≥ � ∙ �(�� − � ∙ � + �) = � > 0 

So, we need to prove: 

(��� + ����� + �� − ������)(��� − ��) ≥ ���(���� + �� + ���) 

⇔ (��� − ���� + ��� + �)(��� − �) ≥ �(���� + �� + �) 

⇔ ���� − ���� − ����� + ����� − ��� − � ≥ � 

⇔ �(� − �)(���� + ���� − ���� + ��� + �) ≥ � 

Which is clearly true, because: � ≥ � ⇒ � − � ≥ � 

���� + ���� − ���� + ��� + � = �{[�(���� + ���) − ��] + ��} + � = ��� > 0 ⇒ (∗∗) 

is true⇒ (∗)true.Proved. 
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Solution 2 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� �� ≤ � �� ⇒
������(�� + �� + ��)

���
≤

��
���

� + ��
���

� + ��
���

�

���

=
�

�
��� ∑ ����

���
≤⏞

��������� �
�

��� �����

�����
= �

�

��
�

�

 

∴ �
�

��
�

�

≥ �
������(�� + �� + ��)

���
�

�

��� ��, �� �������� �� ����� ∶ 

�
������(�� + �� + ��)

���
�

�

≥⏞
(�)

� �
��

�+��
�

(�� + ��)�
 

���, � �
�� + ��

(� + �)�
= � � �

�

� +
���

�� + ��

� ≤⏞
�������

� � �
�

� +
��
�

�

=
���

(� + ��)�
≤⏞

��� ���

��. ��(� + ��)
=

��

�(� + ��)
≤⏞

����� ��

�(� + �)
=

�

��
 

≤⏞
�����

�
�

��
�

�

∴ �
�

��
�

�

≥ � �
�� + ��

(� + �)�
⇒ �

���(� + � + �)

����
�

�

≥ � �
�� + ��

(� + �)�
�������� ����� �� � �������� ���� ����� 

���

�
,
���

�
,
���

�
 

����� ���� �� ������ =
�

�
, �� ��� ∶ �

�
�� ������ �

�
�� (�� + �� + ��)

����

�

�

�

≥ � �
�

�
�� ���

�+��
��

�
�
�� (�� + ��)�

 

⇒ �
������(�� + �� + ��)

���
�

�

≥ � �
��

�+��
�

(�� + ��)�
⇒ (�) �� ���� ∴ � �

��
�+��

�

(�� + ��)�

≤ �
�

��
�

�

(������) 
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1716. In ∆��� then following relationship holds: 

�

�
�

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
� ≤

�

��
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution 1 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� �� ≤ � �� ⇒
������(�� + �� + ��)

���
≤

��
���

� + ��
���

� + ��
���

�

���

=
�

�
��� ∑ ����

���
≤⏞

��������� �
�

��� �����

�����
= �

�

��
�

�

 

∴ �
�

��
�

�

≥⏞
(�)

������(�� + �� + ��)

���
 

���,
�

��
≥

�

�
+

∑ ��

����
=

���� + ��(�� − ��� − ���)

�����
=

�� − ��� − ���

���

⇔ �� − ��� − ��� ≤ ��� ⇔ �� ≤ ��� + ��� + ��� → ���� 

(���������) ∴
���(� + � + �)

����

≥
�

�
+

∑ ��

����
 �������� ����� �� � �������� ���� ����� 

���

�
,
���

�
,
���

�
 ����� ���� �� ������ =

�

�
 

�� ��� ∶

�
�� ������ �

�
�

(�� + �� + ��)�

�� �
��

� �
≥

�

�
+

�
�� ���

� + ��
� + ��

��

� �
�

��� ������

⇒
������(�� + �� + ��)

���
≥

�

�
+

��
� + ��

� + ��
�

�������
 

∴
������(�� + �� + ��)

���
≥⏞
(�)

�

�
+

��
� + ��

� + ��
�

�������
 

�����,
�

�
+

∑ ��

����
≥ �

∑ ��

∑ ��
�

�

⇔
�

�
+

���� + (∑ �)(∑ �� − ∑ ��)

����
≥ �

∑ ��

∑ ��
�

�

⇔
(∑ �)(∑ �� − ∑ ��)

����
≥ �

∑ ��

∑ ��
�

�

− � 
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⇔
(∑ �)(∑ �� − ∑ ��)

����
≥

(∑ �� − ∑ ��)(∑ �� + ∑ ��)

(∑ ��)�

⇔ �� �� − � ��� �
∑ �

����
−

∑ �� + ∑ ��

(∑ ��)�
� ≥ � ∴ �� ����� �� ����� ∶ 

�

�
+

∑ ��

����
≥ �

∑ ��

∑ ��
�

�

, �� �������� �� ����� ∶
∑ �

����
>

∑ �� + ∑ ��

(∑ ��)�
⇔ (�� + ��� + ��)�

> ���(��� − ��� − ��) 

⇔ �� − ��(���� − ���) + ��(���� + ���� + ��) >⏞
(�)

� 

���, ��� �� (�) ≥⏞
���������

��(���� − ���) − ��(���� − ���) + ��(���� + ���� + ��)

= ��(���� + ���� + �� − ���) 

≥⏞
���������

��(���� + ���� + �� − ���� − ���� − ���)

= ��� ���� + �(� − ��)� ≥⏞
�����

������ > � ⇒ (�) �� ���� ∴
�

�
+

∑ ��

����

≥ �
∑ ��

∑ ��
�

�

 

�������� ����� �� � �������� ���� ����� 
���

�
,
���

�
,
���

�
, �� ���

∶
�

�
+

�
�� ���

� + ��
� + ��

��

� �
�

��� ������

≥ �

�
� ���

� + ��
� + ��

��

�
�

(���� + ���� + ����)
�

�

 

⇒
�

�
+

��
� + ��

� + ��
�

�������
≥⏞
(�)

�
��

� + ��
� + ��

�

���� + ���� + ����
�

�

∴ (�), (�), (�) ⇒ 

�
�

��
�

�

≥
������(�� + �� + ��)

���
≥

�

�
+

��
� + ��

� + ��
�

�������

≥ �
��

� + ��
� + ��

�

���� + ���� + ����
�

�

⇒
�

��
≥⏞
(�)

��
� + ��

� + ��
�

���� + ���� + ����
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���,
�

�
�

�

� + �
≤

∑ ��

∑ ��
⇔ �

�

�
�

∑ �(� + �)(� + �)

��(�� + ��� + ��)
≤

�(�� − ��� − ��)

�� + ��� + ��

⇔ �
�

�
�

∑{�(�� + ��)}

��(�� + ��� + ��)
≤

�� − ��� − ��

�� + ��� + ��
 

⇔ �
�

�
�

��(�� + ��� + ��) + ��(�� − ��� − ���)

��(�� + ��� + ��)
≤

�� − ��� − ��

�� + ��� + ��
 

⇔ �(�� − ��� − ��)(�� + ��� + ��) ≥ (�� + ��� + ��)(��� − ��� − ���)

⇔ �� − ������ − ��(�� + �)� ≥⏞
(��)

� 

���, ��� �� (��) ≥⏞
���������

��(��� − ���)

− ��(�� + �)� ≥⏞
���������

��{(��� − ��)(�� − ��) − (�� + �)�}

= ����(� − ��)(�� − �) ≥⏞
�����

� 

⇒ (��) �� ���� ∴
�

�
�

�

� + �

≤
∑ ��

∑ ��
 �������� ����� �� � �������� ���� ����� 

���

�
,
���

�
,
���

�
, �� ��� ∶ 

�

�
� �

�
� ��

�
�

(�� + ��)
� ≤

�
�
�� ∑ ��

�

�
�
�� ∑ ����

⇒
�

�
�

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
�

≤
��

� + ��
� + ��

�

���� + ���� + ����
≤⏞

�� (�)
�

��
 (������) 

 

Solution 2 by Bogdan Fuştei-Romania 

�

�
�

�

��
+

�

��
+

�

��
� ≤

�

��
 

�

�
�

�

��
+

�

��
+

�

��
� ≤

��� �

�
��� + �� + �� ∙ �

�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

 

�

�� + �� + �� ≤ ���(�������)
�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

≤
�

���
�

⇒
�

�
�

�

��
+

�

��
+

�

��
� ≤

�

�
∙ �� ∙

�

���
⇒  
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�

�
�

�

��
+

�

��
+

�

��
� ≤

�

��
 

Let be �� = � + �, �� = � + �, �� = � + �, �� =
��������

�
= �� 

���� = ���(�� − � − �)(�� − � − �)(�� − � − �) = √�����

�������
�����

������ 

���� = √�� ∙ ���� = ��√��� ⇒ �� = √��� 

So, we have the following relationship holds: 

�

�
�

�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
� ≤ �

��

���
= �

�

��
 

��, ��, �� can be the sides of the triangle, then we get: 

�

�
�

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
� ≤ �

��

���
; (�) 

�� =
�

�
�; ��� = ��� ⇒ ������ = ����� = ��� ∙

�

�
� = ���� 

�� =
������

��
; �� = ����; �� =

�� + �� + ��

�
 

�

�
� = �� ∙

�� + �� + ��

�
⇒ �� =

��

�(�� + �� + ��)
 

⇒
��

���
=

������

��
∙

�� + �� + ��

��
=

������(�� + �� + ��)

���
 

Using  
�

�
��� ≥ ������ 

�� + �� + �� ≤ �� + �; �� + � ≤
��

�
⇔ �� + �� ≤ �� ⇔ � ≥ ��(�����)

⇒ �� + �� + �� ≤
��

�
 

�

�
��� ∙

��

�
≥

������(�� + �� + ��)

��

∙
�

��

�� 

��

���
≥

������(�� + �� + ��)

���
=

��

���
⇒

�

��
≥ �

��

���
; (�) 

From (1),(2) we get: 
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�

�
�

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
� ≤

�

��
 

 

1717. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

���� + ���� + ���� ≥
������

��
+

������

��
+

������

��
  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� =⏞
(�)

�� − ����� 

�����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 
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⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �) 

⇒ ������ ≥ �(� − �) �
��

� − �
� = ��� ⇒ ������ ≥ ��� ⇒

������

����
≥

��. ���

�����
=

��

��

= �
�

��
� �� ≥⏞

����������

�� ⇒ ���� ≥
������

��
 ��� ������� 

⇒ ���� + ���� + ���� ≥
������

��
+

������

��
+

������

��
 (������) 

 

1718. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

��� ��� ����� �� �����
��

, �� ����� �� �����
��

� ≥
�

��
  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �) ��� ������� 
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⇒ � ���� ≥ � �(� − �) = �� ⇒ �� ����� �� �����
��

≥ �� �� �
��

��
� �

��

��
��

��

= �� ��
����

���
�

��

� ��� ��
��

� =
���

��. ��
=

�

��
 

⇒ �� ����� �� �����
��

≥⏞
(�)

�

��
 

�����, � ���� ≥⏞
�����

� ��
� + �

�
� ���

�

�
�

���

� + �
� ���

�

�
� = � ��� �

�(� − �)

��
��

= � �(� − �) = �� 

⇒ �� ����� �� �����
��

≥ �� �� �
��

��
� �

��

��
��

��

= �� ��
����

���
�

��

� ��� ��
��

�

=
���

��. ��
=

�

��
⇒ �� ����� �� �����

��

≥⏞
(�)

�

��
 

(�), (�) ⇒ ��� ��� ����� �� �����
��

, �� ����� �� �����
��

� ≥
�

��
 (������) 

 

1719. �� ��� ∆ ��� �����: 

�

��
�� −

��

�
� ≤⏞

(�)

�
��

� − �
≤⏞
(�)

�

��
�� +

�

�
�  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

��

� − �
=

���

�(� − �)
=

�. �����
�
� ���

�
� ���

�
� . �����

�
� ���

�
� ���

�
�

�����
�
� ���

�
� . �����

�
� ���

�
� ���

�
�

=
������ �

�� ������ �
��

����
�
� ���

�
� ���

�
�

=
��

�
(� + ����)(� + ����) ��� ������� 

⇒ �
��

� − �
=

��

�
�(� + ����)(� + ����) =

��

�
�(� + (���� + ����) + ��������) 
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=
��

�
�� +

�(� + �)

�
+

(� + �)�

�� − � +
�� − ��� − ��

���

�
�

=
��

�
�

���� + ��(� + �) + �(� + �)� − ��� + �� − ��� − ��

���
� 

∴ �
��

� − �
=⏞

(�) �� + (�� + �)�

���
 ��� ��, (�) ⇔

�� + (�� + �)�

���
≤

�(� + ��)

���
⇔ (� + ��)��

≥ ��� + �(�� + �)� 

⇔ (� + �)�� ≥⏞
(�)

�(�� + �)� 

���, ��� �� (�) ≥⏞
���������

(� + �)(���� − ���) ≥⏞
?

�(�� + �)� ⇔ ��� ≥⏞
?

���

→ ���� (�����) ⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� 

�����, (�) ⇒ (�) ⇔
�� + (�� + �)�

���
≥

�(�� − ��)

���
⇔ �(�� + �)� ≥⏞

(��)

(�� − ��)�� 

���, ��� �� (��) ≤⏞
������

(��

− ��) ���� + ���� − �� + �(� − ��)��� − ���� ≤⏞
?

�(�� + �)� 

⇔ �(�� + �)� − (��� + ���� − ��)(�� − ��) ≥⏞
?

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

⇔ (� − ��)(��� − ���� + ��) ≥⏞
?

⏟
(���)

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

∵ � − �� ≥⏞
�����

∴ �� ����� �� ����� (���), �� �������� �� ����� ∶ ��� − ���� + ��

> �(�� − ��)��� − ��� 

⇔ (��� − ���� + ��)� − �(�� − ���)(�� − ��)� > � ⇔ ��(�� + �)� > � → ����

⇒ (���) ⇒ (��) ⇒ (�) �� ���� (������) 
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1720. In ∆��� the following relationship holds: 

����
� − ��

� + ��
��

���

≤ ��(�� − �� + ��)

���

�

�

 

Proposed by  Daniel Sitaru-Romania 
Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

(� − � + �)� = 

= �� − �� + �� + ���(�� − ��) + ���(�� + ��) + ������(� − �) + ������(� + �)

+ ������(� − �) − �����(�� + �� + ��) + �����(�� + �� + ��) ⇒ 

(� − � + �)� − ��� − �� + ��� = 

= �(� − �)(� + �)(� − �)[�� + �� + �� − (�� + �� + ��)] ≥ � 

Because � ≥ � ≥ � > 0; �� + �� + �� − (�� + �� + ��) ≥ � 

Choose: � = ��; � = ��; � = ��; (� ≥ � ≥ � > 0) ⇒ 

(�� − �� + ��)� ≥ ��
� − ��

� + ��
� ⇒  

����
� − ��

� + ��
��

���

≤ ��(�� − �� + ��)

���

�

�

 

Proved. 

1721. In ∆��� the following relationship holds: 

�(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
≤ � + � �

�

�
�

�

 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Let � = ��; � = ��; � = �� ⇒ � + � + � ≤ �� + �;
�

�
+

�

�
+

�

�
≤

�

�
⇒ 

(� + �)(� + �)(� + �)

���
=

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+ � = (� + � + �) �

�

�
+

�

�
+

�

�
� − �; ⇒ 
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��� =
�

�
�(� + � + �) �

�

�
+

�

�
+

�

�
� − �� ≤

�

�
�(�� + �) ∙

�

�
− �� =

�

�
∙

��

�

=
��

��
≤
(∗)

� + � �
�

�
�

�

 

(∗) ⇔ ��� + � −
�

�
� ≥ � ⇔ ��� − �� + � ≥ � ⇔ (� − �)(�� − �) ≥ � true by � ≥ � ⇒

� − � ≥ � ⇒ �� − � ≥ � − � = � > 0.Proved. 

Solution 2 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� �� ≤ � �� ⇒
������(�� + �� + ��)

���
≤

��
���

� + ��
���

� + ��
���

�

���

=
�

�
��� ∑ ����

���
≤⏞

��������� �
�

��� �����

�����
= �

�

��
�

�

 

∴ �
�

�
�

�

≥
�������(�� + �� + ��)

���
⇒ ��� ≥⏞

(�)

� +
�������(�� + �� + ��)

���
 

���, � +
���(� + � + �)

���
≥

�(� + �)(� + �)(� + �)

����
⇔ � +

�����

�����

≥
���(�� + ��� + ��)

�����
⇔ ���(�� + �) ≥⏞

(�)

��� + �(��� + ��) 

���, ��� �� (�) ≤⏞
���������

�(��� + ��� + ���) + �(��� + ��) ≤⏞
?

���(�� + �)

⇔ ���� − ���� − ���� ≥⏞
?

� ⇔ (� − ��)(��� + ��) ≥⏞
?

� 

→ ���� ∵ � ≥⏞
�����

�� ⇒ (�)�� ���� ∴ � +
���(� + � + �)

���

≥
�(� + �)(� + �)(� + �)

����
 �������� ����� �� � �������� ���� ����� 

 
���

�
,
���

�
,
���

�
 ����� ���� �� ������ =

�

�
, �� ��� ∶ 

� +

�
�� ������ �

�
�� (�� + �� + ��)

���

�

≥

��
��

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

��
�� ������
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⇒ � +
�������(�� + �� + ��)

���
≥⏞
(�)

�(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
∴ (�), (�)

⇒
�(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

�������
≤ � + � �

�

�
�

�

 

1722. In ∆��� the following relationship holds: 

��

��
+

��

��
+

��

��
≥

��(�� + �� + ��)

�(� + �)
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Lemma: For �, �, � > 0,
��

�
+

��

�
+

��

�
≥

�����������

�����
; (�) 

Chose: � = ��; � = ��; � = �� 

(�) ⇒  
��

��
+

��

��
+

��

��
≥

�(�� + �� + ��)

�� + �� + ��
 

We need to prove: 

�(�� + �� + ��)

�� + �� + ��
≥

��(�� + �� + ��)

�(� + �)
⇔ 

�(� + �)(�� + �� + ��) ≥ �(�� + �� + ��)� 

�(� + �)(�� − (��� + ���)�� + ��(�� + �)�) ≥ ��(�� − ��� − ��)� 

(� + �)(�� − (��� + ���)�� + ��(�� + �)�) ≥ 

≥ �(�� + ������ + �� − ����� − ����� + ���� 

(� + �)[�� − (��� + ���)�� + ��(�� + �)�] ≥ 

≥ �[�� − (��� + ���)�� + ��(�� + �)�] 

��� + [�(��� + ���) − (� + �)(��� + ���)]�� + [(� + �) − �]��(�� + �)� ≥ � 

��� + ��[�(�� + �) − (� + �)(�� + ��)]�� + ��(�� + �)� ≥ � 

�� − �(��� + ���)�� + ��(�� + �)� ≥ � 

��(�� − ���� − ���) + ��(�� + �)� ≥
(∗)

� 

But: �� ≥ ���� − ��� ⇒ ���(∗) ≥ ��(��� − ����) + ��(�� + �)� ≥
(∗∗)

� 
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Now, we prove that: (**) is true. 

(∗∗) ⇔ ��($� − ���) + �(�� + �)� ≥ � 

If �� − ��� ≥ � then: ��(�� − ���) + �(�� + �)� > 0 

If �
�� − ��� < 0

�� ≤ � (�����)
⇒ � ≤

�

�
<

��

�
 then from: �� ≤ ��� + ��� + ��� ⇒ 

(��� + ��� + ���)(�� − ���) + �(�� + �)� ≥ � ⇔ 

(��� + �� + �)(�� − ��) + (�� + �)� ≥ �; �� =
�

�
; � ≤ � <

��

�
� ⇔ 

���� − ���� − ��� − �� ≥ � ⇔ �(� − �)(��� + �� + �) ≥ � 

Which is true, because: � ≤ � <
��

�
⇒ (∗∗)true⇒ (∗)true. 

1723. In ∆��� the following relationship holds: 

� −
��

�
≤ ����

�

�
+ ����

�

�
+ ����

�

�
≤ � +

��

��
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Let Ω = ∑ ���� �

���� = ∑
�

�����

�

��� =
���(����)�

��  

Ω ≥
(�)

� −
��

�
⇔

�� + (�� + �)�

��
≥ � −

��

�
⇔

(�� + �)�

��
≥ � −

��

�
⇔ �(�� + �)�

≥ ��(�� − ��) 

But: �� ≤ ��� + ���� − �� + �(� − ��)��(� − ��) 

⇒ ��(�� − ��) ≤ (�� − ��) ���� + ���� − �� + �(� − ��)��(� − ��)� 

≤
(∗)

�(�� + �)� 

(∗)
��

�

�
��

���� (�� − �) ���� + ��� − � + �(� − �)��(� − �)� ≤ �(�� + �)� 

⇔ �(�� − �)(� − �)��(� − �) ≤ �(�� + �)� − (�� − �)(��� + ��� − �) 

⇔ �(�� − �)(� − �)��(� − �) ≤ (� − �)(��� − ��� + �) 

⇔ (� − �) ���� − ��� + � − (�� − �)��(� − �)� ≥ � 
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Because: � ≥ � ⇒ � − � ≥ � 

We just check: ��� − ��� + � ≥ (�� − �)��(� − �)
���
�� 

(��� − ��� + �)� ≥ (�� − �)��(� − �) 

(��� − ��� + �)� − (�� − �)��(� − �) ≥ � 

���� − ����� + ����� − ��� + � > 0 

Which is clearly true, because: 

�(�) = ���� − ����� + ����� − ��� + �; (� ≥ �) 

��(�) = ����� − ����� + ���� − �� 

�"(�) = ����� − ����� + ��� = ����(�� − �) + ��� ≥⏞
���

���� > 0 ⇒ 

�� ↑ [�; ∞) ⇒ ��(�) ≥ ��(�) = ��� > 0 ⇒ 

� ↑ [�; ∞) ⇒ �(�) ≥ �(�) = �� > 0 ⇒ (∗)true⇒ (�)true. 

Ω ≤
(�)

� +
��

��
⇔

�� + (�� + �)�

��
≤ � +

��

��
⇔ � +

(�� + �)�

��
� +

��

��
 

⇔ ��(�� + �)� ≤ ���� 

But: �� ≥ ���� − ��� ⇒ ��(���� − ���) ≥
(∗∗)

��(�� + �)� 

(∗∗) ⇔ ����� − ����� ≥ ��(���� + ��� + ��) 

⇔ ���� − ���� ≥ ���� + ����� + ��� 

⇔ ���� − ���� − ��� ≥ � ⇔ (� − ��)(��� + �) ≥ � true by � ≥ �� (Euler)⇒ (∗∗) is 

true⇒ (�) is true. Proved. 

1724. In acute ∆��� the following relationship holds: 

� �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

+ � �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

>
�

��
+

�

∏ �� − �(�)����

 

Proposed by Radu Diaconu-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Because: � < �, �, � <
�

�
⇒ 

�����, �����, ����� > �����, �����, ����� > 0 
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�����, �����, ����� > �����, �����, ����� > 0 

Ω = � �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

> � �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

= 

= � �
(�����)�

�(�)
+

(�����)�

�(�)
�

���

≥
��������̈�

�
(����� + �����)�

�(�) + �(�)
���

= 

= �
��

�(�) + �(�)
���

≥
��������̈� (� + � + �)�

���(�) + �(�) + �(�)�
=

�

��
 

� = � �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

> � �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

= 

= � �
(�����)�

�(�)
+

(�����)�

�(�)
�

���

≥
��������̈�

� �
(����� + �����)�

�(�) + �(�)
�

���

= 

= � �
�

� − �(�)
�

���

 

��� = � �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

+ � �
�����

�(�)
+

�����

�(�)
�

���

>
�

��
+

�

∏ �� − �(�)����

 

 

1725. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �����: 

� � ��� ≥ √�(�� − �) ���� + �������  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
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= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������

⇒ �� + ������ ≤⏞
���

√���� − ����� + ����� = √�� ��� ������� 

⇒ ���� + ������� ≤ �√�� ⇒ √�(�� − �) ���� + ������� ≤⏞
(�)

��(�� − �) 

�����, � � ��� = � � �����
�

�
���

�

�
����

�

�
= ��� � �����

�

�
= ��� �(� − ����)

= ��� �� − � −
�

�
� = ��(�� − �) 

≥⏞
�� (�)

√�(�� − �) ���� + ������� (������) 

 

1726. In ∆���, � −Lemoine’s point, the following relationship holds: 

����

��
≤ �� + �� + �� ≤

���

��
 

Proposed by Marian Ursărescu-Romania 

Solution 1 by Bogdan Fuştei-Romania 

�� =
���

�� + �� + ��
∙ ��(��� �������); �� = ���� 

�� =
�� ∙ ����

�� + �� + ��
≥

��

�� + �� + ��
∙ ��

�(��� �������); �� ≥ �� 

�� + �� + �� ≤ ���(�������) 

�� ≥
��

�� + �� + ��
∙ ��

� ≥
��

���
∙ ��

� =
���

�

��
(��� �������) 

�� + �� + �� ≥ �� ⇒ (�� + �� + ��)� ≥ ���� 

����
� + ��

� + ��
�� ≥

���
(�� + �� + ��)� ⇒ ��

� + ��
� + ��

� ≥ ���� ⇒ 

����
� + ��

� + ��
��

��
≥

� ∙ ����

��
=

����

�
⇒ �� + �� + �� ≥

����

�
; (�) 

We must show that: 
����

�
≥

����

�� ⇔ � ≥
���

�� ⇔ �� ≥ ��� ⇔ � ≥ ��(�����) 
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��
� + ��

� + ��
� =

�

�
(�� + �� + ��); 

�� ≤
��

�� + �� + ��
∙ ��

�(��� �������) ⇒ 

�� + �� + �� ≤
�� ∙

�
�

(�� + �� + ��)

�� + �� + ��
= ��; (�) 

We must show: �� ≤
���

��
⇔ � ≤

�

��
⇔ � ≥ ��(�����) 

From (1),(2) we have: 

����

��
≤ �� + �� + �� ≤

���

��
 

Solution 2 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�� =
�����

∑ ��
 ��� ������� ��� 

��

∑ ��
≤

�

�√��
 ��� ������� ∴ � �� ≤ �

���

�√��

=
∑ ����

�√����
≤⏞

��������� �����

�√����
=

��

√��
 

≤⏞
���������� �� �

�√�
� �

√��
=

���

��
∴ �� + �� + �� ≤⏞

(�)
���

��
 

���, ���� �� ��� ������ � ≥ � ≥ � ∴ �� ≤ �� ≤ �� ��� �� ≤ �� ≤ �� ∴ � ��

= �
�

∑ ��
� � ���� 

≥⏞
���������

�
�

� ∑ ��
� �� ��� �� ��� ≥⏞

��������

�
�

� ∑ ��
� �� �� ��� ��

�� + ��

��
�

≥ �
�

�� ∑ ��
� ��(��) � �� = �� ≥⏞

? ����

��
⇔ �� ≥⏞

?

��� 

⇔ � ≥⏞
?

�� → ���� (�����) ∴
����

��
≤⏞
(�)

�� + �� + �� ∴ (�), (�) ⇒
����

��

≤ �� + �� + �� ≤
���

��
 (������) 
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1727. In ∆��� the following relationship holds: 

��� + ��
� + ��� + ��

� + ��� + ��
� ≤

�� + ���

��
, � ∈ ℕ, � ≥ � 

Proposed by Mokhtar Khassani-Mostaganem-Algerie 
Solution by George Florin Şerban – Romania  

Let: �: (�, ∞) → ℝ, �(�) = √�
�

= �
�

�, ��(�) =
�

�
�

�

�
��, 

 �"(�) =
�

�
�

�

�
− �� �

�

�
�� < 0 ⇒ � −concave on (�, ∞) 

� �
� + � + �

�
� ≥

�(�) + �(�) + �(�)

�
; (������) 

� √�
�

���

≤ � ∙ �
�

�
� �

���

�
 

� ��� + ��
�

���

≤ � ∙ �
∑(�� + ��)

�

�

= � ∙ �
∑ �� + ∑ ��

�

�

= 

= � ∙ �
∑ �� + �� + �

�

�

≤
�����

� ∙
�

��
� + �� +

�
�

�

�

= � ∙ √��
�

≤
(�) �� + ���

��
= 

(�) ⇔ � ∙ √��
�

≤ � +
��

�
⇔ √��

�
≤ � +

��

�
⇔ 

�� +
��

�
�

�

≥
���������

� +
��

�
∙ � = � + �� > 3� ⇔ � +

��

�
> √��

�
 true.Proved. 

1728. �� ��� ∆ ���, holds: 

�� + �� + �� ≥ � + �� − �√� +
��

��
+

��

��
+

��

��
� �  

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

���, � + � −  � = �����
�

�
���

� –  �

�
 –  �����

�

�
���

�

�

= �����
�

�
����

� –  �

�
 –  ���

� + �

�
� = �����

�

�
���

�

�
���

�

�
 

⇒ � −  � =⏞
(�)

�����
�

�
���

�

�
���

�

�
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�����, �� =
�

���
�
�

=
�����

�
� ���

�
� ���

�
�

���
�
�

= �����
�

�
���

�

�
=⏞

�� (�)
� –  �

���
�
�

⇒ ���
�

�
=⏞
(�) � –  �

��
 

�� ����, ���
�

�
=

� –  ���
�
�

���
�
�

 =⏞
�� (�) � – 

� –  �
��

�
��

=
�� – (� –  �)

�
⇒ �� =⏞

(�)

� −  � + ����
�

�
 

���������, �� =⏞
(�)

� −  � + ����
�

�
 ��� �� =⏞

(�)

� −  � + ����
�

�
∴ (�) + (�) + (�)

⇒ � �� =⏞
(�)

� + � � ���
�

�
 

��� �(�) = ��� �
�

�
� ∀ � ∈ (�, �) ∴ � "(�) =

��� �
�
�� ���� �

�
��

�
> � ⇒ �(�) �� ������ 

��� ���
�

��
= � ∴ ���

�

�
=

�

√�
=

��

� − ��
⇒ �� + �√�� − � = � ⇒ �

=
−�√� ± √�� + �

�
= � − √� ⇒ ���

�

��
=⏞
(�)

� − √� 

���, �� (�), � �� = � + � � ���
�

�
≥⏞

������

 

≥ � + �����
�

��
��� �(�) = ��� �

�

�
� �� ������ ����� ��� ���� ������ ������� � 

= � + ���� − √�� = � − �√�� + �� ⇒ � �� ≥⏞
(�)

� − �√�� + �� 

��� � �� ��� �������� ��� ��� �� ���� �� ��� �� ��� ��� �� �������� ���� �� �� �. 

 ����� �������� ������� �� ∆ ��� ⇒ 

��

��
=

�

�
⇒

�

��
=

� + �

�
⇒ �� =⏞

(�) ��

� + �
 ��� ����� �������� ������� �� ∆ ��� ⇒

��

��

=
�

��
=⏞

�� (�) � + �

�
⇒

��

��
=

��

�
⇒ �� =

���

��
 

⇒ �� = �� + �� = �� +
���

��
 ��� ������� ⇒ � ��

= � �� +
�

��
� ��� ≥⏞

�� (�)

� − �√�� + �� +
�

��
� ��� 



 
www.ssmrmh.ro 

40 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

∴ � �� ≥⏞
(�)

� − �√�� + �� +
�

��
� ��� 

� �
��

��
= � �

���

���
=⏞
(�) �

��
� ��� ∴ �� (�) ��� (�), � �� ≥ � − �√�� + �� + � �

��

��

= � + �� − �√� +
��

��
+

��

��
+

��

��
� � (������) 

1729. �� ��� ∆ ���, holds: 

���� + ���� + ����

���� + ���� + ����
≥ �

�� + �� + �� + �√�

�� + �� + �� + �� + �� + ��
�

�

 

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� ���� ≥⏞
�����

� ��
� + �

�
� ���

�

�
�

���

� + �
� ���

�

�
� = � ��� �

�(� − �)

��
�� = � �(� − �)

= �� 

⇒ �� ����� �� �����
��

≥ �� �� �
��

��
� �

��

��
��

��

= �� ��
����

���
�

��

� ��� ��
��

�

=
���

��. ��
=

�

��
⇒ ��� ≥⏞

(�)
�

��
 

(�) ⇒ �� �������� �� ����� ∶ �
�

��
≥

�� + �� + �� + �√�

�� + �� + �� + �� + �� + ��
 

⇔ �
�

��
(�� + �� + ��) + �

�

��
(�� + �� + ��) ≥⏞

(�)

�� + �� + �� + �√� 

���, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
⇒ � �� ≥⏞

�����

� �
� + �

�
���

�

�
� 
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≥ √��� � �����
�

�
= √��� �(� + ����) = √��� �� +

�

�
� = �

��

�
�� ���

⇒ �
�

��
(�� + �� + ��) ≥⏞

(�)

�� + �� + �� 

���, �
�

��
� �� ���

�

≥ ��� ⇔
(�� + ��� + ��)�

���
≥ ��� ⇔ (�� + ��� + ��)� ≥ ������

⇔ �� − ��(���� − ���) + ��(�� + �)� ≥⏞
(��)

� 

��� �� (��) ≥⏞
���������

��(���� − ���) − ��(���� − ���) + ��(�� + �)�

= ��{(�� + �)� − ���} ≥⏞
������

� ⇒ (��) �� ���� 

∴ �
�

��
(�� + �� + ��) ≥⏞

(�)

�√� ∴ (�) + (�) ⇒ (�) �� ���� ∴
���� + ���� + ����

���� + ���� + ����

≥ �
�� + �� + �� + �√�

�� + �� + �� + �� + �� + ��
�

�

(������) 

 

1730. In ∆��� the following relationship holds: 

��

��
+

��

��
+

��

��
≤

��

��
 

Proposed by Rahim Shahbazov-Baku-Azerbaijan 

Solution by Marian Ursărescu-Romania 

From Cauchy Inequality, we have: 

�
��

��
+

��

��
+

��

��
�

�

≤ ���
� + ��

� + ��
�� �

�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

� 

We must show that: 

���
� + ��

� + ��
�� �

�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

� ≤
���

���
; (�) 

But: ��
� + ��

� + ��
� =

�

�
(�� + �� + ��) and �� + �� + �� ≤ ��� (�������) ⇒ 

��
� + ��

� + ��
� ≤

����

�
; (�) 

From (1),(2) we must show:  
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�

��
�

+
�

��
�

+
�

��
�

≤
�

���
; (�) 

But: �� ≥ ��(� − �) ⇒
�

��
� ≤

�

�(���)
; (�) 

From (3),(4) we must show: 

�

�
�

�

���
+

�

���
+

�

���
� ≤

�

��� but 
�

���
+

�

���
+

�

���
=

����

��
⇒ 

We must show that:  

�� + �

���
≤

�

���
⇔ ��(�� + �) ≤ ��(������) 

1731. In ∆��� the following relationship holds: 

�
��

� − �
���

≤ �
��

� − �
���

 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

�
��

� − �
���

= �
��

�(� − �)
���

= �� �
�

�(� − �)
���

 

�
��

� − �
���

= �
�

(� − �)�

���

= � �
�

(� − �)�

���

 

Let: � = � − �; � = � − �; � = � − �, (�, �, � > 0) ⇒ � + � + � = �; � = � + �, 

� = � + �, � = � + � then 

�
��

� − �
���

≤ �
��

� − �
���

⇔ 

� �
�

�(���)
+

�

�(���)
+

�

�(���)
� ≤

(∗)
�

�� +
�

�� +
�

��  which is true, because 

�

�(� + �)
=

�

�� + ��
≤

��� �

�
�

�

��
+

�

��
� ; (�) 

�

�(� + �)
=

�

�� + ��
≤

��� �

�
�

�

��
+

�

��
� ; (�) 

�

�(� + �)
=

�

�� + ��
≤

��� �

�
�

�

��
+

�

��
� ; (�) 
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From (1),(2),(3) we get: 

� �
�

�(���)
+

�

�(���)
+

�

�(���)
� ≤

�

�
∙

�

�
+

�

�
∙

�

�
+

�

�
∙

�

�
≤

�

�� +
�

�� +
�

�� ⇒ (∗) is true. 

Solution Soumava Chakraborty-Kolkata-India  

��

� − �
=

���

�(� − �)
=

�. �����
�
� ���

�
� ���

�
� . �����

�
� ���

�
� ���

�
�

�����
�
� ���

�
� . �����

�
� ���

�
� ���

�
�

=
������ �

�� ������ �
��

����
�
� ���

�
� ���

�
�

=
��

�
(� + ����)(� + ����) ��� ������� 

⇒ �
��

� − �
=

��

�
�(� + ����)(� + ����) =

��

�
�(� + (���� + ����) + ��������) 

=
��

�
�� +

�(� + �)

�
+

(� + �)�

�� − � +
�� − ��� − ��

���

�
�

=
��

�
�

���� + ��(� + �) + �(� + �)� − ��� + �� − ��� − ��

���
� 

=
�� + (�� + �)�

���
≤⏞

����� �� + (�� + �)�

���
∴ �

��

� − �
≤⏞

(�)
�� + (�� + �)�

���
 

�����,
��

� − �
=

����
�
�

�����
�
� ���

�
� ���

�
�

=
���

�
� . �����

�
� ���

�
� ���

�
�

�����
�
� ���

�
� ���

�
�

=
�. ����

�
�

����
�
� . ����

�
�

=
���

����
=

���
�

���
⇒

��

� − �
=

��
�

��
 ��� ������� 

⇒ �
��

� − �
=⏞
(�) (�� + �)� − ���

��
∴ (�), (�) ⇒ �� �������� �� ����� ∶ �� + (�� + �)�

≤ �(�� + �)� − ��� ⇔ (�� + �)� ≥ ��� 

→ ���� (������) ∴ �
��

� − �
≤ �

��

� − �
 (������) 

1732. In ∆��� the following relationship holds: 

�

�(�)
+

�

�(�)
+

�

�(�)
+

���

�(�)�(�)�(�)
>

��

�
�

�

��
+

����

��
� 

Proposed by Radu Diaconu-Romania 
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Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

�(�)�(�)�(�) ≤
����� ��(�) + �(�) + �(�)�

�

��
=

��

��
⇒

�

�(�)�(�)�(�)
≥

��

��
 

⇒
���

�(�)�(�)�(�)
≥

�����

��
=

��

��
∙ ���� ≥

���� �� ∙ �

��
∙ ���; (�) 

In any ∆���: √�� + √�� + √�� >
�

�
(� + � + �) ⇔ 

�(�� + �� + ��) + � � √����√� + √� + √��

���

> (� + � + �)� 

Which is clearly true, because: 

�(�� + �� + ��) > (� + � + �)� ⇔ �(�� + ��� + ��) > 4�� ⇔ 

�(��� + ��) > 0 (����) 

�

�(�)
+

�

�(�)
+

�

�(�)
=

√��

�(�)
+

√��

�(�)
+

√��

�(�)
≥

��������� �√� + √� + √��
�

�(�) + �(�) + �(�)
= 

=
�√� + √� + √��

�

�
=

� + � + � + ��√�� + √�� + √���

�
> 

>
� + � + � + � ∙

�
� (� + � + �)

�
=

��

�
>
(�) ���

� ∙ ��
 

(�) ⇔ �� > � ⇔ 9�� > �� 

Which is true, because: �� ≤ ��� + ��� + ��� (���������). 

So, we need to prove that: ��� + ��� + ��� < 9�� ⇔ ��� − ��� − ��� > 0 ⇔ 

��� − �� + � > 0 �� =
�

�
≥ �(�����)� ⇔ �(�� − �) − � > 0 (����) 

because �(�� − �) − � ≥ �(� ∙ � − �) − � = � > 0. Proved. 

 

1733. �� ��� ∆ ���, �����: 

��
�

��
�

+
��

�

��
�

+
��

�

��
�

≥
�������

������ + �������
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 
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Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�
��

�

��
�

≥⏞
���

�����
 ������ � =

������

������
� ≥

�������

������ + �������
=

��

� + �
⇔ ��

≥
����

(� + �)�
⇔ (� + �)� − ��� ≥ � 

⇔ (� + �)(� − �)� ≥ � → ���� 
 

∴
��

�

��
�

+
��

�

��
�

+
��

�

��
�

≥
�������

������ + �������
 (������) 

 

1734. �� ��� ∆ ���,holds: 
 

� �����
�

�
+ ����

�

�
+ ����

�

�
� − �����

�

�
���

�

�
+ ����

�

�
���

�

�
+ ����

�

�
���

�

�
� < �  

 

Proposed by Nguyen Van Canh - Vietnam 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

���
�

�
< � ⇒ ����

�

�
< ����

�

�
 ��� ������� ⇒ � � ����

�

�
< � � ����

�

�

= �(� − ����) = � − � −
�

�
< � 

⇒ � � ����
�

�
− � ����

�

�
���

�

�
������

< � − � ����
�

�
���

�

�
������

< � (������) 

 

1735. �� ��� ∆ ���,holds: 

�
�����

��
�+��

�
+ �

�����

��
�+��

�
+ �

�����

��
�+��

�
≥

�������

������
  

Proposed by Marin Chirciu – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
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� �
�����

��
�+��

�
= � �

���. ��

���� + ����
= � �

���

�� + ��

= � √� ������ � =
���

�� + ��
, � =

���

�� + ��
 ��� � =

���

�� + ��
� 

≥⏞
���

������ ⇒ � �
�����

��
�+��

�
≥⏞
(�)

������  

���,
�������

������
≤

�������

������
= � � �

�
���

�� + ��� ��

��
� = ���� ⇒

�������

������
≤⏞
(�)

���� 

(�), (�) ⇒ �� �������� �� ����� ∶  ������ ≥ ���� ⇔ ��� ≤ (���)� ⇔ (���)� ≤ �

⇔ ��� ≤ � ⇔ � �
���

�� + ��
� ≤ � → ���� 

∵
���

�� + ��
≤ � ��� ������� �� (� − �)� ≥ � ��� �������

∴ �
�����

��
�+��

�
+ �

�����

��
�+��

�
+ �

�����

��
�+��

�
≥

�������

������
 (������) 

1736. �� ��� ∆ ���, �����: 

�
�����

��
≥ �� +

�

�
�

��

��
� �

��

�
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�
�����

��
= �

⎝

⎜
⎛

�
���. ����

�
�

�����
�
� ���

�
�

�
� + �

������
�
�

�

⎠

⎟
⎞

= ��
�

��
�

� + �

��� �
�(� − �)

��
�

=
�

�
�

�

��
�

� + � − �

� − �
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=
�

�
�

�

��
�� +

� ∑(� − �)(� − �)

���
� =

�

�
�

�

��
�� +

�� + �

�
� = ��

�

��
�

� + �

�
�

∴ �
�����

��
=⏞
(�)

�
��

�
�

� + �

�
� 

�����, �� +
�

�
�

��

��
� �

��

�
≤⏞

����������

�� + �
�

�
�

��

��
� �

��

�

= �
��

�
�

� + �

�
� =⏞

�� (�)

�
�����

��
 (������) 

1737. �� ��� ����� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

� ��(��
� + ��

�) ≥ �(�� + ��)  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶ (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�) 

⇒ ���
� + (� − �)� + ����� = �(��

� + ��
�) + ����� ⇒ ���

� + (� − �)� + ��(� − �)

= �(��
� + ��

�) + ����� 



 
www.ssmrmh.ro 

48 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

⇒ ���
� + ���

� = �(��
� + ��

�) + ����� ⇒ ��
� + ��

� = ���
� − �����

∴ �� + �� ≤⏞
���

√����
� + ��

� = √�����
� − ����� ≤⏞

?

��(��
� + ��

�) 

⇔ ���
� − ����� ≤⏞

?

��
� + ��

� ⇔ ���
� ≤⏞

?

(�� + ��)� ⇔ ��� ≤⏞
?

�� + �� =⏞
�� (�)

������
�

�

⇔ �� ≤⏞
?

�(� + ����) → ���� ��� ����� ����� � 

∴ ��(��
� + ��

�) ≥ �� + �� ��� ������� ⇒ � ��(��
� + ��

�) ≥ �(�� + ��)

⇒ � ��(��
� + ��

�) ≥ �(�� + ��) (������) 

1738. �� ��� ∆ ���, �� − ���������� ������ �����: 

 
�������

������
+

��

�
≥ ��  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

 
�������

������
=

����

∏ �
������

�
�

� + �
�

=
����∏(� + �)

������� �∏���
�
��

=
����. ��(�� + ��� + ��)

��������� �
�

���

=
�(�� + ��� + ��)

����
 

⇒
�������

������
+

��

�
=

�(�� + ��� + ��)

����
+

��

�
=

�(�� + ��� + ��) + ����

����
≥ ��

⇔ ��� + ���� + ���� ≥ ����� 

⇔ ��� ≥⏞
(�)

����� − ���� 

���, ��� ≥ ����� − ���� ≥⏞
?

����� − ���� ⇔ ��� ≥⏞
?

��� ⇔ � ≥⏞
?

�� → ���� (�����)

⇒ (�) �� ���� ∴
�������

������
+

��

�
≥⏞
(�)

��  
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���, �������� ���������� ⇒ �� ≤ �� + � ≤⏞
?

�� ⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

�(� + �)

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

��(� + �)���
�
� ���

�
�

 

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? � + � + �

(� + �)���
�
�

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
?

+
�

(� + �)���
�
�

+
�

���
�
�

⇔ (� + �)���
�

�
≤⏞
?

�

⇔ �����
�

�
���

� − �

�
���

�

�
≤⏞
?

�����
�

�
���

�

�
 

⇔ ���
� − �

�
≤⏞
?

� → ���� ∴ �� ≥ �� ��� ������� ⇒  
�������

������
+

��

�

≥
�������

������
+

��

�
≥⏞

�� (�)

�� (������) 

 
 

1739. �� ��� ∆ ���,holds: 

�

��
≥ � +

��(�� − ��)�

(�� + ����)�
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

��(�� − ��)�

(�� + ����)�
=

�� �
��

� − � −
��

� − �
�

�

��� +
��

� − � .
��

� − �
�

� =
�� �

����

����� (� − �)�(� − �)�

��� +
�(� − �)(� − �)(� − �)

(� − �)(� − �)
�

�

=
��(� − �)�(� − �)�

����(� + � − �)�
=

(� − �)�(� − �)�

��(� + �)�
 

=
��������� � − �

� ���� �
�� ��������� �

� ���� �
� ���� �

��

��������� �
� ���� �

� ���� �
�� ��������� � − �

� ���� �
��

=
� − ���� � − �

�

���� � − �
�

=
�

���� � − �
�

− � ⇒ � +
��(�� − ��)�

(�� + ����)�
=⏞
(�) �

���� � − �
�
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���, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
⇒ �����

�

�
���

� − �

�
≥ �√������

�

�
 

⇒ ���
� − �

�
≥ �

��

�
⇒

�

���� � − �
�

≤
�

��
⇒⏞

�� (�)

� +
��(�� − ��)�

(�� + ����)�
≤

�

��
 (������) 

1740. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

��(�� − ��)� ��
��

�|� − �|

��
�

� ≥ �� �
(�� − ��)(�� − ��)

��
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������� ���������� ⇒ �� ≤ �� + � ≤⏞
?

�� ⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

�(� + �)

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

��(� + �)���
�
� ���

�
�

 

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? � + � + �

(� + �)���
�
�

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
?

+
�

(� + �)���
�
�

+
�

���
�
�

⇔ (� + �)���
�

�
≤⏞
?

�

⇔ �����
�

�
���

� − �

�
���

�

�
≤⏞
?

�����
�

�
���

�

�
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⇔ ���
� − �

�
≤⏞
?

� → ���� ∴ �� ≤ �� ≤⏞
(�)

�� 

���, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �) = ���
� + �(� − �)(� − �)

⇒ ����
� − ����

� 

= ���(� − �) + ���(� − �) − ��(� − �)(� − �) − �(��� + ��� − ��) 

= ���(� + � − �) + ���(� + � − �) − �(� + � − �)(� + � − �) − �(��� + ��� − ��)

= �(� − �)� + ��� + ��� − ���� − ���� 

= �(� − �)� + �(� + �)(�� + �� − ��) − ���(� + �) = �(� − �)� + �(� + �)(� − �)�

= (� + �� + ��)(� − �)� ≥ � ⇒ ����
� ≥ ����

� 

⇒ �� ≥⏞
(�)

�� ∴ (�), (�) ⇒ �� ≥⏞
(�)

�� 

�����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �) 

����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   
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������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�) 

⇒ ���
� + (� − �)� + ����� = �(��

� + ��
�) + ����� ⇒ ���

� + (� − �)� + ��(� − �)

= �(��
� + ��

�) + ��(� − �) 

⇒ ���
� + ���

� = �(��
� + ��

�) + ��(� − �) ⇒ ��
� + ��

� =⏞
(�)

���
� − ��(� − �)

⇒ �� + �� − ��� − (��
� + ��

� − �����) 

=⏞
�� (�)

�� + �� − ��� + ����� − (���
� − ��(� − �)) ≥⏞

�� (�)

�� + �� − ��� + ��(� − �)

− ���
� + ��(� − �) 

= �� + �� − ��� + (� + � + �)(� + � − �) − (��� + ��� − ��)

= �� + �� − ��� + (� + �)� − �� − (��� + ��� − ��) = � 

⇒ (� − �)� ≥ (�� − ��)� ⇒⏞
�� (�)

|� − �| ≥⏞
(�)

�� − �� ��� ������� 

��� ��, �� ��� �� �� ��� ����� ������� ������������ �� ��. ���, �� = � − �, ��

= � − �, �� = � − �, �� = � − �, �� = � − � 

��� �� = � − � 

�� ��� �����′� �������,
���

���
=

��

��
+

��

��
=

� − �

� − �
+

� − �

� − �
=

�� − � − �

� − �
=

�

� − �

⇒
���

���
=

� − �

�
⇒

��� + ���

���
=

�

�
⇒

���

��
=

�

�
 

⇒ ��� =
���

�
 ��� ������� ��� �������� � ≡ �� ��� � = �� − ��, � = �� − �� ��� �

= �� − �� �� �������′� ����� ������ ��  

������� ����������, �� ���

∶ ��(�� − ��)� �
(�� − ��)����

�

��
+

(�� − ��)����
�

��
+

(�� − ��)����
�

��
�

≥ � ��(�� − ��)(�� − ��) 
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⇒ ��(�� − ��)� �
(�� − ��) �

��

������ ��
�

��
+

(�� − ��) �
��

������ ��
�

��

+
(�� − ��) �

��

������ ��
�

��
� − � �

��

�����
� (�� − ��)(�� − ��) ≥ � 

⇒ ��(�� − ��)� ��
(�� − ��)��

�

��
�

� − �� �
(�� − ��)(�� − ��)

��
�

 ≥⏞
(�)

� 

���, (�) ��� ������� ⇒ �
��

�|� − �|

��
�

≥ �
(�� − ��)��

�

��
�

⇒ ��(�� − ��)� ��
��

�|� − �|

��
�

� − �� �
(�� − ��)(�� − ��)

��
�

  

≥ ��(�� − ��)� ��
(�� − ��)��

�

��
�

� − �� �
(�� − ��)(�� − ��)

��
�

 ≥⏞
�� (�)

� 

⇒ ��(�� − ��)� ��
��

�|� − �|

��
�

� ≥ �� �
(�� − ��)(�� − ��)

��
�

 (������) 

 

1741. In ∆��� the following relationship holds: 

�

��� − ���
≤

�

��
� + ��

�
+

�

��
� + ��

�
+

�

��
� + ��

�
≤

�

�
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by Marian Ursărescu-Romania 

In any ∆��� we have: �� ≥ ��(� − �) ⇒ ��
� + ��

� ≥ �(� − �) + �(� − �) = �� ⇒ 

�

��
����

� ≤
�

�
and simillary, then:∑

�

��
����

���� ≤
�

�
  (1) 

Let: � ≤ � ≤ � ⇒ �� ≥ �� ≥ �� ⇒
�

��
����

� ≤
�

��
����

� ≤
�

��
����

�

�����������
���������� 

�

��
� + ��

�
+

�

��
� + ��

�
+

�

��
� + ��

�
≥

� + � + �

�
∙ �

�

��
� + ��

�
+

�

��
� + ��

�
+

�

��
� + ��

�
� 

We must show: 
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��

�
�

�

��
� + ��

�
���

≥
��

��� − ���
⇔ �

�

��
� + ��

�
���

≥
�

��� − ���
    (�) 

But: 

��
�

��
� + ��

�
���

� �����
� + ��

��

���

� ≥ � ⇒ �
�

��
� + ��

�
���

≥
�

����
� + ��

� + ��
��

   (�) 

From (1)+(2) we must show: 

�

����
� + ��

� + ��
��

≥
�

��� − ���
⇔

�

�
���

� + ��
� + ��

�� ≤ ��� − ��� 

⇔
�

�
∙

�

�
(�� + �� + ��) ≤ ��� − ��� ⇔ �� + �� + �� ≤ ���� − ���   (�) 

From Gerretsen we have: �� + �� + �� ≤ ��� + ��� ≤ �� + �� + �� ≤ ���� − ��� ⇔

� ≥ �� 

1742. In ∆��� the following relationship holds: 

�������(�� + �� + ��)

���
+ � ≥

√�(�� + �� + ��)�

��
, � = [���] 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

We have: �� = ��, �� = ��, �� = �� 

���� −parallelogram⇒�� = ��, �� = �� = ��, �� = �� = �� 

Choose: � ≡ �, � ≡ �, � ≡ � ⇒ [���] =
�

�
[���] 

�� =
������

�[���]
; �� =

�[���]

�(�� + �� + ��)
⇒

��

���
=

�

�
∙

������(�� + �� + ��)

��
 

So, the inequality becomes as: 

� ∙
��

���
+ � ≥

√�(�� + �� + ��)�

� ∙
�[���]

�

=
√�(�� + �� + ��)�

�[���]
⇔ 

� ∙
��

��
+ � ≥

(�) √�(�� + �� + ��)�

�[���]
 

Hence, for any ∆��� we need to prove that: 
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� ∙
�

�
+ � ≥

(�) √�(� + � + �)�

�[���]
 

⇔ � ∙
�

�
+ � ≥

√� ∙ ���

���
⇔ � ∙

�

�
+ � ≥

√��

�
⇔ 

�� + � ≥ √�� (����) ⇒ (�)���� ⇒ (�)����. 

Solution 2 by Bogdan Fuştei-Romania 

��, ��, �� −it can be the sides of triangle with �� −area, � = [���];
�

�
� = �� 

������ = ����� = ���� ⇒ �� =
������

��
; �� = ����; �� =

�� + �� + ��

�
 

�

�
� =

��(�� + �� + ��)

�
⇒ ��� =

��

�� + �� + ��
 

��

���
=

������(�� + �� + ��)

���
 

Then, the inequality becomes: 

� ∙
��

���
+ � ≥

√�

�
∙

(�� + �� + ��)�

�
; �� = ��� ⇒ 

� +
���

��
≥

√�(�� + �� + ��)�

���
⇒ 

� +
��

�
≥

√�

�
∙

(� + � + �)�

�
=

√�

�
∙

���

�
=

√�

�
∙

���

��
⇔ 

� +
��

�
≥

�√�

�
⇔

�� + �

�
≥

�√�

�
 

But: �� + �� + �� = �� + �; �� = ���� + ���� + ���� 

��
� + ��

� + ��
� + �(���� + ���� + ����) ≥ �(���� + ���� + ����) 

��
� + ��

� + ��
� ≥ ���� + ���� + ���� 

���
� + ���

� + ���
� ≥ ����� + ����� + ����� 

(�� − ��)� + (�� − ��)� + (�� − ��)� ≥ � (����) 

1743. In ∆��� denote �� = ��, �� = ��; �� = ��, ��, �� −circumradii 

and inradii in ∆���. Prove that: 

��

���
≥

��

��
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbajan 

Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

We have �� = ��, �� = ��, �� = �� 
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���� −parallelogram⇒ �� = ��, �� = �� = ��, �� = �� = �� 

Choose: � ≡ �, � ≡ �, � ≡ � ⇒ [���] =
�

�
[���] 

�� =
������

�[���]
; �� =

�[���]

�(�� + �� + ��)
⇒ 

��

���
=

�

�
∙

������(�� + �� + ��)

��
= 

=
�

�
∙

������(�� + �� + ��)

��
� ∙

�
��

(�� + �� + ��)(�� − �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��)
 

=
������

(�� − �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��)
≥
(∗) ��

��
 

More, �′� =
�

�
� ⇒ � =

�

�
�′� = �����

����
�����

�

�
=

�

�
�����

� + ��
�� − ��

� 

[���] =
�

�
� ⇒ 

� =
�

�
[���] =

�

�
�(�� + �� + ��)(�� − �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��) 

Then, 
(∗) ⇔ �� ∙ ���� ≥ �(�� − �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��) ⇔ 

������� + �� + �� ≥ 

≥ �����
� + ��

�� − ��
� ∙ �(�� − �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��) 

���� + � + � ≥ ��(�� + ��) − �� ∙ �(� + � − �)(� + � − �)(� + � − �) 

Where (�� = �; �� = �; �� = �). 
���

(� + � − �)(� + � − �)(� + � − �)
≥ 

≥
��(�� + ��) − ��

�

�
�

��
� + � + �

� � �
� + � − �

� � �
� + � − �

� � �
� + � − �

� �

 

⇔
��

���
≥

��

��
. Which is clearly true for any ∆���.Proved. 

 Solution 2 by Bogdan Fuştei-Romania 

��, ��, �� −it can be the sides of triangle with �� −area, � = [���];
�

�
� = �� 

������ = ����� = ���� ⇒ �� =
������

��
; �� = ����; �� =

�� + �� + ��

�
 

�

�
� =

��(�� + �� + ��)

�
⇒ ��� =

��

�� + �� + ��
 



 
www.ssmrmh.ro 

57 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

��

���
=

������(�� + �� + ��)

���
 

Let denote ���
−the altitudes in ∆��� for the side ��. 

�� =
 ���

∙ ��

�
⇒

�

�
� =

 ���
∙ ��

�
⇒

�

�
� = ���

∙ �� ⇒ ���
=

��

���

(��� �������) 

��
� =

�(�� + ��) − ��

�
; ��

� =
�(�� + ��) − ��

�
; ��

� =
�(�� + ��) − ��

�
 

��
� + ��

� =
�(�� + ��) − �� + �(�� + ��) − ��

�
=

��� + �� + ��

�
 

�(��
� + ��

�) =
��� + ��� + ���

�
 

���
� =

����
� + ��

�� − ��
�

� ∙ �
=

��� + ��� + ��� − ��� − ��� + ��

� ∙ �
 

���
� =

���

� ∙ �
⇒ ���

=
�

�
� 

���

���

=
�

�
� ∙

���

��
=

� ∙ ��

��
=

� ∙ ��

� ∙ ��
=

��

��
 

So, we have 
���

���

=
��

��
 (��� �������) 

��

���
≥

���

���

=
��

��

(������������ ����. ��� ∆������) 

Or 
������(��������)

��� ≥
��

��
 

1744. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �����: 

��
��

��
� ��

��

��
� ≥ �� �

��

������
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

��� ��, �� ��� �� �� ��� ����� ������� ������������ �� ��. ���, �� = � − �, ��

= � − �, �� = � − �, �� = � − �, �� = � − � 

��� �� = � − � 
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�� ��� ������� �������,
���

���
=

��

��
+

��

��
=

� − �

� − �
+

� − �

� − �
=

�� − � − �

� − �
=

�

� − �

⇒
���

���
=

� − �

�
⇒

��� + ���

���
=

�

�
⇒

���

��
=

�

�
 

⇒ ��� =
���

�
 ��� ������� ��� �������� � ≡ �� ��� � =

�

���
, � =

�

���
 ��� �

=
�

���
 �� ��������� ����� ������ �� �������  

����������, �� ��� ∶ ��
�

���
� �� ��

�

���
� �

����
�

��
��� ≥ � ��� �

�

���
� �

�

���
��

⇒ ��
�

���
� �� ���� ≥ �� �

��

������
 

⇒ �� �
�

�
���
��

� ��

�� �� ��
���

��
� ���� ≥ �� �

��

������
⇒ ��

��

��
� ��

��

��
�

≥ �� �
��

������
 (������) 

1745. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������ �����: 

�√� �
�

��
≥ � ��

�

�
+ �

�

�
� + �

��

��
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
�

���
�
�

���
�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
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= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ⇒ ��

� =⏞
(��)

�� − ����� 

� − �
��

�� + ��
≥

��

�√�
⇔ � +

��

�� + ��
− ��

��

�� + ��

≥
��

�

���
⇔�

�� (�),(��)

� +
��

������ �
�

− ��
��

������ �
�

≥
�� − �����

���
 

⇔ ��� +
���

����� �
�

− ���
�

��

������ �
�

≥ �� − � �
���

�
� �

��

� − �
�

⇔ �� +
����. ���

���(� − �)
+

�����

�(� − �)
− ����

��

��
���

�

�
≥ � 

⇔ �� �� +
���

�(� − �)
− ��

��

�
���

�

�
� ≥ � ⇔ �� �� +

������

����(� − �)
− ��

��

�
���

�

�
� ≥ � 

⇔ �� �� + �
����

����
� �

��

�(� − �)
� − ��

��

�
���

�

�
� ≥ �

⇔ �� �� +
��

�
����

�

�
− ��

��

�
���

�

�
� ≥ � ⇔ �� �� − �

��

�
���

�

�
�

�

≥ �

→ ���� 

⇒ � − �
��

�� + ��
≥

��

�√�
⇒ � −

��

�√�
≥ �

��

�� + ��
⇒

�√� − ��

�√�
≥ �

��

�� + ��
⇒ �√� − ��

≥ ���
�

������ �
�

= ��
�

�
�

�

���
�
�

� 

⇒ �√� − �� ≥ ��
�

�
�

�

���
�
�

� ⇒
�√� − ��

��
≥ ��

�

�
�

�

���
�
�

� �
� + �

������
�
�

�

= ��
�

�
�

� + �

��(� − �)
� =

�

�
�

�

�
�

� + �

� − �
� 

⇒
�√� − ��

��
≥

�

�
�

�

�
�

� + �

� − �
�  ��� ������� ⇒ �

�√� − ��

��
≥

�

�
�

�

�
�

� + � − �

� − �

=
�

�
�

�

�
�� +

�

���
�(� − �) (� − �)� 



 
www.ssmrmh.ro 

60 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

=
�

�
�

�

�
�� +

�� + �

�
� = �

�

�
�
�(� + �)

�
� =

�(� + �)

√��
= � ��

�

�
+ �

�

�
� ⇒ �√� �

�

��

≥ � ��
�

�
+ �

�

�
� + �

��

��
 (������) 

 
1746. In ∆���, � −nine point center, the following relationship holds: 

�
�� + ��

��
�

�

+ �
�� + ��

��
�

�

+ �
�� + ��

��
�

�

≥ ����� 

Proposed by Daniel Sitaru-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

The nine-point center � satisfies: 

��� + ��� + ��� = ��� − ��� 

Other, �� =
��

�
 (� −midpoint ��) ⇒ 

��� + ��� + ��� = ��� −
�

�
��� = ��� −

�

�
���� − (�� + �� + ��)� = 

=
������������

�
. Now, 

��� = � �
�� + ��

��
�

�

���

= �
(�� + ��)�

���

���

≥
��������� (�� + �� + �� + ���)�

��� + ��� + ���
= 

=
(�� + �� + �� + ���)�

�� + �� + �� + ���

�

= �(�� + �� + �� + ���) ≥ ���√�� + ���� = 

= ��√� ∙ �� + ���� ≥

���√��
����

�� ∙ ��� + �� ∙ ��� = �����. Proved. 

 

1747. In ∆��� the following relationship holds: 

� +
(�� + �� + ��)�

���
≥

��������(�� + �� + ��)

���
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 
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Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

We have: �� = ��, �� = ��, �� = �� 

���� −parallelogram⇒ �� = ��, �� = �� = ��, �� = �� = �� 

Choose: � ≡ �, � ≡ �, � ≡ � ⇒ [���] =
�

�
[���] =

�

�
�� 

�� =
������

���
; �� =

���

�(�� + �� + ��)
 

��

���
=

�

�
∙

������(�� + �� + ��)

��
 

[���] = �∆��� =
�

�
� ⇒ �� = �

�

�
�

�

�� = 

=
��

�
∙

�

��
(�� + �� + ��)(−�� + �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��) 

=
�

�
(�� + �� + ��)(−�� + �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��) 

So, inequality becomes as: 

� +
(��������)�

�∙
�

�
(��������)(���������)(��������)(��������)

≥ �� ∙
��

���
  

� +
(�� + �� + ��)�

(−�� + �� + ��)(�� − �� + ��)(�� + �� − ��)
≥ �� ∙

��

���
; (�) 

Now, for any triangle ��� we need to prove: 

� +
(� + � + �)�

(� + � − �)(� + � − �)(� + � − �)
≥ �� ∙

�

�
; (�) 

⇔ � +
(� + � + �)�

�� �
� + � + �

� � �
� + � − �

� � �
� + � − �

� � �
� + � − �

� �
≥ �� ∙

�

�
⇔ 

� +
(��)�

��(��)�
≥ �� ∙

�

�
⇔ ��� + �� ≥ ���� ⇔ �� ≥ ���� − ���(���������) 

⇒ (�) is true⇒ (�)  is true.Proved. 

 

1748. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 
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�
�

��
�(�� + ��) ≥ � � �� 

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)
= ���

� + �(� − �)(� − �)��� ��(� − �) + ��(� − �)
= ���

� + �(� − �)(� − �)  
������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  
⇒ ��(�� + ��) = ��(��

� + ��
�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 
⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��

� + ��
�) ⇒ ���

� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) 
⇒ ���

� + (� − �)� + ����� = �(��
� + ��

�) + ����� ⇒ ���
� + (� − �)� + ��(� − �)

= �(��
� + ��

�) + ��(� − �) 

⇒ ���
� + ���

� = �(��
� + ��

�) + ��(� − �) ⇒ ��
� + ��

� =⏞
(�)

���
� − ��(� − �) 

���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �)

− �(� − �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 
��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 
����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)�

− ��(� + �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 
⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�)�� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �) 

���, ��
� + ��

� + ����� ≥⏞
�� (�)��� (�)

���
� − ��(� − �) + ��(� − �) = ���

�

⇒ (�� + ��)� ≥ ���
� ⇒ �� + �� ≥⏞

(�)

��� 

����, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
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���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ����

∴ � + � ≥⏞
(�)

�√������
�

�
 

���, �(�� + ��) ≥⏞
�� (�)

� � �� ≥⏞
�����

� � �
� + �

�
���

�

�
� ≥⏞

�� (�)

�√��� � �����
�

�

= �√��� �(� + ����) = �√��� �� + � +
�

�
� 

= �√��� �
�� + �

�
� = ��

��

�
�� ��� ⇒ �

�

��
�(�� + ��) ≥ � � ��  (������) 

1749. �� ��� ∆ ���, �����: 

� +
��

�

��
�

+
��

�

��
�

+
��

�

��
�

≥
�������

������
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� : ��
�

�
���

�

�

≥
���� + ∑{��(� + �)}

���
= � + �

� + �

�
= � + �

�

�
���

+ �
�

�
���

⇔ �
��

��

���

+ �
�

�
���

≥⏞
(�)

� + �
�

�
���

 

���, �
��

��

���

≥
�

�
��

�

�
���

�

�

≥⏞
��� �

�
. �. �

�

�
���

⇒ �
��

��

���

≥ �
�

�
���

 ��� ∵ �
�

�
���

≥⏞
���

�

∴ �
��

��

���

+ �
�

�
���

≥ � + �
�

�
���

⇒ (�) �� ���� 

∴ ��
�

�
���

�

�

≥
���� + ∑{��(� + �)}

���
⇒ ��

��
�

��
�

���

�

�

≥
���

���
���

� + ∑���
���

�(��
�+��

�)�

��
���

���
�

=
���

���
���

� + ∑���
���

�(∑ ��
� − ��

�)�

����
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=
���

���
���

� + (∑ ��
�)(∑ ��

���
�) − ���

���
���

�

����
=

{(�� + �)� − ���}{(∑ ����)� − �������(∑ ��)}

����

=
{(�� + �)� − ���}{�� − ����(�� + �)}

����
 

⇒ �
��

�

��
�

���

≥⏞
(�)

�{(�� + �)� − ���}(�� − ��� − ���)

��
 

�����,
�������

������
− � =

����(�� + ��� + ��)

�������
− � =

�� + ��� + ��

���
− �

⇒
�������

������
=⏞
(��) �� − ��� + ��

���
 

(�), (��) ⇒ �� �������� �� ����� ∶
�{(�� + �)� − ���}(�� − ��� − ���)

��

≥
�� − ��� + ��

���
  

⇔
{(�� + �)� − ���}(�� − ��� − ���)

��
≥

(�� − ��� + ��)�

���

⇔ ���{(�� + �)� − ���}(�� − ��� − ���) ≥ ��(�� − ��� + ��)� 

⇔ �� + ��(��� − ���� + ���) − ��(���� + ����� − ������ + ����� − ��)

+ ����(�� + �)� ≤⏞
(�)

� 

���, ������ ⇒ �� − (� − �) ≥ � ��� �� − (� + �) ≤ �, ����� �

= ��� + ���� − �� ��� � = �(� − ��)��� − ��� 

∴ ��� − (� + �)� ��� − (� − �)� ≤ � ⇒ �� − ��(��) + �� − �� ≤ �

⇒ �� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)� ≤⏞
(���)

� 

��� ∵  �� ���������, �� − ���� + ��� ≥ �

∴ {�� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)�}(�� − ���� + ���) ≤⏞
(��)

� 

(��) ⇒ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� ����� ∶ 

�� + ��(��� − ���� + ���) − ��(���� + ����� − ������ + ����� − ��)

+ ����(�� + �)� 
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≤ {�� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)�}(�� − ���� + ���)

⇔ ��(���� + ���� − ���) 

−��(���� + ������ + ������� − ������ + ����) + �(����� + �������

+ ������� − ������ − ����� − ���) ≤⏞
(�)

� 

���, (���) ⇒ (���� + ���� − ���){�� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)�} ≤⏞
(�)

� 

(�) ⇒ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� �����

∶ ��(���� + ���� − ���) − ��(���� + ������ + ������� − ������

+ ����) 

+�(����� + ������� + ������� − ������ − ����� − ���)

≤ (���� + ���� − ���){�� − ��(��� + ���� − ���) + �(�� + �)�} 

⇔ ��(��� − ����� − ����� + ���) + �(���� + ������ + ������ + ����� + ��) ≥ � 

⇔ ��(� − ��)(��� − ���) + �(���� + ������ + ������ + �����

+ ��) ≥⏞
(�)

��(���� + ����� − ���) 

���, ��� �� (�) ≥⏞
���������

�����
(�)

(���� − ���)(� − ��)(��� − ���) + �(���� + ������

+ ������ + ����� + ��) ��� 

��� �� (�) ≤⏞
���������

�����
(�)

(��� + ��� + ���)(���� + ����� − ���) ∴ (�), (�)

⇒ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� ����� ∶ 

(���� − ���)(� − ��)(��� − ���) + �(���� + ������ + ������ + ����� + ��)

≥ (��� + ��� + ���)(���� + ����� − ���) 

⇔ ���� − ����� + ����� − ��� + �� ≥⏞
?

� ������ � =
�

�
�

⇔ (� − �){(� − �)(���� + ��� + ��) + ���} ≥⏞
?

� → ���� ∵ � ≥⏞
�����

� 

⇒ (�) ⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� ∴ � +
��

�

��
�

+
��

�

��
�

+
��

�

��
�

≥
�������

������
 (������) 
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1750. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

� ���(�� + ��) ≥ ��
�

�
� ��

��

��
+ �

��

��
�  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)  

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�) 

⇒ ���
� + (� − �)� + ����� = �(��

� + ��
�) + ����� ⇒ ���

� + (� − �)� + ��(� − �)

= �(��
� + ��

�) + ��(� − �) 

⇒ ���
� + ���

� = �(��
� + ��

�) + ��(� − �) ⇒ ��
� + ��

� =⏞
(�)

���
� − ��(� − �) 

���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �)

− �(� − �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)�

− ��(� + �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�)�� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �) 
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���, ��
� + ��

� + ����� ≥⏞
�� (�)��� (�)

���
� − ��(� − �) + ��(� − �) = ���

�

⇒ (�� + ��)� ≥ ���
� ⇒ �� + �� ≥⏞

(�)

��� 

����, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ����

∴ � + � ≥⏞
(�)

�√������
�

�
 

���, �������(��

+ ��) ≥⏞
�� (�)

���√���� ≥⏞
�����

�.
� + �

�
. ��√�����

�

�
≥⏞

�� (�)

���√��� ������
�

�
� =⏞

�� (�)

��√��� �
�� + ��

�
�

= ��
�

�
(�� + ��) 

⇒ ���(�� + ��) ≥ ��
�

�
��

��

��
+ �

��

��
�  ��� ������� ⇒ � ���(�� + ��)

≥ ��
�

�
� ��

��

��
+ �

��

��
� (������) 

1751. �� ��� ∆ ���,holds: 

�������

������ + �������
≤

�

��
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 
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Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

������

������
≤

��(� − �)��(� − �)��(� − �)

��������

���

=
�. �. ��

�����
=

�

��
⇒

�

��
≥

������

������

≥
�������

������ + �������
 

⇔ � ≥
��

� + �
������ � =

������

������
� ⇔ �� + �� ≥ �� ⇔ �(� − �) ≥ � → ���� ∵ �

=
������

������
≥ � ∴

�������

������ + �������
≤

�

��
 (���) 

 

1752. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

�
�

��
≥

�

�
�

�� + ��

�� + �
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�) 

⇒ ���
� + (� − �)� + ����� = �(��

� + ��
�) + ����� ⇒ ���

� + (� − �)� + ��(� − �)

= �(��
� + ��

�) + ��(� − �) 

⇒ ���
� + ���

� = �(��
� + ��

�) + ��(� − �) ⇒ ��
� + ��

� =⏞
(�)

���
� − ��(� − �) 



 
www.ssmrmh.ro 

69 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �) 

���, ��
� + ��

� + ����� ≥⏞
�� (�) ��� (�)

���
� − ��(� − �) + ��(� − �) = ���

�

⇒ (�� + ��)� ≥ ���
� ⇒ �� + �� ≥⏞

(�)

��� 

����, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ����

∴ � + � ≥⏞
(�)

�√������
�

�
 

���, �� + �� ≥⏞
�� (�)

��� ≥⏞
�����

�.
� + �

�
���

�

�
≥⏞

�� (�)

√��� ������
�

�
� =⏞

�� (�)

√��� �
�� + ��

�
�

= �
��

�
(�� + ��) ⇒ �

�

��
≥

�� + ��

�� + ��
 ��� ������� 
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⇒ ��
�

��
≥ �

�� + ��

�� + ��
⇒ �

�

��
≥

�

�
�

�� + ��

�� + ��
(������) 

1753. �� ��� ∆ ���,holds: 

��

��
+

��

��
≤

�

�
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������� ⇒ �� ≥
�� + ��

��
⇒

�����

�
≥ �� + �� ⇒

�����

�
≥ �� + �� ⇒

���

�
≥

�

�
+

�

�
 

�������� ����� �� � �������� ���� ����� 
���

�
,
���

�
,
���

�
 ����� ���� �� ������

=
�

�
 ��� ������� �� ������ =

�

�
,
�

�
,
�

�
 �� ��� ∶ 

�
���

� � �
�
��

�
�

≥

���

�
���

�

+

���

�
���

�

⇒
���

�
��
� �

≥
��

��
+

��

��
⇒

��

��
+

��

��

≤
���

��
≤⏞

����������
�

�
 (������) 

1754. �� ��� ∆ ���, holds: 

�� + �� + ��

�� + �� + ��
+

��

�
≥⏞
(�)

� + � �
�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
� ∀ � ≤

��

�
  

Proposed by Marin Chirciu – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

(�) ⇔
�� + �� + ��

�� + �� + ��
− � ≥⏞

(�)

� �
�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
−

�

�
� 

�� + �� + ��

�� + �� + ��
− �

=
��� − ��� − ��� − (�� + ��� + ��)

�� + ��� + ��
=⏞
(�) �� − ���� − ���

�� + ��� + ��
 ��� 

��

�
�

�

� + �

+
�

� + �
+

�

� + �
−

�

�
� 
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=
��

�
�

∑ �(� + �)(� + �)

∏(� + �)
−

�

�
� =

��

�
�

∑{�(∑ �� + ��)}

��(�� + ��� + ��)
−

�

�
�

=
��

�
�

��(�� + ��� + ��) + ��(�� − ��� − ���) − ��(�� + ��� + ��)

��(�� + ��� + ��)
� 

=⏞
(��) �

�
�

�� − ���� − ���

�� + ��� + ��
� ∴ (�), (��) ⇒

�� + �� + ��

�� + �� + ��
− �

≥
��

�
�

�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
−

�

�
� 

⇔
�� − ���� − ���

�� + ��� + ��
≥

�

�
�

�� − ���� − ���

�� + ��� + ��
� ⇔ �(�� + ��� + ��)(�� − ���� − ���)

≥ �(�� − ���� − ���)(�� + ��� + ��) 

⇔ �� − ��(���� − ���) ≥⏞
(�)

��(��� − ��� − ���) 

���, ��� �� (�) ≥⏞
���������

��(�� − ���) ≥⏞
���������

(�� − ���)(���� − ���) ≥⏞
?

��(���

− ��� − ���) ⇔ ��� − ��� + ��� ≥⏞
?

� 

⇔ (� − ��)(�� − �) ≥⏞
?

� → ���� ∵ � ≥⏞
�����

�� ⇒ (�) �� ���� ∴
�� + �� + ��

�� + �� + ��
− �

≥
��

�
�

�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
−

�

�
� 

≥⏞

∵ 
��
�

 � �

� �
�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
−

�

�
� �∵

�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
−

�

�
≥ � �� ��������

⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� (������) 

�� �� �� �� ����� ���� (�� − ���� − ���) ��� (�� − ���� − ���)

≥ � ����� �� − ���� + ��� ≥⏞
���������

� ��� � ≥⏞
�����

�� 

 

1755. In ∆��� the following relationship holds: 

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
−

�

�
≤

�

��
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 
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Solution 1 by Bogdan Fuştei-Romania 

We known that: 
�

�
≥

������������

����
 

�� + �� + ��

����
+

�

�
≥

�� + �� + ��

�� + �� + ��
; ∀�, �, � > 0 ⇒ �

�

��
≥

�� + �� + ��

�� + �� + ��
 

We show that: 
�

���
+

�

���
+

�

���
≤

�

�
+

��������

��������
 

�
�

� + �
���

≤
�� + �� + �� + �� + �� + ��

�(�� + �� + ��)
 

But: (�� + �� + ��) ∙
�

���
= [�(� + �) + ��] ∙

�

���
= �� +

���

���
 

So, we have: (�� + �� + ��) ∑
�

������ = �� + �� + �� + ��� ∑
�

������  and then 

�� + �� + �� + ��� �
�

� + �
���

≤ �� + �� + �� +
�

�
(�� + �� + ��) ⇔ 

��� �
�

� + �
���

≤
�

�
(�� + �� + ��) ⇔ �

�

� + �
���

≤
�� + �� + ��

���
=

�

�
+

�

�
+

�

�
⇔ 

 �
�

� + �
���

≤
�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
 

�

�
+

�

�
≥

�

� + �
⇔

� + �

�
+

� + �

�
≥ � ⇔

�

�
+

�

�
≥ � ⇔ �� + �� ≥ ��� ⇔ 

(� − �)� ≥ �; (��� �������). Summing, we get: 

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
≥  �

�

� + �
���

 

So, we have prove that:  

�
�

� + �
���

<
�

�
+

�� + �� + ��

�� + �� + ��
 ��� ���� �

�

��
≥

�� + �� + ��

�� + �� + ��
⇒ 

�
�

� + �
���

≤
�

�
+ �

�

��
 

��, ��, �� −can be the sides of on triangle, then we can write: 
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�
��

�� + ��
���

≤
�

�
+ �

��

���
 

�� =
�

�
∙ �; �� = [������]; ������ = ����� = ���� ⇒ �� =

������

��
 

�
�� = �� ∙ ��

�� =
�� + �� + ��

�

⇒ �� =
��

�(�� + �� + ��)
 

��

���
=

������(�� + �� + ��)

���
 

�� + �� + �� ≤ �� + � and ������ ≤
�

�
∙ ��� then 

��

���
≤

�

�
∙

�(�� + �)��

���
=

�

�
∙

�(�� + �)

���
 

We must show that: �
�

��
�

�

≥
�

�
∙

�(����)

��� ⇔ 

��

���
≥

�

�
∙

�(�� + �)

���
⇔

�

�
≥

�� + �

�
⇔ �� ≥ �� + �� ⇔ � ≥ �� (�����) 

Finally, �
�

��
�

�

≥
��

���
⇒

�

��
≥ �

��

���
; (�) 

�
��

�� + ��
���

≤
�

�
+ �

��

���
; (�) 

From (1),(2) we have: 
��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
−

�

�
≤

�

��
 

Solution 2 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

We have: �� = ��; �� = ��; �� = �� 

���� −parallelogram⇒ �� = ��, �� = �� = ��, �� = �� = �� 

Choose: � ≡ �; � ≡ �; � ≡ � ⇒ �∆��� =
�

�
�∆��� 

 

  



 
www.ssmrmh.ro 

74 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

���: Ω =
��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
≤

���

�� ��
�

���

∙ ��
�

(�� + ��)�

���

≤ 

≤
(�����)�������

�� ��
�

���

∙ ��
�

�����
���

=
�

�
 �� ��

�

���

∙ ��
�

����
���

≤ 

≤

∑
�

����
��� �

√�
� �

�
�

�

�
(�� + �� + ��) ∙ �√�

�
≤
(�) �

�
+

�

��
 

(�) ⇔
�

�
(�� + �� + ��) ∙

√�

��
≤ �� +

�

�
�

�

⇔
�√�(�� − ��� − ��)

��
≤

(� + �)�

�
⇔ 

��(� + �)� ≥ �√��(�� − ��� − ��) ⇔ ���(� + �)� ≥ ����(�� − ��� − ��)� 

���: ���� − ��� ≤ �� ≤ ��� − ��� + ���(���������) 

���(� + �)� ≥ �(���� − ���)(� + �)�; (�) 

����(�� − ��� − ��)� ≤ ����(��� − ��� + ��� − ��� − ��)� = 

= ����(��� + ���)� = �� ∙ ���(��� + ��)�; (�) 

From (�), (�) we need to prove: 

�(���� − ���)(� + �)� ≥ �� ∙ ���(��� + ��)� ⇔ 

(���� − ��)(� + �)� ≥ ���(��� + ��)�; �� =
�

�
≥ �� ⇔ 

(��� − �)(� + �)� ≥ ��(��� + �)� ⇔ (��� − �)(� + �)� − ��(��� + �)� ≥ � ⇔ 

���� − ���� + ���� − ���� − �� − �� ≥ � ⇔ 

(� − �)(���� − ���� + ���� + ��� + ��) ≥ � 

Which is true because � ≥ � ⇒ � − � ≥ � 

���� − ���� + ���� + ��� + �� = ��(��� − ��) + ���� + ��� + �� ≥
���

 

≥ ��(�� ∙ � − ��) + �� ∙ �� + �� ∙ � + �� = ��� > 0.Proved. 

Lastly, we prove that: 

�
�

����
���

≤
√�

�
=

√�

�
� �∆���

=
�√�

��∆���
 

In fact, for any ∆��� we have: 
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�

�
+

�

�
+

�

�
=

� + � + �

���
=

��

����
≤

��
�

�√�
�

�

�
∙

�√�

���
=

�√�

��
 

Apply to ∆��� ⇒proved. 

1756. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �����: 
 

�
��

��
�

�

+ �
��

��
�

�

+ �
��

��
�

�

≥ �� +
�� − �(�� + �� + ��)

�
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ ��������� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� = �� − ����� ⇒ �
��

��
�

�

=
��

������ �
�

−
���

��
= ������

�

�
− � −

���
�
��

� − �

 

=
��(� − �)

(� − �)(� − �)(� − �)
− � − � �

� − �

�
� =

��(� − �)

���
+ � −

����

����

=
��

��
�� −

����

���
+ � −

�

�
�� ⇒ �

��

��
�

�

=
��

��
�� −

��

�
+ � −

�

�
�� 

��� ������� ⇒⏞
������� ��

�
��

��
�

�

+ �
��

��
�

�

+ �
��

��
�

�

= � +
��

��
� �� −

���

�
−

�

�
� �� ≥⏞

∑ �� � ��

� + �
��

��
� �� −

���

�
−

�

�
� �� 
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= � +
��

�
+

��

�
−

�

�
� �� ≥⏞

�����

�� +
��

�
−

�

�
� ��

= �� +
�� − �(�� + �� + ��)

�
 (������) 

1757. �� ��� ∆ ���,holds: 

 ��� �
�

�
,
��

��
+

��

��
� ≥

�

�
+

�

�
  

Proposed by Alex Szoros – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

��� � = � + �, � = � + � ��� � = � + � ∴ �� = � + � + � = �(� + � + �) ⇒ �

= � + � + � ∴ � − � = �, � − � = �  

∴
��

��
+

��

��
≥

�

�
+

�

�
⇔

�

�
+

�

�
≥

� + �

� + �
+

� + �

� + �
⇔ (�� + ��)(� + �)(� + �)

≥ ��((� + �)� + (� + �)�) 

⇔ �(�� + ��) − ���(� + �) + ��(� − �)� ≥ � ⇔ �(� + �)(� − �)� + ��(� − �)� ≥ �

→ ���� ∴
��

��
+

��

��
≥

�

�
+

�

�
 ��� ∵

�

�
≥⏞

������� �

�
+

�

�
 

∴
�

�
,
��

��
+

��

��
≥

�

�
+

�

�
⇒ ��� �

�

�
,
��

��
+

��

��
� ≥

�

�
+

�

�
 (������) 

 

1758. �� ���  ∆ ���,holds: 

�
��

���
� + ��

���
� + ��

���
�

������(�� + �� + ��)
≤

�

��
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

���, ���(� + � + �) = ����(��) ≥⏞
�����

������ ⇒ ���(� + � + �)

≥ ���� ��� �������� ���� ���� ���������� �� � �������� ���� 
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����� 
���

�
,
���

�
,
���

�
 ����� ���� �� ������ =

�

�
, �� ���

∶
�

��
������ �

�

�
(�� + �� + ��)� ≥

����

�
 

⇒ ������(�� + �� + ��) ≥ ��� ⇒
�

�������(�� + �� + ��)
≤⏞
(�)

�

���
 

����, ��
���

� + ��
���

� + ��
���

� =
�

��
� ���� ≤⏞

���������

�
�

��
� �����

⇒ ���
���

� + ��
���

� + ��
���

� ≤⏞
(�)

���

�
∴ (�), (�) ⇒ 

�
��

���
� + ��

���
� + ��

���
�

������(�� + �� + ��)
≤

�
���

� �

���
=

�

��
 (������) 

 

1759. In ∆��� the following relationship holds: 

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

������

�������
≥ � 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

�� =
���

�� + ��
∙ �� ⇒

������

������
=

�������

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
⇒ 

 
������

�������
=

�������

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
 

So, we need to prove: 

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

�������

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
≥ �   (∗) 

Let: � = ��; � = ��; � = �� 

(∗) ⇔
�

� + �
+

�

� + �
+

�

� + �
+

����

(� + �)(� + �)(� + �)
≥ � ⇔ 

�� + �� + �� + ���� ≥ ��(� + �) + ��(� + �) + ��(� + �) 
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Which is true by Schur’s inequality.Proved. 

1760.�� ��� ∆ ���,holds: 

�� ����� �� �����
��

≥ ��√� + � ���
�

��(�� + ��)�
��

 

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

� ���� ≥⏞
�����

� ��
� + �

�
� ���

�

�
�

���

� + �
� ���

�

�
� = � ��� �

�(� − �)

��
�� = � �(� − �)

= �� 

⇒ �� ����� �� �����
��

≥ �� �� �
��

��
� �

��

��
��

��

= �� ��
����

���
�

��

� ��� ��
��

�

=
���

��. ��
=

�

��
⇒ �� ����� �� �����

��

≥⏞
(�)

�

��
 

���, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (�)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
⇒ � �� ≥⏞

�����

� �
� + �

�
���

�

�
� 

≥ √��� � �����
�

�
= √��� �(� + ����) = √��� �� +

�

�
� = �

��

�
�� ���

⇒ ��(�� + ��)�
�

≥ ��
��

�
�� ��� + � ���

�
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=
��

�
�� ���

�

+ ��
��

�
�� ��� �� ��� + �� ���

�

⇒ ��(�� + ��)�
�

≥⏞
(�)

��

�
�� ���

�

+ ��
��

�
�� ��� �� ��� + �� ���

�

 

(�), (�) ⇒ �� ����� �� �����
��

. ��(�� + ��)�
�

≥ �� ���
�

+ ��
�

��
�� ��� �� ��� + �

�

��
� �� ���

�

 

⇒ �� ����� �� �����
��

. ��(�� + ��)�
�

− ��√� + � ���
�

≥⏞
(�)

�� ���
�

+ ��
�

��
�� ��� �� ��� + �

�

��
� �� ���

�

 

− ���� + ��√� �� ��� + �� ���
�

�

= � �� ��� ��
�

��
� �� − �√�� + ��

�

��
� �� ���

�

− ����  

���, �
�

��
� �� ���

�

≥ ��� ⇔
(�� + ��� + ��)�

���
≥ ��� ⇔ (�� + ��� + ��)� ≥ ������

⇔ �� − ��(���� − ���) + ��(�� + �)� ≥⏞
(�)

� 

��� �� (�) ≥⏞
���������

��(���� − ���) − ��(���� − ���) + ��(�� + �)�

= ��{(�� + �)� − ���} ≥⏞
������

� ⇒ (�) �� ���� 

∴ �
�

��
� �� ���

�

≥ ��� ⇒ �
�

��
� �� ���

�

− ��� ≥⏞
(��)

� ��� �
�

��
� �� − �√� ≥⏞

(���)

�

∴ (��), (���) 
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⇒ � �� ��� ��
�

��
� �� − �√�� + ��

�

��
� �� ���

�

− ���� ≥⏞
(�)

� ∴ (�), (�) 

⇒ �� ����� �� �����
��

. ��(�� + ��)�
�

≥ ��√� + � ���
�

⇒ �� ����� �� �����
��

≥ ��√� + � ���
�

��(�� + ��)�
��

 

 

1761. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 
 

�(�� + ��)

(� + �)�
+

�(�� + ��)

(� + �)�
+

�(�� + ��)

(� + �)�
≤

�������

������
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ � �� −
��

�
� ≥

���(����� + �����)

��
−

�����������

��
⇔ � −

�����
�
� ���

�
� ���

�
�

�
≥ ����� + ����� − ��������� = (���� − ����)� 

⇔ � − ����
�

�
�����

�

�
���

�

�
� ≥ �����

� + �

�
���

� − �

�
�

�

⇔ � − ����
�

�
����

� − �

�
− ���

� + �

�
� ≥ �����

�

�
�� − ����

� − �

�
� 

⇔ � − ����
�

�
���

� − �

�
+ �����

�

�
≥ �����

�

�
− �����

�

�
����

� − �

�

⇔ �����
�

�
����

� − �

�
− ����

�

�
���

� − �

�
+ � ≥ � 

⇔ �����
�

�
���

� − �

�
− ��

�

≥ � → ���� ⇒ � − �� ≥
�� + ��

��
−

��

��

⇒ (� − �)� ≤⏞
(�)

��(� − ��) ��� ������� 
�����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 
��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 
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����� ����� �������������, (�)
⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�
+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����
⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥ �(� − �) 

⇒
�������

������
≥⏞
(�) ��(� − �) �

��
� − �� . ���

��������
=

��

��
 

���, �
�(�� + ��)

(� + �)�
= �

(� + �)� + (� − �)�

(� + �)�

= � + �
(� − �)�

(� + �)�
≤⏞

�� (�) ��� �������

� + �
��(� − ��)

(� + �)�
≤⏞

���

�

+ �
��(� − ��)

���
 

= � + �(� − ��) �
��

����
� = � +

� − ��

��
⇒ �

�(�� + ��)

(� + �)�
≤⏞
(�)

� +
� − ��

��
∴ (�), (�)

⇒ �� �������� �� ����� ∶
��

��
≥  � +

� − ��

��
 

⇔ � �
� − ��

��
� ≥

� − ��

��
⇔

� − ��

�
≥ � → ���� (�����)

∴
�(�� + ��)

(� + �)�
+

�(�� + ��)

(� + �)�
+

�(�� + ��)

(� + �)�
≤

�������

������
 (������) 

1762. �� ��� ∆ ���,holds: 

� �
��

��
+ �

��

��
+ �

�

�
+ �

�

�
� ≤ � �� +

�

�
�  

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

∑
��

��
≤⏞

����������

∑ �
�� + ��

���
� =

�

�
∑ �

�

�
+

�

�
� =

�

�
∑ �

�

�
+

�

�
� =

�

�
∑

� + �

�

=
�

�
∑

�����
�
� ���

� −  �
�

�����
�
� ���

�
�

≤
�

�
∑

�

���
�
�

 

�∵ � ≤ ���
� −  �

�
≤ � ��� �������� =

�

��
∑�� ⇒ �

��

��
≤⏞
(�)

�

��
∑�� 
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∑�
��

��
≤⏞

����������

∑�
���

����
= ∑�

����(� − �)

�����

= ∑�
�(� − �)

��
=⏞

�� (�)

∑�
������

�
� ���

�
� ���

�
�

�����
�
� ���

�
� . �����

�
� ���

�
� ���

�
�

=
�

�
∑

�

���
�
�

=
�

��
∑�� 

⇒ � �
��

��
≤⏞
(��)

�

��
∑�� 

���, �� + � ≥
�

�
(�� + �)� ≥⏞

��� �

�
(��)(�� + �) ⇒ �� + � ≥ �(�� + �) ⇒ �� +

�

��
≥⏞
(�)

� +
�

�
 

�������� � = �
�

�
 �� (�), �� ��� ∶ �

�

�
+ �

�

�
≤

�

�
+

�

�
 ��� ������� ⇒ ∑ ��

�

�
+ �

�

�
�

≤ ∑ �
�

�
+

�

�
� = ∑ �

�

�
+

�

�
� = ∑

� + �

�
 

= ∑
�����

�
� ���

� −  �
�

�����
�
� ���

�
�

≤ ∑
�

���
�
�

�∵ � ≤ ���
� −  �

�
≤ � ��� �������� =

�

�
∑��

⇒ � ��
�

�
+ �

�

�
� ≤⏞

(���)
�

�
∑�� 

∴ �
��

��
+ � �

��

��
+ � ��

�

�
+ �

�

�
� ≤

�

��
∑�� +

�

��
∑�� +

�

�
∑�� =

�

�
∑��

= � �
�

���
�
�

= � � �
��(� − �)

(� − �)(� − �)(� − �)
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≤⏞
��� �

�√�
�∑���∑(� − �) =

�√�

�√�
��� + ��� + �� =

�√�� + ��� + ��

�

∴ �
��

��
+ � �

��

��
+ � ��

�

�
+ �

�

�
� ≤

�√�� + ��� + ��

�
 

≤⏞
��������� �√��� + ��� + ���

�
=

�(� + �)

�
= � �� +

�

�
� (������) 

1763. Let ABC be an arbitrary triangle ; denote by A the set � = {��, ��, ��}. 
With the usual notations in triangle , prove that : 

a)  � − �� ≤
�

�
(��� � − ��� �) 

b) Let � ∈ ℝ be such that in any triangle � − �� ≤ �(��� � − ��� �). Then 

� ≥
�

�
. 

                                                                                         Proposed by Cristian Miu – Romania  
Solution by proposer 
 
a) Suppose that the sides of the given triangle verify : c b a  . Denote by 

, ,x p a y p b z p c      . It results that x y z  .  Applying the formula 

( ) ( )
a

xyz x y zS yz x y z
r

p a x x

   
  


, etc., it results that c b ar r r   . We have also 

( )
,

4 4 ( )

x yabc S xyz
R r

S p x y zxyz x y z


   

  


.  

From c b ar r r   it results that  max A= cr , min A= ar .   We have : 

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )1 1
2 ( ) 2 ( )

2 24 ( )

( ) 8 2 ( )( ) 6 3 3

c a

x y xyz x y z xyz x y zxyz
R r r r

x y z z xxyz x y z

x y xyz y x y z x z x y xy xyz x z xz y z yz

    
       

  

            




 

which results by adding the inequalities : 2 2 2 2 2 2,3 3 ,3 3 ,x y x z xyz y z xyz yz xy xz     , 

which are true according to the hypothesis x y z  . 

b) As above , the inequality from enunciation is equivalent to the following : for any 
, ,x y z R satisfying x y z  , we have : 

( ) ( ) ( )
2 ( )

4 ( )

( ) 8 4 ( )( )

x y xyz x y z xyz x y zxyz
t

x y z z xxyz x y z

x y xyz ty x y z x z
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Taking y z  in the above inequality  it results that for any ,x z R for which  x z the 

following inequality is verified : 
2 2 22 ( ) 8 4 ( 2 )( ) ( ) 4 2 ( 2 )( ) 2 ( 2 )z x z xz tz x z x z x z xz t x z x z x z t x z                

Since x z , it results that there is an 0u  such that x z u  . Doing this substitution , 
the latest inequality becomes equivalent to : 2 (3 ) (1 2 ) 6u t z u u t zt     , which is 

satisfied for any ,u z  positive real numbers only when
1

1 2 0
2

t t     , q.e.d. 

 

1764. In ∆��� the following relationship holds: 

��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
−

�

�
≤

�

��
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution 1 by Bogdan Fuştei-Romania 

We known that: 
�

�
≥

������������

����
 

�� + �� + ��

����
+

�

�
≥

�� + �� + ��

�� + �� + ��
; ∀�, �, � > 0 ⇒ �

�

��
≥

�� + �� + ��

�� + �� + ��
 

We show that: 
�

���
+

�

���
+

�

���
≤

�

�
+

��������

��������
 

�
�

� + �
���

≤
�� + �� + �� + �� + �� + ��

�(�� + �� + ��)
 

But: (�� + �� + ��) ∙
�

���
= [�(� + �) + ��] ∙

�

���
= �� +

���

���
 

So, we have: (�� + �� + ��) ∑
�

������ = �� + �� + �� + ��� ∑
�

������  and then 

�� + �� + �� + ��� �
�

� + �
���

≤ �� + �� + �� +
�

�
(�� + �� + ��) ⇔ 

��� �
�

� + �
���

≤
�

�
(�� + �� + ��) ⇔ �

�

� + �
���

≤
�� + �� + ��

���
=

�

�
+

�

�
+

�

�
⇔ 

 �
�

� + �
���

≤
�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
 

�

�
+

�

�
≥

�

� + �
⇔

� + �

�
+

� + �

�
≥ � ⇔

�

�
+

�

�
≥ � ⇔ �� + �� ≥ ��� ⇔ 
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(� − �)� ≥ �; (��� �������). Summing, we get: 

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
+

�

�
≥  �

�

� + �
���

 

So, we have prove that:  

�
�

� + �
���

<
�

�
+

�� + �� + ��

�� + �� + ��
 ��� ���� �

�

��
≥

�� + �� + ��

�� + �� + ��
⇒ 

�
�

� + �
���

≤
�

�
+ �

�

��
 

��, ��, �� −can be the sides of on triangle, then we can write: 

�
��

�� + ��
���

≤
�

�
+ �

��

���
 

�� =
�

�
∙ �; �� = [������]; ������ = ����� = ���� ⇒ �� =

������

��
 

�
�� = �� ∙ ��

�� =
�� + �� + ��

�

⇒ �� =
��

�(�� + �� + ��)
 

��

���
=

������(�� + �� + ��)

���
 

�� + �� + �� ≤ �� + � and ������ ≤
�

�
∙ ��� then 

��

���
≤

�

�
∙

�(�� + �)��

���
=

�

�
∙

�(�� + �)

���
 

We must show that: �
�

��
�

�

≥
�

�
∙

�(����)

��� ⇔ 

��

���
≥

�

�
∙

�(�� + �)

���
⇔

�

�
≥

�� + �

�
⇔ �� ≥ �� + �� ⇔ � ≥ �� (�����) 

Finally, �
�

��
�

�

≥
��

���
⇒

�

��
≥ �

��

���
; (�) 

�
��

�� + ��
���

≤
�

�
+ �

��

���
; (�) 

From (1),(2) we have: 
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��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
−

�

�
≤

�

��
 

Solution 2 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

We have: �� = ��; �� = ��; �� = �� 

���� −parallelogram⇒ �� = ��, �� = �� = ��, �� = �� = �� 

Choose: � ≡ �; � ≡ �; � ≡ � ⇒ �∆��� =
�

�
�∆��� 

 

  

���: Ω =
��

�� + ��
+

��

�� + ��
+

��

�� + ��
≤

���

�� ��
�

���

∙ ��
�

(�� + ��)�

���

≤ 

≤
(�����)�������

�� ��
�

���

∙ ��
�

�����
���

=
�

�
 �� ��

�

���

∙ ��
�

����
���

≤ 

≤

∑
�

����
��� �

√�
� �

�
�

�

�
(�� + �� + ��) ∙ �√�

�
≤
(�) �

�
+

�

��
 

(�) ⇔
�

�
(�� + �� + ��) ∙

√�

��
≤ �� +

�

�
�

�

⇔
�√�(�� − ��� − ��)

��
≤

(� + �)�

�
⇔ 

��(� + �)� ≥ �√��(�� − ��� − ��) ⇔ ���(� + �)� ≥ ����(�� − ��� − ��)� 

���: ���� − ��� ≤ �� ≤ ��� − ��� + ���(���������) 

���(� + �)� ≥ �(���� − ���)(� + �)�; (�) 

����(�� − ��� − ��)� ≤ ����(��� − ��� + ��� − ��� − ��)� = 

= ����(��� + ���)� = �� ∙ ���(��� + ��)�; (�) 

From (�), (�) we need to prove: 
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�(���� − ���)(� + �)� ≥ �� ∙ ���(��� + ��)� ⇔ 

(���� − ��)(� + �)� ≥ ���(��� + ��)�; �� =
�

�
≥ �� ⇔ 

(��� − �)(� + �)� ≥ ��(��� + �)� ⇔ (��� − �)(� + �)� − ��(��� + �)� ≥ � ⇔ 

���� − ���� + ���� − ���� − �� − �� ≥ � ⇔ 

(� − �)(���� − ���� + ���� + ��� + ��) ≥ � 

Which is true because � ≥ � ⇒ � − � ≥ � 

���� − ���� + ���� + ��� + �� = ��(��� − ��) + ���� + ��� + �� ≥
���

 

≥ ��(�� ∙ � − ��) + �� ∙ �� + �� ∙ � + �� = ��� > 0.Proved. 

Lastly, we prove that: 

�
�

����
���

≤
√�

�
=

√�

�
� �∆���

=
�√�

��∆���
 

In fact, for any ∆��� we have: 

�

�
+

�

�
+

�

�
=

� + � + �

���
=

��

����
≤

��
�

�√�
�

�

�
∙

�√�

���
=

�√�

��
 

Apply to ∆��� ⇒proved. 

1765. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

|�� − ��||�� − ��||�� − ��| ≥ (�� − ��)(�� − ��)(�� − ��)  

Proposed by Bogdan Fuștei-Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������� ���������� ⇒ �� ≤ �� + � ≤⏞
?

�� ⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

�(� + �)

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

��(� + �)���
�
� ���

�
�
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⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? � + � + �

(� + �)���
�
�

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
?

+
�

(� + �)���
�
�

+
�

���
�
�

⇔ (� + �)���
�

�
≤⏞
?

�

⇔ �����
�

�
���

� − �

�
���

�

�
≤⏞
?

�����
�

�
���

�

�
 

⇔ ���
� − �

�
≤⏞
?

� → ���� ∴ �� ≤ �� ≤⏞
(�)

�� 

���, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �) = ���
� + �(� − �)(� − �)

⇒ ����
� − ����

� 
= ���(� − �) + ���(� − �) − ��(� − �)(� − �) − �(��� + ��� − ��) 

= ���(� + � − �) + ���(� + � − �) − �(� + � − �)(� + � − �) − �(��� + ��� − ��)

= �(� − �)� + ��� + ��� − ���� − ���� 
= �(� − �)� + �(� + �)(�� + �� − ��) − ���(� + �) = �(� − �)� + �(� + �)(� − �)�

= (� + �� + ��)(� − �)� ≥ � ⇒ ����
� ≥ ����

� 

⇒ �� ≥⏞
(�)

�� ∴ (�), (�) ⇒ �� ≥⏞
(�)

�� 
�����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 
��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 
����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�
+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �) 
����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)
= ���

� + ���
� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)
= �(��

� + ��
�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�) 

⇒ ���
� + (� − �)� + ����� = �(��

� + ��
�) + ����� ⇒ ���

� + (� − �)� + ��(� − �)
= �(��

� + ��
�) + ��(� − �) 
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⇒ ���
� + ���

� = �(��
� + ��

�) + ��(� − �) ⇒ ��
� + ��

� =⏞
(�)

���
� − ��(� − �)

⇒ �� + �� − ��� − (��
� + ��

� − �����) 

=⏞
�� (�)

�� + �� − ��� + ����� − (���
� − ��(� − �)) ≥⏞

�� (�)

�� + �� − ��� + ��(� − �)
− ���

� + ��(� − �) 
= �� + �� − ��� + (� + � + �)(� + � − �) − (��� + ��� − ��)

= �� + �� − ��� + (� + �)� − �� − (��� + ��� − ��) = � 

⇒ (� − �)� ≥ (�� − ��)� ⇒⏞
�� (�)

|� − �| ≥ �� − �� ��� �������

⇒ |� − �||� − �||� − �| ≥⏞
(�)

(�� − ��)(�� − ��)(�� − ��) 

���, |�� − ��||�� − ��||�� − ��| = �
��

� − �
−

��

� − �
� �

��

� − �
−

��

� − �
� �

��

� − �
−

��

� − �
�

=
����

{∏(� − �)}�
|� − �||� − �||� − �| 

=
�

�
|� − �||� − �||� − �| ≥⏞

����������

�√�|� − �||� − �||� − �|

≥ |� − �||� − �||� − �| ≥⏞
�� (�)

(�� − ��)(�� − ��)(�� − ��) (������) 
 

1766. 1) In any ∆��� the following relationship holds: 

���� + ���� + ����

���(� + � + �)
≤

�

��
 

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Marin Chirciu-Romania 

Using known identity in triangle: ��� = ����; � + � + � = �� 

� ���� = �� + ��(��� − ���) + ��(�� + �)� 

The inequality becomes as: 

�� + ��(��� − ���) + ��(�� + �)�

���� ∙ ��
≤

�

��
⇔ ��(��� + ��� − ��� − ��) ≥ ��(�� + �)� 

which result from 
�(����)�

���
≤ ���� − ��� ≤ �� ≤ ��� + ��� + ���(���������) and  

��� + ��� − ��� − �� > 0 see �� ≤ ��� + ��� + ���(���������) 

It remains to prove that:  
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�(�� + �)�

� + �
(��� + ��� − ��� − ��� − ��� − ���) ≥ ��(�� + �)� ⇔ � ≥ ��(�����) 

Equality holds if and only if triangle is equilateral. 

Remark. The inequality it can be developed. 

2) In any ∆��� the following relationship holds: 

���� + ���� + ����

���(� + � + �)
+ � ≤ (� + �)

�

��
, � ∈ ℕ 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by proposer 

Using known identity in triangle: ��� = ����; � + � + � = �� 

� ���� = �� + ��(��� − ���) + ��(�� + �)� 

The inequality becomes as: 
�� + ��(��� − ���) + ��(�� + �)�

���� ∙ ��
+ � ≤ (� + �)

�

��
⇔ 

��(�(� + �)�� + �(� − �)�� − ��� − ��) ≥ ��(�� + �)� 

which result from 
�(����)�

���
≤ ���� − ��� ≤ �� ≤ ��� + ��� + ���(���������) and  

�(� + �)�� + �(� − �)�� − ��� − �� > 0 see �� ≤ ��� + ��� + ���(���������) 
It remains to prove that:  

�(�� + �)�

� + �
(�(� + �)�� + �(� − �)�� − ��� − ��� − ��� − ���) ≥ ��(�� + �)� ⇔ 

���� + (� − ��)�� − ��� ≥ � ⇔ (� − ��)(��� + ��) ≥ � ⇔ 
� ≥ ��(�����) 

Equality holds if and only if triangle is equilateral. 
Note. For � = � we get the proposed problem by Adil Abdullayev-RMM-2/2020 

 

1767. In acute ∆��� the following relationship holds: 

� + �
��

��
���

≤
��

�
∙

�� + �� + ��

�� + �� + ��
 

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Marin Chirciu-Romania 

Lemma. In acute ∆��� the following relationship holds: 
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�
��

��
���

≤
�� + �� − ���

���
 

Proof. We have: �� ≤ �� ⇔
���

����� ∙ �� ≤ �� ⇔
��

��
≤

�����

���
 (����������).We get: 

�
��

��
���

≤ �
�� + ��

���
���

 

Let’s solve the proposed problem. 

Using lemma and ∑ �� =
���������

��
; ∑ �� = �� + � it is suffices to prove that: 

� +
���������

���
≤

��

�
∙

���������

��

����
 which result from �� ≤ ��� + ��� + ���(���������) 

Remain to prove that: 

��� + ��� + ��� ≤ ��� − ��� + �� ⇔ ��� − ��� − ��� ≥ � ⇔ 

(� − ��)(�� + �) ≥ � true from � ≥ ��(�����). 

Equality holds if and only if the triangle is equilateral. 

Remark. The inequality it can be developed. 

In acute ∆��� the following relationship holds: 

� + �
��

��
���

≤
��

�
∙

�� + �� + ��

�� + �� + ��
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by proposer 

Using lemma and ∑ �� =
���������

��
; ∑ �� = �� + � it is suffices to prove that: 

� +
�� + �� − ���

���
≤

��

�
∙

�� + �

�� + �� + ���
��

⇔
�� + �� + ���

���
≤

���(�� + �)

�(�� + �� + ���)
⇔ 

(�� + �� + ���)(�� + �� + ���) ≤ ����(�� + �) ⇔ �� ≤ ��� − ��� − �� which result 

from �� ≤ ��� + ��� + ���(���������). 

Remain to prove that: 

(��� + ��� + ��� + �� + ���)(��� + ��� + ��� + �� + ���) ≤ ����(�� + �) ⇔ 
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(��� + ��� + ���)(��� + ��� + ���) ≤ ����(�� + �) ⇔ 

(��� + ��� + ���)(�� + ��� + ��) ≤ ��(�� + �) ⇔ 

��� − ���� − ������ − ���� − ��� ≥ � ⇔ 

(� − ��)(��� + ���� + ���� + ��) ≥ � true from � ≥ ��(�����) 

Equality holds if and only if the triangle is equilateral. 

Remark. The inequality it can be developed. 

In acute ∆��� the following relationship holds: 

� + �
��

��
���

≤
��

�
∙

�� + �� + ��

�� + �� + ��
≤

��

�
∙

�� + �� + ��

�� + �� + ��
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by proposer 

Applying the first inequality and we prove that: 

��

�
∙

�� + �� + ��

�� + �� + ��
≤

��

�
∙

�� + �� + ��

�� + �� + ��
⇔ �� ���

�

≤ �� ���
�

⇔ � �� ≤ � �� 

it is suffices to prove that: 
���������

��
≤ �� + � ⇔⇔ �� ≤ ��� − ��� − �� which result 

from �� ≤ ��� + ��� + ���(���������). 

��� + ��� + ��� ≤  ��� − ��� − �� ⇔ (� − ��)(�� + �) ≥ � true from  

� ≥ ��(�����). 

Equality holds if and only if the triangle is equilateral. 

1768. �� ��� ����� − ������ ∆ ���,holds: 

���(� − �)���(� − �)���(� − �) ≤
����

�� + �� + �� + ���
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶  ���(� − �)���(� − �)���(� − �)

= ������
� − �

�
− �� ������

� − �

�
− �� ������

� − �

�
− �� 
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=⏞
(�)

� � ����
� − �

�
− � �� ����

� − �

�
� � ����

� − �

�
+ � � ����

� − �

�
− � 

���, � ����
� − �

�
= �

(� + �)����� �
�

�������� �
� ���� �

�

=
�

�����
�

��(� + �)�

� − �

=
�

�����
�

��(� + � − �)�

� − �
 

=
�

�����
� �

����

� − �
+ ���� + ��(� − �)� =

�

�����
��� � ����

�

�
+ �� � �� − ����� 

=
�

�����
��� �

�� + (�� + �)�

��
� + ��(�� + ��� + ��) − ������ =

��� + (�� + �)� + ���

����

⇒ � ����
� − �

�
=⏞
(�) ��� + (�� + �)� + ���

����
 

�����, � ����
� − �

�
= �

�������� �
� ���� �

�

(� + �)����� �
�

= �
�����(� − �)�

����(� + �)�

=
��

�
�

�(� + � − �)

(� + �)�
=⏞
(�) ��

�
��

�

� + �
− �

��

(� + �)�
� 

���, �
�

� + �
=

∑ �(� + �)(� + �)

∏(� + �)
=

∑ �(∑ �� + ��)

��(�� + ��� + ��)

=
��(�� + ��� + ��) + ��(�� − ��� − ���)

��(�� + ��� + ��)
=⏞
(�) ��� − ��� − ���

�� + ��� + ��
 

���, �
��

(� + �)�
= �

��� − (� + �)�
�

(� + �)�

= �
��� − ��(� + �) + (� + �)�

(� + �)�
=⏞
(�)

��� �
∑{(� + �)�(� + �)�}

{∏(� + �)}�
�

− �� �
∑(� + �)(� + �)

∏(� + �)
� + � 

�{(� + �)�(� + �)�} = � �� �� + ���
�

= � ��� ���
�

+ ��� � �� + ���

= � �� ���
�

+ � �� ��� (∑��) + (∑��)� − �∑���� 
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= �� ���
�

+ � �� ��� (∑��) + (∑��)� + �∑���� + ����(��) − �∑����

= �� �� + ∑���
�

+ ������ 

= (��� − ��� − ��)� + ������

∴ �{(� + �)�(� + �)�} =⏞
(��)

(��� − ��� − ��)� + ������ 

�����, �(� + �)(� + �) = � �� �� + ��� = � � �� + ∑��

= ∑�� + � � �� + � �� = ��� + �� + ��� + �� 

∴ �(� + �)(� + �) =⏞
(���)

��� + ��� + �� 

∵ �(� + �) = �� + ��� + �� ∴ (�), (��), (���) ⇒ �
��

(� + �)�

=
���{(��� − ��� − ��)� + ������}

���(�� + ��� + ��)�
−

��(��� + ��� + ��)

��(�� + ��� + ��)
+ � 

=
(��� − ��� − ��)� + ������ − �(��� + ��� + ��)(�� + ��� + ��) + �(�� + ��� + ��)�

(�� + ��� + ��)�
 

=
��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���

(�� + ��� + ��)�

⇒ �
��

(� + �)�
=⏞
(�) ��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���

(�� + ��� + ��)�
 

(�), (�), (�) ⇒ � ����
� − �

�

=
��

�
�

��� − ��� − ���

�� + ��� + ��

−
��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���

(�� + ��� + ��)�
� 

=⏞
(�) ��

�
�
(��� − ��� − ���)(�� + ��� + ��) − {��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���}

(�� + ��� + ��)�
� 
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����, � � ����
� − �

�
= � �

(� + �)����� �
�

��

= � �
���(�� + ��� + ��)�

��������
� �

��

����
� =⏞

(�) (�� + ��� + ��)�

���
 

(�), (�), (�), (�) ⇒ ���(� − �)���(� − �)���(� − �) =
(�� + ��� + ��)�

���
 

− �
��� + ��� + ���

�

����
�

��

�
�
���� − ��� − ������� + ��� + ��� − ���� − ������ + ����� + ������ + ���� + ����

(�� + ��� + ��)�
� 

+
��� + (�� + �)� + ���

���
− �

⇒ ���(� − �)���(� − �)���(�

− �) =⏞
(�) �(�� + ��� + ��)� − �� + ���{��� + (�� + �)� + ���} − ����

����
  

(����� � = (��� − ��� − ���)(�� + ��� + ��)

− {��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���}) 

���,
����

�� + �� + �� + ���
≥

��

�
⇔

�����

��(�� − ��� − ���) + ����
≥

��

�
⇔ ���

≥ �� − ��� − ��� → ����(���������) 

∴
����

�� + �� + �� + ���
≥⏞
(�)

��

�
 

∴ (�), (�) ⇒ �� �������� �� �����

∶
�(�� + ��� + ��)� − �� + ���{��� + (�� + �)� + ���} − ����

����
−

��

�

≤ � 

⇔
�(�� + ��� + ��)� − �� + ���{��� + (�� + �)� + ���} − ���� − ������

����
≤ � 

⇔ �� + ��� − ��(��� + ��� − ���) + ���� + ������ + ���� + �� ≤⏞
(�)

� 

∵ ∆ ��� �� ����� − ������, ������ ��� ���������

⇒ (�� − ��� − ��� − ���)(�� − ��� − ��� − ���) ≤ �

⇒ �� ����� �� ����� (�), 

�� �������� �� ����� ∶ �� + ��� − ��(��� + ��� − ���) + ���� + ������ + ���� + �� 
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≤ (�� − ��� − ��� − ���)(�� − ��� − ��� − ���)

⇔ (� + ��)�� ≤⏞

(�)

��� + ���� + ���� + ��� 

���, (� + ��)�� ≤⏞
���������

(� + ��)(��� + ��� + ���) ≤⏞
?

��� + ���� + ���� + ���

⇔ ��� − ��� − �� − � ≥⏞
?

� ������ � =
�

�
� 

⇔ (� − �)(��� + �� + �) ≥⏞
?

� → ���� ∵ � ≥⏞
�����

� ⇒ (�) ⇒ (�)�� ���� 

∴ ���(� − �)���(� − �)���(� − �) ≤
����

�� + �� + �� + ���
 (������) 

 

1769. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

�
��

�� + � −  �
≤

�

�
�

�� + �� + ��

�
− �

�

�
+

�

�
+

�

�
� �� −

�
�  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶  �(�� + �)� ≥⏞
(�)

(�� − ��)�� 

���, ��� �� (�) ≤⏞
������

(��

− ��) ���� + ���� − �� + �(� − ��)��� − ���� ≤⏞
?

�(�� + �)� 

⇔ �(�� + �)� − (��� + ���� − ��)(�� − ��) ≥⏞
?

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

⇔ (� − ��)(��� − ���� + ��) ≥⏞
?

⏟
(�)

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

∵ � − �� ≥⏞
�����

∴ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� ����� ∶ ��� − ���� + ��

> �(�� − ��)��� − ��� 
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⇔ (��� − ���� + ��)� − �(�� − ���)(�� − ��)� > � ⇔ ��(�� + �)� > � → ����

⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� ∴
�� − ��

�
≤

(�� + �)�

��
 

⇒ ��
�

�
�

�

�
�� − ��

�
� ≤⏞

(�)
(�� + �)�

��
��

�

�
�

�

∴ (�)

⇒ �� ����� �� ����� ��
�

�
�

�

�
�� − ��

�
� ≤

��

��
, �� �������� �� ����� ∶ 

(�� + �)�

��
��

�

�
�

�

≤
��

��
⇔

��

��
≥⏞
(�)

��
�

�
� �� +

��

�
� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

���,
��

��
=

��

∆�
=

��

�(� −  �)(� −  �)(� − �)
=⏞

(�) (∑�)�

���
 ��� � +

��

�

= � +
�����

��(� −  �)(� −  �)(� − �)
= � +

∏(� + �)

���
=⏞
(�) ��� + ∏(� + �)

���
 

����, �
�

�
= �

� + �

� + �
=⏞
(�) ∑(� + �)(� + �)�

∏(� + �)
∴ (�), (�), (�) ⇒ (�) ⇔

(∑�)�

���

≥ �
��� + ∏(� + �)

���
� �

∑(� + �)(� + �)�

∏(� + �)
� 

⇔ {∏(� + �)}(∑�)� ≥ {��� + ∏(� + �)}∑(� + �)(� + �)�

⇔ ∑���� + ∑���� ≥⏞
(�)

���(∑���) + ������� 

���, �� �, �, � > �, ����

∶ �� + �� + �� ≥⏞
���

����, �� + �� + �� ≥⏞
���

���� ��� �� + ��

+ �� ≥⏞
���

���� ��� ������ ����� ����� ∶ 

∑�� ≥ ∑��� ��� �������� � = ��, � = �� ��� � = ��, �� ���

∶  ∑���� ≥⏞
(�)

���(∑���) ��� ∑���� ≥⏞
���

�
(�)

������� 
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(�) + (�) ⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� ⇒ ��
�

�
�

�

�
�� − ��

�
� ≤

��

��
⇒ �

�

�
+

�

�
+

�

�
� �� −

��

�
≤⏞
(�)

�

�
 

���, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�)

⇒ (� − �)� + ��(� − �) + (� − �)� = �(��
� + ��

�) 

⇒ ��
� + ��

� =⏞
(�)

(� − �)� + ��(� − �) 

����, �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
���(� − �)(� − �)

�
⇒ ��

� =⏞
(��)

�� −
��(� − �)(� − �)

�
∴ (�), (��) ⇒ ��

�

= (� − �)� + ��(� − �) − �� +
��(� − �)(� − �)

�
 

= �� − ��� + �� + (� − �)� − �� +
��(� − �)(� − �)

�

= (� − �)� + (� − � + �)(� − � − �) +
��(� − �)(� − �)

�
 

= (� − �)� − �(� − �)(� − �) +
��(� − �)(� − �)

�
= (� − �)� + �(� − �)(� − �) �

�

�
− ��

= (� − �)� +
�(� − �)(� − �)(� − �)

�
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⇒ ��
� = (� − �)� +

�(� − �)(� − �)(� − �)

�
⇒ (�� + � −  �)(�� − � +  �)

=
�(� − �)(� − �)(� − �)

�
= �� �

���

�
� = ���� 

⇒
��

�� + � −  �
=

�� − � +  �

��
 ��� ������� ⇒ �

��

�� + � −  �
=

∑(�� − � +  �)

��

=
∑ ��

��
−

�

��
≤⏞

�� (�)
�� + �� + ��

��
−

�

�
�

�

�
+

�

�
+

�

�
� �� −

��

�
 

∴ �
��

�� + � −  �
≤

�

�
�

�� + �� + ��

�
− �

�

�
+

�

�
+

�

�
� �� −

��

�
� (������) 

 

1770. 1) In any ∆��� the following relationship holds: 

�
���� + ����

��
���

≤
��

������
 

Proposed by Bogdan Fuştei-Romania 

Solution by Marin Chirciu-Romania 

2) Lemma. In any ∆��� the following relationship holds: 

�
���� + ����

��
���

=
�

�
 

Proof.  

�
���� + ����

��
���

= �

�� + �� − ��

��� +
�� + �� − ��

���
�

� − ����

= 

=
�

��
�

�(�� + �� − ��) + �(�� + �� − ��)

���
(� − �)

���

=
�

�
 

Let’s solve the proposed problem. 

Using Lemma, the inequality can be written as: 
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�

�
≤

��

������
⇔ ������ ≤

���

�
 which result from �� ≤ �(� + ����) true in acute 

triangle �� ≤ � ∙ ����� �

�
⇔ �� ≤ ������ �

�
 implies that 

� ��

���

≤ � ������
�

�
���

= ��� � ����
�

�
���

= ��� ∙ �
�

��
�

�

=
���

�
. 

Equality holds if and only if the triangle is equilateral. 

Remark. In same class of problems. 

3) In any ∆��� the following relationship holds: 

�
���� + ����

��
���

≥
��

������
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by proposer 

4) Lemma. In any ∆��� the following relationship holds: 

�
���� + ����

��
���

=
�

�
 

Proof.  

�
���� + ����

��
���

= �

�� + �� − ��

��� +
�� + �� − ��

���
��
����

= 

=
�

��
�

�(�� + �� − ��) + �(�� + �� − ��)

��
���

=
�

�
 

Let’s solve the proposed problem. 

Using lemma the inequality can be written as: 

�

�
≥

��

������
⇔ ������ ≥ ��� which result from �� ≥ ��(� − �) therefore 

� ��

���

≥ � ��(� − �)

���

= �� = ��� 

Equality holds if and only if the triangle is equilateral. 

Remark.  
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For the sum  ∑
���������

��
��� =

�

�
 and ∑

���������

��
��� =

�

�
 we have: 

5) In any ∆��� the following relationship holds: 

�
���� + ����

��
���

≤ �
���� + ����

��
���

 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by proposer 

Using: ∑
���������

��
��� =

�

�
 and ∑

���������

��
��� =

�

�
 we have: 

�

�
≤

�

�
⇔ � ≥ ��(�����) 

6) In any ∆��� the following relationship holds: 

��

�
≤ �

���� + ����

��
���

≤
��

������
≤ �

���� + ����

��
���

≤
�

���
 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution by proposer 

Using inequalities (1),(3) and � ≥ ��(�����) 

1771. In ∆��� the following relationship holds: 

�� + �� + ��

�� + �� + ��
+

(�� + �� + ��)�

(�� + �� + ��)� + �(������(�� + �� + ��) − ���)
≥ � 

Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution 1 by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

���� = � � ���� − � �� = � � ���� − ��� ���
�

− � � �����

= � � ���� − �� ���
�
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= �.
��

�
� ��

���
� −

��

�
�� ��

��
�

⇒ ��� = � � ��
���

� − �� ��
��

�

⇒ ��� =⏞
(�)

� � ��
���

� − � ��
� 

���,
�� + �� + ��

�� + �� + ��
+

(�� + �� + ��)�

(�� + �� + ��)� + �(������(�� + �� + ��) − ���)
≥ � 

⇔
∑ �� − ∑ ��

∑ ��
+

�(������(�� + �� + ��) − ���)

(�� + �� + ��)� + �(������(�� + �� + ��) − ���)
≥ � 

⇔�
�� (�)

∑ �� − ∑ ��

∑ ��
+

��������(�� + �� + ��) − � ∑ ��
���

� + ∑ ��
��

(�� + �� + ��)� + �(������(�� + �� + ��) − ���)
≥⏞
(�)

� 

���, ����� ⇒ � ��
� + ������(�� + �� + ��)

≥ � ��
���

���

+ � ��
���

���

≥⏞
���

� � ��
���

� 

⇒ ������(�� + �� + ��) − � � ��
���

� + � ��
� ≥⏞

(�)

� ��� ∵ � �� − � �� ≥⏞
(�)

�

∴ (�), (�) ⇒ (�) �� ���� 

∴
�� + �� + ��

�� + �� + ��
+

(�� + �� + ��)�

(�� + �� + ��)� + �(������(�� + �� + ��) − ���)

≥ � (������) 

Solution 2 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

We have: �� = ��, �� = ��, �� = �� 

���� −parallelogram⇒ �� = ��, �� = �� = ��, �� = �� = �� 

Choose: � ≡ �, � ≡ �, � ≡ � ⇒ �∆��� =
�

�
�∆��� 
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��
� + ��

� + ��
� =

�

�
(�� + �� + ��) ⇒ �� + �� + �� =

�

�
���

� + ��
� + ��

�� 

��
� =

�

�
� ⇒ � =

�

�
��

� =
�

�
�����

� + ��
�� − ��

� (��� �������) 

���� + ���� + ����

�� + �� + ��
≤
(�) �

�
+

��

���
 

(�� ��� ��� ��� �� ����, �������� �� ������������)  

Then, Inequality becomes as: 

�
�

∑ ��
�

�
�

∑ ���(��
� + ��

�) − ��
�� ���(��

� + ��
�) − ��

��

+
(∑ ��)�

(∑ ��)� + � �������(�� + �� + ��) − � �
�
�

�∆����
�

�

≥ � 

� ∑ ��
�

∑ ���(��
� + ��

�) − ��
�� ���(��

� + ��
�) − ��

��

+
(∑ ��)�

(∑ ��)� + � �������(�� + �� + ��) − ���∆���
�

�
≥ �; (�) 

So, for any ∆��� we need to prove: 

� ∑ ��

∑ ���(�� + ��) − ��� ���(�� + ��) − ���
+

(∑ �)�

(∑ �)� + �(���(� + � + �) − ���∆���
�

≥ � 

�

�
∙

∑ ��

∑ ����
+

(��)�

(��)� + �(���� ∙ �� − ������
≥ � ⇔ 

�

�
∙

∑ ��

∑ ����
+

��

�� + �� − ���
≥ �; (�) 

��(�) ⇒
∑ ��

∑ ����
≥

�

�
� +

��

���

=
���

��� + ���
; (�) 

From (�), (�) we need to prove: 

�

�
∙

���

��� + ���
+

��

�� + �(� − ��)
≥ � ⇔ 

����(�� + �� − ���) + ���(��� + ���) ≥ � ∙ �(��� + ���)(�� + �� − ���) ⇔ 

������ + ����� − ������ + ������ + ������ ≥ 

≥ �(����� + ���� − ������ + ����� + ���� − ��� ⇔    

(�� − ���)�� + ����� − ���� − ���� + ���� ≥ � ⇔ 

But: � ≥ ��(�����) ⇒ �� ≥ ���; �� ≥ ���� − ���(���������) ⇒ 

(�� − ���)(���� − ���) + ����� − ���� − ���� + ���� ≥ � 
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(�� − ���)(��� − ��) + ���� − ��� − ���� + ���� ≥ � �∴ � =
�

�
≥ �� ⇔ 

(�� − �)(��� − �) + ��� − ��� − �� + �� ≥ � ⇔ 

���� + ��� − ��� + �� ≥ � ⇔ ��� + �� − ��� + �� ≥ � ⇔ (� − �)(��� + �� − �) ≥ � 

Which is clearly true by: � ≥ � ⇒ � − � ≥ �;  ��� + �� − � ≥ � ∙ � + � ∙ � − � > 0   

Proved. 

1772. In ∆��� the following relationship holds: 

�

� + �����
+

�

� + �����
+

�

� + �����
≥

�

�� + �
 

Proposed by Florentin Vişescu-Romania 

Solution by Marian Ursărescu-Romania 

From Bergstrom inequality we have: 

�

� + �����
+

�

� + �����
+

�

� + �����
≥

�

�� + �(���� + ���� + ����)
 

We must show that: 

�

�� + �(���� + ���� + ����)
≥

�

�� + �
⇔ 

�� + �� ≥ �� + ��(���� + ���� + ����) ⇔ ���� + ���� + ���� ≤
�

�
 true, because  

���� + ���� + ���� ≤
�

�
⇔

�� + �� − ��

���
+

�� + �� − ��

���
+

�� + �� − ��

���
≤

�

�
⇔ 

��(� + �) + ��(� + �) + ��(� + �) ≤ �� + �� + �� true by Schur’s inequality. 

 

1773. In ∆��� the following relationship holds: 

�
�

����� �
� ����

�
�

+ ���
�
�����

≥ √� �
�

√�
�

��

; � ∈ ℕ 

Proposed by Marin Chirciu-Romania 

Solution 1 by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Let: � = ���
�

�
, � = ���

�

�
, � = ���

�

�
; (�, �, � > 0) ⇒ ��� =

�

��
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�(� + �)(� + �)(� + �)
�

≤
����� � + � + � + � + � + �

�
=

�(� + � + �)

�
= 

=
�

�
(���� + ���� + ����) ≤

������ �

�
∙ ���� �

� + � + �

�
� =

�

�
∙ � ∙

√�

�
= √� ⇒ 

��� = �
�

���(� + �)
���

≥
�����

��
�

(���)��(� + �)(� + �)(� + �)

�

= 

=
�

(���)� �(� + �)(� + �)(� + �)�
≥

�

(���)�
∙

�

√�
=

�

�
�

���
� ∙ √� = �

��

�
�

�

√� ≥ 

≥

��
�

�√�
�

�
�

�√�
�

�

√� = √� �
�

√�
�

��

 . Proved. 

 Solution 2 by Asmat Quatea-Kabul-Afganistan 

�(�, �, �) = �
�

����� �
� ����

�
� + ���

�
�����

 

� = ������ ���(�)�� ���(�) ⇒ ���� � = � = � =
�

�
  

� = �
�

����� �
� ����

�
� + ���

�
�����

=
�

√� �
√�
� �

�� = √� �
�

√�
�

��

 

 

�
�

����� �
� ����

�
� + ���

�
�����

≥ √� �
�

√�
�

��

; � ∈ ℕ 
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Solution 3 by Soumava Chakraborty-Kolakata-India 

���� � ∶  � = �  ����, ���

= �
�

���
�
� + ���

�
����

≥⏞
���������

�

� ∑ ���
�
�

≥⏞
������

�

�. �
√�
�

 �∵ �(�) = ���
�

�
 ∀ �

∈ (�, �) �� �������� = √� 

= √� �
�

√�
�

��

(∵ � = �) ∴ �
�

����� �
� ����

�
� + ���

�
�����

≥⏞
(�)

√� �
�

√�
�

��

 

���� � ∶  � ∈ � − {�}  ��� �(�) = �� ∀ � > 0 �ℎ��, �"(�) = �(� − 1)����

≥ � (∵ � ≥ �) ⇒ �� �� ������ ⇒ �� + �� + �� 

≥⏞
������

� �
∑ �

�
�

�

��� ∴ ������� � = ���
�

�
, � = ���

�

�
, � = ���

�

�
, �� ���� ∶ � ����

�

�
���

≥ � �
∑ ���

�
�

�
�

�

≥⏞
������

� �
����

�
�

�
�

�

 

�∵ �(�) = ���
�

�
 ∀ � ∈ (�, �) �� ������� = � �

�

√�
�

�

∴ � ����
�

�
���

≥⏞
(�)

� �
�

√�
�

�

 

���, �
�

����� �
� ����

�
� + ���

�
�����

= �
����� �

��
�

���
�
� + ���

�
����

≥⏞
������ �∑ ���� �

��
�

� ∑ ���
�
�

≥⏞
�� (�) ��� ������ �� �

�

√�
�

�

�
�

�. �
√�
�

= √� �
�

√�
�

��

 

∴ �
�

����� �
� ����

�
� + ���

�
�����

≥⏞
(��)

√� �
�

√�
�

��

∴ (�), (��) ⇒ �
�

����� �
� ����

�
� + ���

�
�����

≥ √� �
�

√�
�

��

∀ � ∈ � (��) 
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1774. �� ��� ����� − ������ ∆ ���, 

���(� − �)���(� − �)���(� − �) ≤
����

(� + �)(� + �)(� + �)
  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 
����� ∶  ���(� − �)���(� − �)���(� − �)

= ������
� − �

�
− �� ������

� − �

�
− �� ������

� − �

�
− �� 

=⏞
(�)

� � ����
� − �

�
− � �� ����

� − �

�
� � ����

� − �

�
+ � � ����

� − �

�
− � 

���, � ����
� − �

�
= �

(� + �)����� �
�

�������� �
� ���� �

�

=
�

�����
�

��(� + �)�

� − �

=
�

�����
�

��(� + � − �)�

� − �
 

=
�

�����
� �

����

� − �
+ ���� + ��(� − �)� =

�

�����
��� � ����

�

�
+ �� � �� − ����� 

=
�

�����
��� �

�� + (�� + �)�

��
� + ��(�� + ��� + ��) − ������ =

��� + (�� + �)� + ���

����

⇒ � ����
� − �

�
=⏞
(�) ��� + (�� + �)� + ���

����
 

�����, � ����
� − �

�
= �

�������� �
� ���� �

�

(� + �)����� �
�

= �
�����(� − �)�

����(� + �)�

=
��

�
�

�(� + � − �)

(� + �)�
=⏞
(�) ��

�
��

�

� + �
− �

��

(� + �)�
� 

���, �
�

� + �
=

∑ �(� + �)(� + �)

∏(� + �)
=

∑ �(∑ �� + ��)

��(�� + ��� + ��)

=
��(�� + ��� + ��) + ��(�� − ��� − ���)

��(�� + ��� + ��)
=⏞
(�) ��� − ��� − ���

�� + ��� + ��
 

���, �
��

(� + �)�
= �

��� − (� + �)�
�

(� + �)�

= �
��� − ��(� + �) + (� + �)�

(� + �)�
=⏞
(�)

��� �
∑{(� + �)�(� + �)�}

{∏(� + �)}�
�

− �� �
∑(� + �)(� + �)

∏(� + �)
� + � 
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�{(� + �)�(� + �)�} = � �� �� + ���
�

= � ��� ���
�

+ ��� � �� + ���

= � �� ���
�

+ � �� ��� (∑��) + (∑��)� − �∑���� 

= �� ���
�

+ � �� ��� (∑��) + (∑��)� + �∑���� + ����(��) − �∑����

= �� �� + ∑���
�

+ ������ 

= (��� − ��� − ��)� + ������

∴ �{(� + �)�(� + �)�} =⏞
(��)

(��� − ��� − ��)� + ������ 

�����, �(� + �)(� + �) = � �� �� + ��� = � � �� + ∑��

= ∑�� + � � �� + � �� = ��� + �� + ��� + �� 

∴ �(� + �)(� + �) =⏞
(���)

��� + ��� + �� 

∵ �(� + �) = �� + ��� + �� ∴ (�), (��), (���) ⇒ �
��

(� + �)�

=
���{(��� − ��� − ��)� + ������}

���(�� + ��� + ��)�
−

��(��� + ��� + ��)

��(�� + ��� + ��)
+ � 

=
(��� − ��� − ��)� + ������ − �(��� + ��� + ��)(�� + ��� + ��) + �(�� + ��� + ��)�

(�� + ��� + ��)�
 

=
��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���

(�� + ��� + ��)�

⇒ �
��

(� + �)�
=⏞
(�) ��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���

(�� + ��� + ��)�
 

(�), (�), (�) ⇒ � ����
� − �

�

=
��

�
�

��� − ��� − ���

�� + ��� + ��

−
��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���

(�� + ��� + ��)�
� 

=⏞
(�) ��

�
�
(��� − ��� − ���)(�� + ��� + ��) − {��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���}

(�� + ��� + ��)�
� 

����, � � ����
� − �

�
= � �

(� + �)����� �
�

��

= � �
���(�� + ��� + ��)�

��������
� �

��

����
� =⏞

(�) (�� + ��� + ��)�

���
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(�), (�), (�), (�) ⇒ ���(� − �)���(� − �)���(� − �) =
(�� + ��� + ��)�

���
 

− �
��� + ��� + ���

�

���� �
��

�
�
���� − ��� − ������� + ��� + ��� − ���� − ������ + ����� + ������ + ���� + ����

(�� + ��� + ��)� � 

+
��� + (�� + �)� + ���

���
− �

⇒ ���(� − �)���(� − �)���(�

− �) =⏞
(�) �(�� + ��� + ��)� − �� + ���{��� + (�� + �)� + ���} − ����

����
  

(����� � = (��� − ��� − ���)(�� + ��� + ��)

− {��� − ��(��� + ����) + ������ + ���� + ���}) 

���,
����

(� + �)(� + �)(� + �)
≥

��

�
⇔

�����

��(�� + ��� + ��)
≥

��

�
⇔ ��� ≥⏞

(��)

�� + ��� + �� 

���, ��� �� (��) ≤⏞
���������

��� + ��� + ��� ≤⏞
?

��� ⇔ (� − ��)(�� + �) ≥⏞
?

� → ����

⇒ (��) �� ���� ∴
����

(� + �)(� + �)(� + �)
≥⏞
(�)

��

�
 

∴ (�), (�) ⇒ �� �������� �� �����

∶
�(�� + ��� + ��)� − �� + ���{��� + (�� + �)� + ���} − ����

����
−

��

�
≤ � 

⇔
�(�� + ��� + ��)� − �� + ���{��� + (�� + �)� + ���} − ���� − ������

����
≤ � 

⇔ �� + ��� − ��(��� + ��� − ���) + ���� + ������ + ���� + �� ≤⏞
(�)

� 
∵ ∆ ��� �� ����� − ������, ������ ��� ���������

⇒ (�� − ��� − ��� − ���)(�� − ��� − ��� − ���) ≤ �
⇒ �� ����� �� ����� (�), 

�� �������� �� ����� ∶ �� + ��� − ��(��� + ��� − ���) + ���� + ������ + ���� + �� 
≤ (�� − ��� − ��� − ���)(�� − ��� − ��� − ���)

⇔ (� + ��)�� ≤⏞
(�)

��� + ���� + ���� + ��� 

���, (� + ��)�� ≤⏞
���������

(� + ��)(��� + ��� + ���) ≤⏞
?

��� + ���� + ���� + ���

⇔ ��� − ��� − �� − � ≥⏞
?

� ������ � =
�

�
� 

⇔ (� − �)(��� + �� + �) ≥⏞
?

� → ���� ∵ � ≥⏞
�����

� ⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� 

∴ ���(� − �)���(� − �)���(� − �) ≤
����

(� + �)(� + �)(� + �)
 (������) 

 
 



 
www.ssmrmh.ro 

110 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

1775. �� ��� ∆ ���, 

�
����

��
�� �

�� − �

��

�
��

��
��

�

≤
�� + �� + ��

�
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶  � + � − � = �����
�

�
���

� − �

�
− �����

�

�
���

�

�

= �����
�

�
����

� − �

�
− ���

� + �

�
� = �����

�

�
���

�

�
���

�

�

⇒ � − � =⏞
(�)

�����
�

�
���

�

�
���

�

�
 

����, ����� + ����� + ����� = �(����� + ����� + �����)

= �{����(� + �)���(� − �) + ���������}

= ������{���(� − �) − ���(� + �)} = ��∏���� = �� �
���

���
� 

=
����

���
=

���

�
⇒ ∑����� =⏞

(�) ���

�
 

���, � �
�� − �

��

�
��

��
� = � �

� �
��

� − � −
��
� � (� + �)

�������
�
�

�
���

������
�
� ���

�
� ���

�
�

�

= �
�

��
� �

�����
�
� ���

�
� �

���
�(� − �)

� (� + �)

�������
�
� ���

�
�

� 
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=⏞
�� (�)

�
�

��
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
�����

�
� ���

�
� �

������
�
� ���

�
�

�����
�
� ���

�
� ���

�
�

� (� + �)

�������
�
� ���

�
�

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= �
�

��
� �

�

��
� ��

������ �
� ���

�
�

�����
�
� ���

�
� ���

�
� ���

�
�

� (� + �)�

= �
�

��
� �

�

��
� ��

������ �
�

�� �
�

���
� (� + �)� 

= �
�

��
� �

�

��
� ������

�

�
(� + �)� = �

�

��
� �

�

��
�{� − ����)(� + �)}

= �
�

��
� �

�

��
��� − �{(�� − �)����}�

= �
�

��
� �

�

��
��� − �� �� +

�

�
� + ∑������ 

=⏞
�� (�)

�
�

��
� �

�

��
��� −

���

�
+

���

�
� = �

��

�
� �

�

��
= �

��

�
⇒ �� �

�� − �

��

�
��

��
��

�

=
��

�

⇒ �
����

��
�� �

�� − �

��

�
��

��
��

�

=
��

�
�

��. ��

�����
=

�

�
�

��

��
 

=
�

�
� �� ≤

�� + �� + ��

�
 (������) 

 

1776. In ∆���, � −Lemoine’s point, � −centroid. Prove that: 

�� ⊥ �� ⇔ (� = �)⌵(��� = �� + ��) 

�� ∥ �� ⇔ ��� = �� + �� 

Proposed by Gheorghe Alexe, George Florin Şerban-Romania 
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Solution by Marian Ursărescu-Romania 

�) ��������⃗ ⊥ ��������⃗ ⇔ ��������⃗ ∙ ��������⃗ = � ⇔ ��������⃗ ∙ ��������⃗ = �;  (�) 

But ��������⃗ =
��∙��������⃗ ���∙��������⃗ ���∙�������⃗

�������� , ∀� ∈ � ⇒ ��������⃗ =
��∙�������⃗ ���∙��������⃗ ���∙�������⃗

�������� ;   (�) 

��������⃗ = ��������⃗ − �������⃗ ;    (�). From (1),(2),(3) we have: 

�� ∙ �������⃗ + �� ∙ ��������⃗ + �� ∙ �������⃗

�� + �� + ��
∙ ���������⃗ − �������⃗ � = � ⇔ 

��� ∙ �������⃗ + �� ∙ ��������⃗ + �� ∙ �������⃗ � ∙ ���������⃗ − �������⃗ � = �;   (�) 

But in any ∆���:  �������⃗ + ��������⃗ + �������⃗ = �;  (�) 

From (4),(5) we have: �(�� − ��)��������⃗ + (�� − ��)�������⃗ � ∙ ���������⃗ − �������⃗ � = � ⇔ 

(�� − ��)��� − (�� − ��)��� + (�� − ��)��������⃗ ∙ �������⃗ = �;    (�) 

��� =
�

�
��

� =
�

�
(��� + ��� − ��); ��� =

�

�
��

� =
�

�
(��� + ��� − ��);    (�) 

��������⃗ ∙ �������⃗ =
��� + ��� − ���

�
=

�

�
�

�

�
��

� +
�

�
��

� − ��� =
�

��
(�� + �� − ���);  (�) 

From (6),(7),(8) we get:  

��� − ������� + ��� − ��� − ��� − ������� + ��� − ��� +
�

�
��� − ������ + �� − ���� = �  

(�� − ��)(�� + �� − ���) ⇔ �
� = �

⌵
�� + �� = ���

 

�) ��������⃗ ∥ ��������⃗ ⇔ ∃� ∈ ℝ∗ such that ��������⃗ = � ∙ ��������⃗ ⇔
��∙�������⃗ ���∙��������⃗ ���∙�������⃗

�������� = � ∙ ���������⃗ − �������⃗ � ⇔ 

(�� − ��)��������⃗ + (�� − ��)�������⃗ = �(�� + �� + ��)�������⃗ − �(�� + �� + ��)��������⃗ ⇔ 

��� − �� + �(�� + �� + ��)� ��������⃗ = (�(�� + �� + ��) − �� + ��)�������⃗ ;    (�) 

But if �� − �� + �(�� + �� + ��) ≠ � and �(�� + �� + ��) − �� + �� ≠ � ⇒ 

��������⃗ = � ∙ �������⃗  false.   (10) 

From (9),(10) we get: �
�� − �� + �(�� + �� + ��) = �

�(�� + �� + ��) − �� + �� = �
⇔ �� − �� − �� + �� = � ⇔ 

��� = �� + �� 
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1777. ∀ �, �, � ≥ �, �����(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
��

≤ �� + �� + ��  

Proposed by Jalil Hajimir – Canada  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�(�� − �� + ��)� − (�� + ��) − (� − �)� = � ⇒ �(�� − �� + ��)� − (�� + ��)

= (� − �)� ≥ � ⇒ �(�� − �� + ��)� ≥⏞
(�)

�� + �� 

���, �� + �� = (� + �) ��� + �� − ��(�� − �� + ��)� ≤⏞
�� (�)

(�

+ �) ��(�� − �� + ��)� − ��(�� − �� + ��)� 

= (� + �)(�� − �� + ��)(��� − ��� + ���) ⇒ ��� + ���
�

≤ (� + �)�(�� − �� + ��)�(��� − ��� + ���)� ��� ������� 

∴ �(�� + ��)�(�� + ��)�(�� + ��)���
≤ 

�(� + �)�(�� − �� + ��)�(��� − ��� + ���)�(� + �)�(�� − �� + ��)�(��� − ��� + ���)�(� + �)�(�� − �� + ��)�(��� − ��� + ���)���
 

<⏞

��������
�� � �� ∑(� + �)� + �(�� − �� + �� + ��� − ��� + ��� + �� − �� + �� + ��� − ��� + ��� + �� − �� + �� + ��� − ��� + ���)

��
 

=
���� + ���� + ���� − ��� − ��� − ���

��

∴ �(�� + ��)�(�� + ��)�(�� + ��)���
<⏞
(�)

�� ∑ �� − � ∑ ��

��
 ��� ∵ √����

��

= ������
<⏞
(�)

� 

∴ �����(�� + ��)�(�� + ��)�(�� + ��)���
<⏞

�� (�) ��� (�)
�� ∑ �� − � ∑ ��

��
<⏞
?

� ��

⇔ �� � �� − � � �� <⏞
?

�� � �� 

⇔ � �� + � � �� >⏞
?

� → ����

∴ �����(�� + ��)�(�� + ��)�(�� + ��)���
<⏞
(�)

�� + �� + �� 
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��� ∵ �, � ≥ � ∴ �� + �� ≥ � ⇒ ��� + ���
�

≥ ���� + ��� > �� + �� ⇒ �� + ��

< ��� + ���
�

 ��� ������� 

∴ ��� + ������ + ������ + ��� < ��� + ���
�

��� + ���
�

��� + ���
�

 

⇒ �
�

��
� �� ���� + ������ + ������ + ���� < �

�

��
� �� ���� + ���

�
��� + ���

�
��� + ���

�
� 

⇒ �� �(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
��

< �� �((�� + ��)�(�� + ��)�(�� + ��)�)
��

 

⇒ �����(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
��

< �����((�� + ��)�(�� + ��)�(�� + ��)�)
��

<⏞
�� (�)

�� + �� + �� (������) 

 

1778.��� ��� �� ��� ������ �������� �� ����� ∆ ���. ���� ∶ 

 
�[���]

[���]
≤ �

�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

 

Proposed by Rahim Shahbazov-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∆ ���, ���� =
��

��
⇒ �� =⏞

(�)

����� ��� ����� ∆ ���, ���� =
��

��

⇒ �� =⏞
(��)

����� ��� ∴ [���] =
�

�
��. ��. ���� 

=⏞
�� (�),(��) �

�
����������� =

���

��
(� + �����) =

����

��
(� + �����) =

��

�
(� + �����)

⇒ [���] =⏞
(�) ��

�
(� + �����) ��� ���������, 

[���] =⏞
(�) ��

�
(� + �����) ��� [���] =⏞

(�) ��

�
(� + �����) ��� ∴ (�) + (�) + (�)

⇒ [���] − [���] =
��

�
�� + � ������ 
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=
��

�
�� − � − � � ����� = �� �� − � � ����� ⇒ [���] = �� − �� �� − � � �����

= ��� � ���� ⇒
�[���]

[���]
=⏞

(�)

� � ���� 

���, �
�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

≥
��

�
⇔ �(�� + ��� + ��)� ≥ ��(�� − ��� − ��)� 

⇔ (� − ��)�� + ��(���� + ����� + ����) + ������ − ������� − �����

− ��� ≥⏞
(���)

���� 

���, ��� �� (���) ≥⏞
���������

�����
(�)

(� − ��)(���� − ���)�� + ��(���� + ����� + ����)

+ ������ − ������� − ����� − ��� 

��� ��� �� (���) ≤⏞
���������

�����
(�)

����(��� + ��� + ���) ∴ (�), (�)

⇒ �� ����� �� ����� (���), �� �������� �� ����� ∶ 

(� − ��)(���� − ���)�� + ��(���� + ����� + ����) + ������ − ������� − �����

− ��� ≥ ����(��� + ��� + ���) 

⇔ ��(�� + ��) + ���� − ������ − ����� − ��� ≥⏞
(��)

� 

���, ��� �� (��) ≥⏞
���������

(���� − ���)(�� + ��) + ���� − ������ − �����

− ��� ≥⏞
?

� ⇔ ��� − ��� + �� − � ≥⏞
?

� ������ � =
�

�
� 

⇔ (� − �){(� − �)(�� + �) + ���} ≥⏞
?

� → ���� ∵ � ≥⏞
�����

� ⇒ (��) ⇒ (���) �� ����

∴ �
�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

≥⏞
(�)

��

�
 

∴ (�), (�) ⇒ �� �������� �� ����� ∶ � � ���� ≤
��

�
⇔

�� − ��� − ��� − ��

��
≤

�

�
⇔ ��

≤ ��� + ��� + �� 
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⇔ �� − ��� − ��� − ��� − �(� − ��) ≤ � → ����

∵ �� − ��� − ��� − ��� ≤⏞
���������

� ��� � − �� ≥⏞
�����

� ∴
�[���]

[���]

≤ �
�� + �� + ��

�� + �� + ��
�

�

 

 

1779. In ∆��� the following relationship holds: 

�� ���

���

� �� ���

���

� �� ��

���

� �� ��

���

� ≥
��

�� + ��
�� ����

���

�

�

 

Proposed by Mokhtar Khassani-Mostaganem-Algerie 

Solution by Marian Ursărescu-Romania 

� ���

���

≥ ���������

�
 ��� � ��

���

≥ ��������
� ⇒ 

�� ���

���

� �� ��

���

� ≥ �������� 

Similarly: �∑ ������ ��∑ ����� � ≥ ��������. Therefore, 

�� ���

���

� �� ���

���

� �� ��

���

� �� ��

���

� > 81������������� 

We must show that: 

�������������� ≥
�

�� + ��
∙ �� ����

���

�

�

;  (�) 

But in any ∆��� we have: �� ∙ �� ≥ �(� − �); �∴ � =
�����

�
� ⇒ 

������������� ≥ �� = ���;  (�) 

From (1),(2) we must show: 
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���� ≥
�

�� + ��
∙ �� ����

���

�

�

;   (�) 

But ∑ ������� =
����

�
;  (�) 

From (3),(4) we must show: ���� ≥
�

�����
∙

�����

�� ⇔ ���(�� + ��) ≥ ����;  (�) 

From Mitrinovic inequality: �� ≤
����

�
;   (�) 

From (5),(6) we must show: �(�� + ��) ≥ ��� ⇔ �� + �� ≥ �� ⇔ �� ≥ �� ⇔ 

� ≥ �� (�����) true. Proved. 

 

1780. In acute ∆��� the following relationship holds: 

�
� + ����� + �����

� + √����� + ����� + �����
���

≥
��

�
 

Proposed by Gheorghe Alexe and George Florin Şerban-Romania 

Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Since: ∆���-acute, then ����, ����, ���� > 0 

√����� ≤
����� �√��

�
+ �����

�
=

� + �����

�
⇒ 

� + √����� + ����� + ����� ≤
�� + �����

�
+ ����� + ����� = 

=
�� + ����� + �(����� + �����)

�
; (��� �������) 

Let: � = �����; � = �����; � = ����� ⇒ �, �, � > 0 

Then, inequality becomes as: 

� �
� + � + �

�� + � + �(� + �)
���

≥
��

�
⇔ �

� + � + �

�� + � + �(� + �)
���

≥
�

�
; (�) ⇔ 

� �(� + � + �)��� + � + �(� + �)���� + � + �(� + �)�

���

≥ ���� + � + �(� + �)�

���

⇔ 
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� � ��

���

+ (��� + ��� + ���) + �� � ��

���

≥ 

≥ �(��� + ��� + ���) + ���� + ��(�� + �� + ��) 

Because: 

�(�� + �� + ��) ≥
�����

� ∙ � ∙ �(���)��
= ����; (�) 

�� + �� + �� ≥
�����

�� + �� + �� ⇒ ��(�� + �� + ��) ≥ ��(�� + �� + ��); (�) 

�� + �� + �� + ��� ≥
�����

���� ∙ ���
= ���� 

�� + �� + �� + ��� ≥
�����

���� ∙ ���
= ���� 

�� + �� + �� + ��� ≥
�����

���� ∙ ���
= ���� 

�(�� + �� + ��) + ��� + ��� + ��� ≥ �(��� + ��� + ���) (�) 

From (2),(3),(4) we get (1) true. Proved. 

Equality holds if �� = �� = �� ⇔ � = � = � =
�

�
 

1781. �� ��� ∆ ���,holds 

�(� + �)� ≥
�

��
�

��

��

+
���

�����

� �
��

��

+
���

�����

� �
��

��

+
���

�����

� ≥ �����  

Proposed by Alex Szoros – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

:
��

��
+

���

�����

=
��(� − �)

��(� − �)(� − �)(� − �)
+

����(� − �)(� − �)

��(� − �)(� − �)(� − �)

=
��(� − �) + ���√� − ����√� − ��

��(� − �)(� − �)(� − �)
 

≤⏞
��� ��(� − �) + ��(� − �) + ��(� − �)

��
=

�(∑ ��) − ∑ ��

��

=
��(�� − ��� − ��) − ��(�� − ��� − ���)

��
=

��(��� + ���)

��
= �(� + �) 
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∴
��

��
+

���

�����

≤ �(� + �) ��� ������� ⇒⏞
����������� ��������

�
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��

+
���

�����

� ≤ ��(� + �)� 

⇒ �(� + �)� ≥⏞
(�)

�

��
�

��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� 

����,
��

��
+

���

�����

=
��

��
+

��

�����

+
��

�����

≥⏞
���

���
��

��
� �

��

�����

� �
��

�����

�
�

= ��
��������

���

�

∴
��

��
+

���

�����

≥ �������
�

 ��� ������� 

⇒⏞
����������� ��������

�
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� ≥ ��. �����

⇒
�

��
�

��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� ≥⏞
(�)

�����  

(�), (�) ⇒ �(� + �)� ≥
�

��
�

��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� ≥ ����� (������) 

1782. �� ��� ∆ ���,holds: 

�(�� + �� + ��) ≥ �
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�
≥ (� + � + �)�  

Proposed by Alex Szoros – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

(� + �)�

��� + ������ + ���
=

(� + �)�(� + �)�

��� + ������ + ���
≤

�(�� + ��)(� + �)�

��� + ������ + ���
≤⏞
?

�(�� + ��)

⇔ ��� + ������ + ��� ≥⏞
?

(� + �)� 

⇔ �� + ����� + �� ≥⏞
?

���(�� + ��) ⇔ (�� + ��)� ≥⏞
?

���(�� + ��)

⇔ (�� + ��)(� − �)� ≥⏞
?

� → ���� 
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∴
(� + �)�

��� + ������ + ���
≤ �(�� + ��) ��� �������� � = ��, � = ��, �� ���

∶
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�
≤ �(��

�+��
�) ≤⏞

�� � ��

���
�  

��� ������� ⇒⏞
������� ��

�
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�
≤ � � ��

� = � � ��

∴ �(�� + �� + ��) ≥⏞
(�)

�
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�
 

�����,
(� + �)�

��� + ������ + ���
≥ ��� ⇔ (� + �)� − ���(��� + ������ + ���) ≥ �

⇔ (� − �)� ≥ � → ���� 

∴
(� + �)�

��� + ������ + ���
≥ ��� ��� �������� � = ��, � = ��, �� ���

∶
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�
≥ ����� ≥⏞

�����

� �
� + �

�
� ���

�

�
�

���

� + �
� ���

�

�
 

= ���
�(� − �)

��
= ��(� − �) ⇒

(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�

≥ ��(� − �) ��� ������� ⇒⏞
������� ��

�
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�

≥ �� �(� − �) 

= ��� = (� + � + �)� ⇒ �
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�
≥⏞
(�)

(� + � + �)� 

∴ (�), (�) ⇒ �(�� + �� + ��) ≥ �
(�� + ��)�

���
� + ����

���
� + ���

�
≥ (� + � + �)� (������) 

1783. Generalization for Marian Ursărescu problem 

In ���� the following relationship holds: 

�
����

�� + ��
�

�

+ �
����

�� + ��
�

�

+ �
����

�� + ��
�

�

≥ � ⋅ �
��

�
�

�

, � ∈ ℕ 

Proposed by Marin Chirciu – Romania  
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Solution by Tran Hong-Dong Thap-Vietnam 

Let  � = ��, � = ��, � = ��  →  
�

�
+

�

�
+

�

�
≤

�

��
+

�

��
+

�

��
=

�

�
 

→ ��� = � �
��

� + �
�

�

≥
�∑

��
� + ��

�

����
=

�∑
�

�
� +

�
�

�

�

����
 

≥⏞
�������

    

�
�

��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

�

���� ≥

�
�

�
.
�
�
�

�

�

���� =
�

��

�
�

�

���� = �. �
��

�
�

�

. Proved. 

1784. �� �, � > �, ���� ∶ 

�√��

� + �
+

(� + �)�

���
≥

� + �

√��
+

���

(� + �)�
  

Proposed by Daniel Sitaru – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

��� � =
� + �

�
, � = √�� ��� �� ������ ∶ � ≥ � 

�√��

� + �
+

(� + �)�

���
≥

� + �

√��
+

���

(� + �)�
⇔

��

�
+

��

��
≥

��

�
+

��

��
⇔

��

��
−

��

��
≥

��

�
−

��

�

⇔
�� − ��

����
≥

�(�� − ��)

��
 

⇔ �
�� − ��

��
� �

�� + ��

��
− �� ≥ � ⇔ �

�� − ��

��
�

(� − �)�

��
≥ � → ����

∴
�√��

� + �
+

(� + �)�

���
≥

� + �

√��
+

���

(� + �)�
 (������) 

 

1785. �� ��� ∆ ���,holds: 

� ≤
���(� + �)��

(� + �)(� + �)(� + � − �)
  

Proposed by Alex Szoros – Romania  
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Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

 � + � − � = �����
�

�
���

� − �

�
− �����

�

�
���

�

�
= �����

�

�
����

� − �

�
− ���

� + �

�
�

= �����
�

�
���

�

�
���

�

�
 

⇒ � + � − � =⏞
(�)

�����
�

�
���

�

�
���

�

�
 

���, �(� + �)(� + �)(� + �

− �) =⏞
�� (�)

� ������
�

�
���

� − �

�
� ������

�

�
���

� − �

�
� �����

�

�
���

�

�
���

�

�
 

≤ ���(��)����
�

�
���

�

�
���

�

�
���

�

�
���

�

�
 �∵ � < ���

� − �

�
, ���

� − �

�
≤ �� 

= � ������
�

�
���

�

�
���

�

�
� ������

�

�
���

�

�
���

�

�
� (��)����

�

�
���

�

�
���

�

�
���

�

�
���

�

�
 

= � ������
�

�
���

�

�
� ������

�

�
���

�

�
�

�

������
�

�
���

�

�
�

�

���
�

�

= ������ �
���

�
�

� + �
� (� + �) = ���(� + �) �

������
�
�

� + �
� = ���(� + �)�� 

⇒ � ≤
���(� + �)��

(� + �)(� + �)(� + � − �)
 (������) 

1786. 

I� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����:  

� �
��

�

��
�

≥ � + �
�� + ��

��
� + ��

�
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 
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∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �) − �(�

− �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)� − ��(�

+ �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�) �� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �) ��� ������� 

����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�)

⇒ (� − �)� + ��(� − �) + (� − �)� =⏞
(�)

�(��
� + ��

�) 

⇒ �(�� + ��) − �(��
� + ��

�) = �(�� + ��) − �(� − �)� − (� + �)� + ��

= �� − ((� + �)� − ���) = �� − (� − �)� 

= (� + � − �)(� + � − �) = �(� − �)(� − �) ⇒
(�� + ��) − (��

� + ��
�)

��
� + ��

�

=
�(� − �)(� − �)

��
� + ��

�
≤⏞

��� ������� �
�

�����
≤⏞

�� (�) ������� �
�

������� �
�

=
������ �

�
��
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⇒
�� + ��

��
� + ��

�
≤ � +

��
�

��
 ��� ������� ⇒⏞

������� ��

� + �
�� + ��

��
� + ��

�
≤ � +

∑ ��
�

��

= � +
(�� + �)� − ���

��
=

(�� + �)� + ���

��
 

⇒ � + �
�� + ��

��
� + ��

�
≤⏞
(�)

(�� + �)� + ���

��
 

�����, �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
���(� − �)(� − �)

�
⇒ ��

� =⏞
(��)

�� −
��(� − �)(� − �)

�
∴ (�), (��) ⇒ ��

�

= (� − �)� + ��(� − �) − �� +
��(� − �)(� − �)

�
 

= �� − ��� + �� + (� − �)� − �� +
��(� − �)(� − �)

�

= (� − �)� + (� − � + �)(� − � − �) +
��(� − �)(� − �)

�
 

= (� − �)� − �(� − �)(� − �) +
��(� − �)(� − �)

�
= (� − �)� + �(� − �)(� − �) �

�

�
− ��

= (� − �)� +
�(� − �)(� − �)(� − �)

�
 

⇒ ��
� = (� − �)� +

�(� − �)(� − �)(� − �)

�
= (� − �)� + (� − �) �

�� − (� − �)�

�
�

= (� − �) �� − � + � −
(� − �)�

�
� = �

� − �

�
� (�� − (� − �)�) 

⇒
��

�

��
�

= �
� − �

�
� (�� − (� − �)�) �

��

�����
� =

�(� − �)(�� − (� − �)�)

�����
 ��� �������

⇒ � �
��

�

��
�

=⏞
(�) �

�����
� ��(� − �)(�� − (� − �)�)� 
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���, � ��(� − �)(�� − (� − �)�)� = � � ��(� − �) − � �(� − �)(�� + �� − ���) 

= �� � �� − � � �� + ���� �(� − �) − � �(� − �)(�� + ��) 

= ���(�� − ��� − ��) − ���(�� − ��� − ���) + ����� − � � �(�� + ��)

+ � ��(�� + ��) 

= ���(��� + ���) + � � ���� + ����� − � � ��(�� − �)

= � �� ���� + ������ − ����� + ���(�� + ��) − ��� � �� 

= � �� ���
�

− ��� � �� + ���(�� + ��) − ������

= �(��� + ��)(�� + ��� + ��) + ���(�� + ��) − ������ 

∴ � ��(� − �)(�� − (� − �)�)� =⏞
(�)

�(��� + ��)(�� + ��� + ��) + ���(�� + ��)

− ������ 

(�), (�) ⇒ � �
��

�

��
�

=
(�� + �)(�� + ��� + ��) + ���(� + �) − ����

���

=
(�� + �)� + ���

��
≥⏞

�� (�)

� + �
�� + ��

��
� + ��

�
 (������) 

1787. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �����: 

�� −
��

�
� �

��

��
+

���

� + ��
� ≤ � +

��

�
 

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 



 
www.ssmrmh.ro 

126 RMM-TRIANGLE MARATHON  1701-1800 

 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� + ����� = ��

⇒
��

��
+

���

� + ��
=

��� + ��
� + �����

��(� + ��)
=

��� + ��

��(� + ��)
 

=
�(� + ��)

��(� + ��)
⇒

��

��
+

���

� + ��
=

�

��
 ��� ������� ⇒⏞

������� ��

� �
��

��
+

���

� + ��
� = � �

�

��

⇒ � �
��

��
+

���

� + ��
� =⏞

(�) �

�
 

�� ����� ��� ����� ∶  �(�� + �)� ≥⏞
(�)

(�� − ��)�� 

���, ��� �� (�) ≤⏞
������

(��

− ��) ���� + ���� − �� + �(� − ��)��� − ���� ≤⏞
?

�(�� + �)� 

⇔ �(�� + �)� − (��� + ���� − ��)(�� − ��) ≥⏞
?

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

⇔ (� − ��)(��� − ���� + ��) ≥⏞
?

⏟
(�)

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

∵ � − �� ≥⏞
�����

∴ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� ����� ∶ ��� − ���� + ��

> �(�� − ��)��� − ��� 

⇔ (��� − ���� + ��)� − �(�� − ���)(�� − ��)� > � ⇔ ��(�� + �)� > � → ����

⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� ∴ �(�� + �)� ≥ (�� − ��)�� 

⇒
�(�� + �)�

��
≥

(�� − ��)��

��
⇒⏞

�� (�)
�(�� + �)�

��
≥ (�� − ��) �� �

��

��
+

���

� + ��
��

�

⇒
�� − ��

�
�� �

��

��
+

���

� + ��
��

�

≤
(�� + �)�

��
 

⇒ �� −
��

�
� �

��

��
+

���

� + ��
� ≤ � +

��

�
 (������) 
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1788. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

� ����
�

�
+ ���

�

�
�  ≥

�

�
�

�� + �� + ������ + �����

�� − �
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)
= ���

� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)
= ���

� + �(� − �)(� − �)   
������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  
⇒ ��(�� + ��) = ��(��

� + ��
�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 
⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��

� + ��
�) ⇒ ���

� + (� − �)� = �(��
� + ��

�)
⇒ (� − �)� + ��(� − �) + (� − �)� = �(��

� + ��
�) 

⇒ ��
� + ��

� = (� − �)� + ��(� − �)

⇒ �� + �� + ������ + ����� ≤⏞
���

√����
� + ��

� + ����� + ���� 

= ��(� − �)� + ��(� − �) + ��(� − �) + � �
���

� –  �
�

= ��(� − �)� + ��(� − �) + � �
(� − �)(� −  �)(� −  �)

� –  �
� 

= ��(� − �)� + (� + � + �)(� + � − �) + (� + � − �)(� + � − �)

= ��(� − �)� + (� + �)� − �� + �� − (� − �)� = �(� + �) 

⇒
�� + �� + ������ + �����

�(�� − �)
≤

� + �

���
� − �

=
�(� + �)

�(�� − �)
=

�

�

∴
�� + �� + ������ + �����

�(�� − �)
≤⏞
(�)

�

�
 

���, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(��) 

������
�

�
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� ����
�

�
+ ���

�

�
� = � �

�

��
+

�

��
� = �

�(�� + ��)

����
=⏞

�� (��) ��� ������� ∏ �������� �
��

(������)�

=
������ �

��

�����

����
=

���

��
=

����

��
=

���

��
= �

�

�
 

≥⏞
�� (�) ��� �������

�

�
�

�� + �� + ������ + �����

�� − �
 (������) 

 

1789. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �����: 

�� −
��

�
� �

��

��
+

���

� + ��
� ≤ � +

��

�
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� + ����� = ��

⇒
��

��
+

���

� + ��
=

��� + ��
� + �����

��(� + ��)
=

��� + ��

��(� + ��)
 

=
�(� + ��)

��(� + ��)
⇒

��

��
+

���

� + ��
=

�

��
 ��� ������� ⇒⏞

������� ��

� �
��

��
+

���

� + ��
� = � �

�

��

⇒ � �
��

��
+

���

� + ��
� =⏞

(�) �

�
 

�� ����� ��� ����� ∶  �(�� + �)� ≥⏞
(�)

(�� − ��)�� 
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���, ��� �� (�) ≤⏞
������

(��

− ��) ���� + ���� − �� + �(� − ��)��� − ���� ≤⏞
?

�(�� + �)� 

⇔ �(�� + �)� − (��� + ���� − ��)(�� − ��) ≥⏞
?

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

⇔ (� − ��)(��� − ���� + ��) ≥⏞
?

⏟
(�)

�(�� − ��)(� − ��)��� − ��� 

∵ � − �� ≥⏞
�����

∴ �� ����� �� ����� (�), �� �������� �� ����� ∶ ��� − ���� + ��

> �(�� − ��)��� − ��� 

⇔ (��� − ���� + ��)� − �(�� − ���)(�� − ��)� > � ⇔ ��(�� + �)� > � → ����

⇒ (�) ⇒ (�) �� ���� ∴ �(�� + �)� ≥ (�� − ��)�� 

⇒
�(�� + �)�

��
≥

(�� − ��)��

��
⇒⏞

�� (�)
�(�� + �)�

��
≥ (�� − ��) �� �

��

��
+

���

� + ��
��

�

⇒
�� − ��

�
�� �

��

��
+

���

� + ��
��

�

≤
(�� + �)�

��
 

⇒ �� −
��

�
� �

��

��
+

���

� + ��
� ≤ � +

��

�
 (������) 

 

1790. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

√�

��
� ��� + �� ≥ � �

��

��
+

���

� + ��
�  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ ��������� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 
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⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� + ����� = ��

⇒
��

��
+

���

� + ��
=

��� + ��
� + �����

��(� + ��)
=

��� + ��

��(� + ��)
 

=
�(� + ��)

��(� + ��)
⇒

��

��
+

���

� + ��
=

�

��
 ��� ������� ⇒⏞

������� ��

� �
��

��
+

���

� + ��
� = � �

�

��

⇒ � �
��

��
+

���

� + ��
� =⏞

(�) �

�
 

√�

��
� ��� + �� ≥⏞

��������
√�

��
� �

�� + ��

��
+

���

��
=

√�

��
� �

(� + �)�

��
=

∑(� + �)

��
=

��

��

=
�

�
=⏞

�� (�)

� �
��

��
+

���

� + ��
� (������) 

 

1791. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

√�

��
� ��� + �� ≥ � �

��

��
+

���

� + ��
�  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
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= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� + ����� = ��

⇒
��

��
+

���

� + ��
=

��� + ��
� + �����

��(� + ��)
=

��� + ��

��(� + ��)
 

=
�(� + ��)

��(� + ��)
⇒

��

��
+

���

� + ��
=

�

��
 ��� ������� ⇒⏞

������� ��

� �
��

��
+

���

� + ��
� = � �

�

��

⇒ � �
��

��
+

���

� + ��
� =⏞

(�) �

�
 

√�

��
� ��� + �� ≥⏞

��������
√�

��
� �

�� + ��

��
+

���

��
=

√�

��
� �

(� + �)�

��
=

∑(� + �)

��
=

��

��

=
�

�
=⏞

�� (�)

� �
��

��
+

���

� + ��
� (������) 

 

1792. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �����: 

(� − ����) �� + �
������

������

�

� ≤
��

��
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� =⏞
(�)

�� − ����� 
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���,
��

��
≤

�

�
− � ⇔

��

��
−

��

�
+ � ≥

��
�

��
�

⇔�
�� (�)

��

��
−

��

�
+ � ≥

�� − �����

��
�

=
����

�����
−

���

��

=
��

���
− �

���

� − �
� �

�

���
� =

��

���
−

(� − �) + �

� − �
 

=
��

���
+ � −

�

� − �
= � +

��(� − �) − �(���)

�(� − �)��
= � +

��(� − �) − �(� − �)(� − �)(� − �)

�(� − �)��

= � +
�� − (�� − (� − �)�)

���
= � +

(� − �)�

���
 

⇔
��

��
−

��

�
≥

(� − �)�

���
⇔

�(� − ��)

��
≥

�� + �� − ���

���
⇔ � − �� ≥

�� + ��

��
−

��

��
 

⇔ � �� −
��

�
� ≥

���(����� + �����)

��
−

�����������

��
⇔ � −

�����
�
� ���

�
� ���

�
�

�

≥ ����� + ����� − ��������� = (���� − ����)� 

⇔ � − ����
�

�
�����

�

�
���

�

�
� ≥ �����

� + �

�
���

� − �

�
�

�

⇔ � − ����
�

�
����

� − �

�
− ���

� + �

�
� ≥ �����

�

�
�� − ����

� − �

�
� 

⇔ � − ����
�

�
���

� − �

�
+ �����

�

�
≥ �����

�

�
− �����

�

�
����

� − �

�

⇔ �����
�

�
����

� − �

�
− ����

�

�
���

� − �

�
+ � ≥ � 

⇔ �����
�

�
���

� − �

�
− ��

�

≥ � → ���� ⇒  
��

��
≤

�

�
− � ��� ������� ⇒

������

������

≤ �
�

�
− ��

�

⇒ �
������

������

�

≤
�

�
− � ⇒ � + �

������

������

�

≤
�

�
 

⇒
(� − ����)��

��
�� + �

������

������

�

� ≤ �
����� �

� . ���

�����
�
� ���

�
� ����

�
�

� �
�

�
� = �

⇒ (� − ����) �� + �
������

������

�

� ≤
��

��
 (������) 
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1793. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

� �
����

����
≥ �

�� + ��

��
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ ��������� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
=⏞
(�)

��� − ��(� − �)(� − �) 

= ��� −
��(� + � − �)(� + � − �)

�
= ��� − �� �

�� − (� − �)�

�
� ⇒ ��

�

= � �� −
�� − (� − �)�

�
� ⇒ ��

� =⏞
(�)

� �� − � +
(� − �)�

�
� 

����, ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �), 

��� ������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�)

⇒ (� − �)� + ��(� − �) + (� − �)� = �(��
� + ��

�) 

⇒ ��
� + ��

� =⏞
(��)

(� − �)� + ��(� − �) ∴ (�), (��) ⇒ ��
�

= (� − �)� + ��(� − �) − �� +
��(� − �)(� − �)

�
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= �� − ��� + �� + (� − �)� − �� +
��(� − �)(� − �)

�

= (� − �)� + (� − � + �)(� − � − �) +
��(� − �)(� − �)

�
 

= (� − �)� − �(� − �)(� − �) +
��(� − �)(� − �)

�
= (� − �)� + �(� − �)(� − �) �

�

�
− ��

= (� − �)� +
�(� − �)(� − �)(� − �)

�
 

= (� − �) �� − � +
�� − (� − �)�

�
� ⇒ ��

� =⏞
(�)

(� − �) �� −
(� − �)�

�
� ∴ (�), (�) ⇒ ��

���
�

= �(� − �) �� − � +
(� − �)�

�
� �� −

(� − �)�

�
� 

= �(� − �) ��(� − �) + �
(� − �)�

�
−

(� − �)�

�
(� − �) −

(� − �)�

��
�

⇒ ��
���

� =⏞
(�)

�(� − �) ��(� − �) + (� − �)� −
(� − �)�

��
� 

�����, ��
���

� =
(� − �)� + ��(� − �)

�
.
����(� − �)

(� + �)�

⇒ ��
���

� =⏞
(�)

�(� − �)
��

(� + �)�
�(� − �)� + ��(� − �)� ∴ (�), (�)

⇒ ��
���

� − ��
���

� 

= �(� − �) ��(� − �) + (� − �)� −
(� − �)�

��
−

��

(� + �)�
�(� − �)� + ��(� − �)�� 

= �(� − �) ��(� − �) + (� − �)� �
�� − (� − �)�

��
� −

��

(� + �)�
((� − �)� + (� + �)� − ��)� 

= �(� − �) ��(� − �) − �� + (�� − (� − �)�) �
(� − �)�

��
+

��

(� + �)�
�� 

=
�(� − �)

�
�((� + �)� − �� − ���) + (�� − (� − �)�) �

�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
�� 
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=
�(� − �)

�
�(� − �)� − �� + (�� − (� − �)�) �

�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
��

=
�(� − �)

�
(�� − (� − �)�) �

�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
− �� 

=
�(� − �)

�
. �(� − �)(� − �) �

�(� − �)�

��
−

(� − �)�

(� + �)�
� = ����(� − �)� �

�

��
−

�

(� + �)�
�

= ����(� − �)� �
�

�
+

�

� + �
� �

�� + �� − �

�(� + �)
� ≥ � 

⇒ ��
���

� ≥ ��
���

� ⇒
�����

����
≥

�����

����
⇒

�����

����
≥

���

��
 ��� �������

⇒ � �
����

����
≥⏞

(�)

�
���

��
 

���, �������� ⇒ �� ≥
�� + ��

��
⇒

�����

�
≥ �� + �� ⇒

�����

�
≥ �� + �� ⇒

���

�

≥
�

�
+

�

�
 

�������� ����� �� � �������� ���� ����� 
���

�
,
���

�
,
���

�
 ����� ���� �� ������

=
�

�
 ��� ������� �� ������ =

�

�
,
�

�
,
�

�
 �� ��� ∶ 

�
���

� � �
�
��

�
�

≥

���

�
���

�

+

���

�
���

�

⇒
���

�
��
� �

≥
��

��
+

��

��
⇒

���

��
≥

��

��
+

��

��
 ��� �������

⇒ �
���

��
≥ � �

��

��
+

��

��
� = � �

��

��
+

��

��
� 

⇒ �
���

��
≥⏞
(�)

�
�� + ��

��
∴ (�), (�) ⇒ � �

����

����
≥ �

�� + ��

��
 (������) 

1794. �� ��� ∆ ���, , �� − ������� ������, �����: 

� �
��

� − ��
=

�

�
+ �

��

��
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  
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Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� =⏞
(�)

�� − ����� 

���, � �
��

� − ��
= � �

��(� + ��)

(� − ��)(� + ��)

= � �
��(� + ��)

�� − ��
�

=⏞
�� (�) ��� �������

� �
��(� + ��)

�����
= �

� + ��

��

= � �
�

��
+ �

��

��
 

=
�

�
+ �

��

��
 (������) 

 

1795. �� ��� ∆ ���, , �� − ������� ������, �����: 

� ����
�

�
= �

��
�

��
�

+ � �
��

��
 

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
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= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� = �� − ����� ⇒
��

�

��
�

=
��

������ �
�

− �
��

��
 ��� ������� 

⇒ �
��

�

��
�

= � ����
�

�
− � �

��

��
⇒ � ����

�

�
= �

��
�

��
�

+ � �
��

��
 (������) 

 

1796. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

�  
����

��
≥ �� ���� � ���

�

�
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
=⏞
(�)

��� − ��(� − �)(� − �) 

= ��� −
��(� + � − �)(� + � − �)

�
= ��� − �� �

�� − (� − �)�

�
� ⇒ ��

�

= � �� −
�� − (� − �)�

�
� ⇒ ��

� =⏞
(�)

� �� − � +
(� − �)�

�
� 

����, �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �), 

��� ������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 
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⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�)

⇒ (� − �)� + ��(� − �) + (� − �)� = �(��
� + ��

�) 

⇒ ��
� + ��

� =⏞
(��)

(� − �)� + ��(� − �) ∴ (�), (��) ⇒ ��
�

= (� − �)� + ��(� − �) − �� +
��(� − �)(� − �)

�
 

= �� − ��� + �� + (� − �)� − �� +
��(� − �)(� − �)

�

= (� − �)� + (� − � + �)(� − � − �) +
��(� − �)(� − �)

�
 

= (� − �)� − �(� − �)(� − �) +
��(� − �)(� − �)

�
= (� − �)� + �(� − �)(� − �) �

�

�
− ��

= (� − �)� +
�(� − �)(� − �)(� − �)

�
 

= (� − �) �� − � +
�� − (� − �)�

�
� ⇒ ��

� =⏞
(�)

(� − �) �� −
(� − �)�

�
� ∴ (�), (�) ⇒ ��

���
�

= �(� − �) �� − � +
(� − �)�

�
� �� −

(� − �)�

�
� 

= �(� − �) ��(� − �) + �
(� − �)�

�
−

(� − �)�

�
(� − �) −

(� − �)�

��
�

⇒ ��
���

� =⏞
(�)

�(� − �) ��(� − �) + (� − �)� −
(� − �)�

��
� 

�����, ��
���

� =
(� − �)� + ��(� − �)

�
.
����(� − �)

(� + �)�

⇒ ��
���

� =⏞
(�)

�(� − �)
��

(� + �)�
((� − �)� + ��(� − �)) ∴ (�), (�)

⇒ ��
���

� − ��
���

� 

= �(� − �) ��(� − �) + (� − �)� −
(� − �)�

��
−

��

(� + �)�
((� − �)� + ��(� − �))� 

= �(� − �) ��(� − �) + (� − �)� �
�� − (� − �)�

��
� −

��

(� + �)�
((� − �)� + (� + �)� − ��)� 
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= �(� − �) ��(� − �) − �� + (�� − (� − �)�) �
(� − �)�

��
+

��

(� + �)�
�� 

=
�(� − �)

�
�((� + �)� − �� − ���) + (�� − (� − �)�) �

�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
�� 

=
�(� − �)

�
�(� − �)� − �� + (�� − (� − �)�) �

�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
��

=
�(� − �)

�
(�� − (� − �)�) �

�(� − �)�

��
+

���

(� + �)�
− �� 

=
�(� − �)

�
. �(� − �)(� − �) �

�(� − �)�

��
−

(� − �)�

(� + �)�
� = ����(� − �)� �

�

��
−

�

(� + �)�
�

= ����(� − �)� �
�

�
+

�

� + �
� �

�� + �� − �

�(� + �)
� ≥ � 

⇒ ��
���

� ≥ ��
���

� ⇒
����

��
≥ �� ��� ������� ⇒ �  

����

��
≥⏞

(�)

� �� 

���, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(���)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (���)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 

⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
⇒ � �� ≥⏞

�����

� �
� + �

�
���

�

�
� 

≥ √��� � �����
�

�
= √��� �(� + ����) = √��� �� +

�

�
� = �

��

�
�� ���

= �
��

�
�� ����

�

�
� ⇒ � �� ≥⏞

(�)

��
��

�
� ���

�

�
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���, �� ���� = ��
��. ��

���
= �

����(��)

���
⇒ �� ���� =⏞

(�)

��
��

�
∴ (�), (�), (�)

⇒ �  
����

��
≥ �� ���� � ���

�

�
 (������) 

 

1797. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

�
��

�� + � −  �
≤

�

�
�

�� + �� + ��

�
−

�

√�
�

��

��
− � �

��

��
�  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ �������′� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) ��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)   

������ ��� ����� ���, �� ��� ∶  (�� + ��)(�� − � − �)

= ���
� + ���

� + ��(� − �)(� − �)  

⇒ ��(�� + ��) = ��(��
� + ��

�) + �(� + � − �)(� + � − �) ⇒ �(�� + ��)

= �(��
� + ��

�) + �� − (� − �)� 

⇒ �(�� + ��) − �� + (� − �)� = �(��
� + ��

�) ⇒ ���
� + (� − �)� = �(��

� + ��
�)

⇒ (� − �)� + ��(� − �) + (� − �)� = �(��
� + ��

�) 

⇒ ��
� + ��

� =⏞
(�)

(� − �)� + ��(� − �) 

����, ��������� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
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= ��� −
���(� − �)(� − �)

�
⇒ ��

� =⏞
(��)

�� −
��(� − �)(� − �)

�
∴ (�), (��) ⇒ ��

�

= (� − �)� + ��(� − �) − �� +
��(� − �)(� − �)

�
 

= �� − ��� + �� + (� − �)� − �� +
��(� − �)(� − �)

�

= (� − �)� + (� − � + �)(� − � − �) +
��(� − �)(� − �)

�
 

= (� − �)� − �(� − �)(� − �) +
��(� − �)(� − �)

�
= (� − �)� + �(� − �)(� − �) �

�

�
− ��

= (� − �)� +
�(� − �)(� − �)(� − �)

�
 

⇒ ��
� = (� − �)� +

�(� − �)(� − �)(� − �)

�
⇒ (�� + � −  �)(�� − � +  �)

=
�(� − �)(� − �)(� − �)

�
= �� �

���

�
� = ���� 

⇒
��

�� + � −  �
=

�� − � +  �

��
 ��� ������� ⇒ �

��

�� + � −  �
=

∑(�� − � +  �)

��
=

∑ ��

��
−

∑(� − �)

��

=
�� + �� + ��

��
−

�

��
 

⇒ �
��

�� + � −  �
−

�� + �� + ��

��
=⏞
(�)

−
�

��
 

���,
�

√�
�

��

��
+ � �

��

��
= � �

�

√�

��

��
+ �

��

��
� ≤⏞

���

� √���
��

�

���
� +

��

��
� =⏞

�� (��)

� √��
�� −

��(� − �)(� − �)
�

+ �����

���
�

 

= � √�
�

�� −
��(� − �)(� − �)

� +
�(� − �)�(� − �)(� − �)

�(� − �)

���
�

= � �
�

��
=

�

�

⇒
�

�
�−

�

√�
�

��

��
− � �

��

��
� ≥⏞

(�)

−
�

��
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(�), (�) ⇒ �
��

�� + � −  �
−

�� + �� + ��

��
≤

�

�
�−

�

√�
�

��

��

− � �
��

��

� ⇒ �
��

�� + � −  �

≤
�

�
�

�� + �� + ��

�
−

�

√�
�

��

��

− � �
��

��

� 

1798. �� ��� ∆ ���, �� − ������� ������, �� − ���������� ������ �����: 

�
�� − ��

�� + �� − ���
≤ �

��

��
  

Proposed by Bogdan Fuștei – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

�������� ���������� ⇒ �� ≤ �� + � ≤⏞
?

�� ⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

�(� + �)

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? �������

�
�

��(� + �)���
�
� ���

�
�

 

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
? � + � + �

(� + �)���
�
�

⇔
�

���
�
�

+ � ≤⏞
?

+
�

(� + �)���
�
�

+
�

���
�
�

⇔ (� + �)���
�

�
≤⏞
?

�

⇔ �����
�

�
���

� − �

�
���

�

�
≤⏞
?

�����
�

�
���

�

�
 

⇔ ���
� − �

�
≤⏞
?

� → ���� ∴ �� ≤ �� ≤ �� ⇒ �� ≥⏞
(�)

�� 

���, ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �) = ���
� + �(� − �)(� − �)

⇒ ����
� − ����

� 

= ���(� − �) + ���(� − �) − ��(� − �)(� − �) − �(��� + ��� − ��) 

= ���(� + � − �) + ���(� + � − �) − �(� + � − �)(� + � − �) − �(��� + ��� − ��)

= �(� − �)� + ��� + ��� − ���� − ���� 

= �(� − �)� + �(� + �)(�� + �� − ��) − ���(� + �) = �(� − �)� + �(� + �)(� − �)�

= (� + �� + ��)(� − �)� ≥ � ⇒ ����
� ≥ ����

� 

⇒ �� ≥⏞
(�)

�� ∴ (�), (�) ⇒ �� ≥⏞
(�)

�� 
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����� ∶ �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(�)

������
�

�
 

���, ��������� ������� ⇒ ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �)��� ��(� − �) + ��(� − �)

= ���
� + �(� − �)(� − �) 

∴ ���
�. ���

� ≥ ����(� − �)�

⇔ {��(� − �) + ��(� − �) − �(� − �)(� − �)}{��(� − �) + ��(� − �)

− �(� − �)(� − �)} ≥⏞
(�)

����(� − �)� 

��� � − � = �, � − � = � ��� � − � = � ∴ � = � + � + � ⇒ � = � + �, � = � + � ��� �

= � + � 

����� ����� �������������, (�)

⇔ {�(� + �)� + �(� + �)� − ��(� + �)}{�(� + �)� + �(� + �)�

− ��(� + �)} ≥ ��(� + �)�(� + � + �)� 

⇔ ��� + ��� + �� + �� ≥ ���� + ��(� + �) ⇔ �(� − �)� + (� + �)(� − �)� ≥ � → ����

⇒ (�)�� ���� ⇒ ���� ≥⏞
(�)

�(� − �)��� ������� 

����, ��������� ������� ⇒ ��(� −  �) + ��(� −  �) = ���
� + �(� −  �)(� − �) 

⇒ �(�� + ��) − ��(�� − �) = ���
� + �(�� − �(�� − �) + ��) ⇒ �(�� + ��) − ����

= ���
� + �(�� − ��) 

⇒ �(�� + �� − �� − ���) = ���
� − ��� ⇒ ���

� = ��� + �(������� − ���)

= ��� − ��������
�

�
= ��� −

����(� − �)(� − �)(� − �)

��(� − �)
 

= ��� −
�∆�

� − �
= ��� − �� �

�∆

�
� �

∆

� − �
� = ��� − ������ ∴ ��

� = �� − �����

⇒ ��
� − ���� ≤⏞

�� (�)

�� − ����� − �(� − �) 

= �� − ����� ⇒ ��
� − ���� ≤⏞

(�)

�� − ����� 
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�����, ��(�� + �� − ���) =⏞
�� (�)

����
�

�
�������

�

�
� − ����� = �. �����

�

�
���

�

�
− �����

= �� − ����� ≥⏞
�� (�)

��(�� − ��) 

⇒
�� − ��

�� + �� − ���
≤

��

��
 �∵ �� ≥ �� �� (�)� ��� ������� ⇒⏞

������� ��

�
�� − ��

�� + �� − ���

≤ �
��

��
 (������) 

1799. �� ��� ∆ ���,holds: 

�(� + �)� ≥
�

��
�

��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� ≥ �����  

Proposed by Alex Szoros – Romania  

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶
��

��
+

���

�����

=
��(� − �)

��(� − �)(� − �)(� − �)
+

����(� − �)(� − �)

��(� − �)(� − �)(� − �)

=
��(� − �) + ���√� − ����√� − ��

��(� − �)(� − �)(� − �)
 

≤⏞
��� ��(� − �) + ��(� − �) + ��(� − �)

��
=

�(∑ ��) − ∑ ��

��

=
��(�� − ��� − ��) − ��(�� − ��� − ���)

��
=

��(��� + ���)

��
= �(� + �) 

∴
��

��
+

���

�����

≤ �(� + �) ��� ������� ⇒⏞
����������� ��������

�
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��

+
���

�����

� ≤ ��(� + �)� 

⇒ �(� + �)� ≥⏞
(�)

�

��
�

��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� 
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����,
��

��
+

���

�����

=
��

��
+

��

�����

+
��

�����

≥⏞
���

���
��

��
� �

��

�����

� �
��

�����

�
�

= ��
��������

���

�

∴
��

��
+

���

�����

≥ �������
�

 ��� ������� 

⇒⏞
����������� ��������

�
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� ≥ ��. �����

⇒
�

��
�

��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� ≥⏞
(�)

�����  

(�), (�) ⇒ �(� + �)� ≥
�

��
�

��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� �
��

��
+

���

�����

� ≥ ����� (������) 

 

1800. �� ��� ∆ ���,holds: 

� ���
� − �

�
���

� − �

�
���

� − �

�
≤ ����

� − �

�
+ �����

� − �

�
+ �  

Proposed by Adil Abdullayev-Baku-Azerbaijan 

Solution by Soumava Chakraborty-Kolkata-India 

����� ∶ ���
� − �

�
���

� − �

�
���

� − �

�
= � �

� + �

�
���

�

�
� =

��(�� + ��� + ��) �
�

���

����

=
�� + ��� + ��

���
⇒ ��� =⏞

(�)

�� + ��� + �� 

���, �� + �� = � �
���

�
�

���
�
�

+
���

�
�

���
�
�

� =
���� �

� + �
� � ���

�
�

���
�
� ���

�
� ���

�
�

=
����� �

�

�
�

���
= ������

�

�

∴ �� + �� =⏞
(��)

������
�

�
 

���, (� + �)� ≥ ��������
�

�
=⏞

�� (��)

��(�� + ��) = ���� �
�

� − �
+

�

� − �
�

= �(� − �)(� − �)(� − �)
�

(� − �)(� − �)
= ��(� + � − �) 
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⇔ (� + �)� + ��� − ��(� + �) ≥ � ⇔ (� + � − ��)� ≥ � → ���� ∴ � + �

≥ �√������
�

�
⇒ �����

�

�
���

� − �

�
≥ �√������

�

�
 

⇒ ����
� − �

�
≥

��

�
⇒ ����

� − �

�
+ �����

� − �

�
+ �

≥
���

��
+

��

�
+ � ≥⏞

?

��� =⏞
�� (�)

�� + ��� + ��

⇔ �� + ��� + �� ≤⏞
?

��� + ��� + ��� 

⇔ �� ≤⏞
?

��� + ��� + ��� → ���� (���������) ∴ � ���
� − �

�
���

� − �

�
���

� − �

�

≤ ����
� − �

�
+ �����

� − �

�
+ � (������) 
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It’s nice to be important but more important it’s to be nice. 

At this paper works a TEAM. 

This is RMM TEAM. 

To be continued! 

Daniel Sitaru 

 

 

 


